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Sazetak

Za dvije tocke kazemo da vide jedna drugu ukoliko ne postoji prepreka koja bi presjecala segment
koji ih spaja. Na temelju geometrijskog modela predstaviti ¢emo klasi¢ne probleme vidljivosti kao §to su
problem galerije, problem utvrde i problem ¢uvanja terena. Iznosimo osnovne rezultate vezane uz spomenute
probleme i neke od varijacija tih problema.

kljucne rijeci: wvisibility problems, art gallery problem, fortress problem, terrain guarding problem

1 Uvod

Problemi vidljivosti predstavljaju posebno podrugje proucavanja u izrac¢unljivoj geometriji (computational
geometry). Pod pojmom vidljivosti u geometriji podrazumijevamo odnos izmedu dvije tocke tako da kazemo
da dvije tocke vide jedna drugu ukoliko ne postoji prepreka izmedu njih (pojam vidljivosti moze imati i druge
sinonime: Cuvanje, komunikacija, osvjetljenost itd.). Problem vidljivosti nalazi primjene u robotici, planiranja
putanje, CAD sustavima [1], postavljanje komunikacijskih antena i sustava za nadziranje [7] itd. U ovom radu
Citatelja ¢emo upoznati s tri problema vidljivosti, to¢nije s problemom galerije, problemom utvrde i problemom
cuvanja terena.

2 Problem galerije s umjetninama

Problem galerije s umgjetninama (engl. Art gallery problem) jedan je od temeljnih problema vidljivosti. Mo-
tiviran je problemom smjestanja minimalnog broja ¢uvara u galeriju s umjetninama tako da svi ¢uvari zajedno
promatraju ¢itavu galeriju (vidi Sliku 1).

Slika 1: Galerija s umjetninama i njen tlocrt, slika preuzeta iz [8].



I

Cuvar se nalazi bilo gdje u Cuvarl se nalaze na
poligonu. rubov1ma poligona.
) Cuvari se nalaze u ) Cuvar se kreée u poligonu — svaka tocka
Vrhovnna poligona. u poligonu mora biti pokrivena na nekom

dijelu puta.

Slika 2: Galerija kao poligon i razli¢iti tipovi ¢uvanja interijera.

Viktor Klee je 1973. godine postavio slijedece pitanje:

Koliko je ¢uvara nuzno, a koliko dovoljno da ¢uvaju umjetnine u galeriji s n zidova?

2.1 Geometrijska svojstva problema

Promatrajmo nasu galeriju kao geometrijski lik i u tu svrhu tlocrt nase galerije mozemo predstaviti kao
jednostavni poligon P. Poligon P je potrebno ¢uvati ¢uvarima koji su predstavljeni tockama u ravnini. Svaki
¢uvar vidi odredeni dio poligona, a svi ¢uvari zajedno trebaju vidjeti ¢itavi poligon. Prirodno pitanje koje se
postavlja je koliko ¢uvara nam je potrebno da ¢uvamo poligon P?

Ovisno o lokaciji i tipu ¢uvara koje zelimo koristiti razlikujemo nekoliko moguéih varijanti ¢uvanja galerije:
cuvari koji se mogu nalaziti u interijeru galerije, ¢uvari koji se nalaze uz zidove galerije, ¢uvari koji se nalaze
u kutovima galerije i pokretni ¢uvari (vidi Sliku 2). Uocite da u svim primjerima u Slici 2 ¢uvari pokrivaju
interijer i da ukupni broj ¢uvara koji pokrivaju poligon varira.

Kod klasi¢nog problema galerije podrazumijevamo ¢uvare u vrhovima.

Formalizirajmo sada pojmove: Poligon P je uredeni niz tocaka Py, Ps, ..., P,,n > 3 koje zovemo vrhovima
poligona P zajedno sa skupom duzina, koje zovemo rubovi. Rubovi spajaju vrhove P; s Piyq,i=1,...,n—1
ivrh P, s Py. (vidi Sliku 3). Poligon P je jednostavan ako se nikoja 2 nesusjedna ruba ne sijeku. Jednostavan
poligon u ravnini omeduje ravninu na 2 dijela: vanjsko podruéje (eksterijer) i unutarnje podrucje (interijer).
Mi ¢éemo pod pojmom poligona podrazumijevati poligon zajedno s njegovim unutarnjim podrucjem.



Za tocku v € P kazemo da je vidljiva iz tocke u € P i piSemo u ~ v ukoliko je duzina uv u potpunosti sadrzana
u poligonu P. Za skup @ tocaka poligona P kazemo da cuva poligon P ako je svaka toc¢aka poligona P vidljiva
iz barem jedne tocke u Q.

Triangularizacija poligona P je podijela poligona P u skup

trokuta koji su u parovima disjunktni i vrhovi tih trokuta su P, u

vrhovi poligona P, a stranice trokuta su rubovi poligona P ili u~waliugv
dijagonale koje spajaju 2 nesusjedna vrha u poligonu P (Slika
4.a).

Za danu triangularizaciju T poligona P definiramo graf
GT(P) na nacin da su mu vrhovi upravo vrhovi polig-
ona P, a bridovi su stranice trokuta iz triangular-

izacije. w
Bojanje vrhova nekog grafa G podrazumijeva pridruzivanje P,
boja njegovim vrhovima tako da svaka 2 susjedna vrha
. . . . . . . . . ’U
budu razli¢ito obojani. Kromatski broj grafa G je najmanji P,

prirodni broj k razli¢itih boja za kojeg je bojanje tog grafa
mogucée. U tom slucaju, kazemo da G ima kromatski broj

k.

Slika 3: Jednostavni poligon s n vrhova

Koristiti ¢emo slijedec¢a dva teoremas:

Teorem 2.1 (Teorem o triangularizaciji, [2]). Svaki se jednostavan poligon moZe triangularizirati.
Stovise, svaka triangularizacija T poligona P s n vrhova sadrzi n — 2 trokuta

Teorem 2.2 ([2]). Neka je P jednostavni poligon i T triangularizacija poligona P. Tada GT(P) ima kromatski
broj 3.
2.2 Slozenost problema

Vratimo se sada na na$ problem. Dakle, koliko je potrebno ¢uvara da bismo ¢uvali jednostavni poligon P?
Odgovor na to pitanje daje nam Chvatalov teorem.

a)Triangularizacija i bojanje b)Combzm poligon s m trokuta s ¢)Pravilni poligon P,, s n vrhova s jed-

. 5 Dl =& R
poligona P nuzno | 3| = m Cuvara nim ¢uvarom.

Slika 4: Triangularizacija poligona, “Cesalj” poligon i primjer ¢uvanja pravilnog poligona.



Teorem 2.3 (Chvétalov teorem). Za duvanje poligonalne galerije s n vrhova dovoljno je, a ponekad i nuzino
|n/3] cuvara.

Dokaz. Neka je P jednostavni poligon s n vrhova. Po Tm 2.1 mozemo triangularizirati P i dobivamo graf
GT(P). Po Tm 2.2 moZemo obojati vrhove grafa GT(P) tako da bilo koja 2 susjedna vrha grafa GT'(P) budu
obojana razli¢itim bojama. Neka su {1,2,3} redom oznake boja. Uocite da boje dijele vrhove od GT(P) u
disjunktne particije C1,Co i C3 (vidi Sliku 4.a). Ocito, jedna od particija, npr. C; sadrzi | 5] tocaka. Kako
svaki trokut u triangularizaciji sadrzi sve 3 boje, dovoljno je staviti ¢uvara na vrhove iz Cy. Tvrdnja teorema
dalje slijedi iz ¢injenice da se svaki trokut moze ¢uvati ¢uvarom iz jednog vrha i da vrhovi poligona tvore
vrhove grafa GT'(P).

Situacija kad nam je potrebno nuzno |n/3| ¢uvara za ¢uvanje poligona mozemo primjetiti iz slike poligona
Comb,,, n = 3m, gdje m je broj gornjih trokuta (Slika 4.b). O

Konstruktivni dokaz T'm 2.3 moze nam posluziti za formuliranje algoritma NADJICUVARE koji ¢e nam za
dani jednostavni poligon P s n vrhova vratiti [ 5| vrhova u koje mozemo staviti cuvare.

NADJICUVARE(P)

1. triangulariziraj P

2. obojaj s {1,2,3} vrthove od T

3. postavi ¢uvare na vrhove koji su obojani bojom 1.

Gornja procedura se sastoji od 3 koraka, od kojih se svaka moze efikasno implementirati. Korak 1. moguée
je implementirati primjenom Chazelleove procedure za triangularizaciju poligona, a za korak 2. postoji jednos-
tavna procedura 3-bojanja grafa. (Detaljnije, vidi [2],[9]).

Primjetimo da Tm 2.3 odnosno algoritam NADJICUVARE daje opéenito gornju medu broja ¢uvara koji su
dovoljni da ¢uvaju bilo koji poligon s n vrhova. Dakle, sigurno postoji primjeri poligona gdje nam je broj
potrebnih ¢uvara znatno manji nego rjeSenje koje nam vracéa algoritam. Zapravo, mogli bi re¢i da je procedura
NADJICUVARE pesimisticna jer, kao to mozemo vidjeti na primjeru u Slici 4.c, procedura é¢e nam vratiti | % |
Cuvara, premda je dovoljno odabrati jedan vrh poligona da ¢uva ¢itav poligon.

Postavlja se pitanje, mozemo li osmisliti algoritam koji ¢e nam pronaéi najmangi broj ¢uvara potreban
za ¢uvanje nekog poligona P? Na zalost, situacija je pesimisti¢na i po tom pitanju jer se moze pokazati da
problem optimalnog ¢uvanja galerije s umjetninama pripada klasi takozvanih NP-tegkih problema?. Stoga se
u praksi Cesto koriste aproksimacijski algoritmi i heuristike za rjeSavanje problema.

2.3 Varijacije problema

Poznati su i drugi rezultati vezani za nuzan i dovoljan broj ¢uvara ukoliko mijenjamo geometrijski model
galerije. Predstavit ¢emo 2 primjera.

2.3.1 Ortogonalna galerija s umjetninama

Za poligon P kazemo da je ortogonalan ako su mu rubovi paralelni s z-osi ili s y-osi (Slika 5.a).
Na slican nacin kao u Tm 2.3 mozemo pokazati da se ortogonalan poligon moze podijeliti na konveksne
Cetverokute (analogija triangularizacije) i iz toga lako pokazati da vrijedi slijedece:

1| | je oznaka za pod funkciju koja zadanom realnom argumentu z vraéa najvedi cijeli broj =’ koji je manji ili jednak z.
npr. [2]=2,2<2=25

2Precizna, definicija klase NP-teskih problema izlazi iz tematskog okvira ovog ¢lanka. Intuitivno, svaki problem za koji kazemo
da pripada klasi NP-teskih problema je problem koji je ‘nemogudée’ optimalno rijesiti.



Slika 5: Ortogonalna galerija i tradicijalna galerija s umjetninama

Teorem 2.4. [2] Svaki se ortogonalni poligon s n vrhova moze ¢uvati s | %] cuvara.

2.3.2 Pravokutna galerija s umjetninama

model galerije bi bila pravokutna zgrada podijeljena u pravokutne sobe (Slika 5.b).
Pitanje je koliko je potrebno ¢uvara staviti u galeriju da ¢uva sve sobe? Iz slike mozemo uociti ukoliko
stavimo Cuvara na vrata izmedu 2 sobe, ¢uvar moze ¢uvati najvise 2 sobe. Ako galerija ima n soba onda ¢itavu

galeriju sigurno moramo moci ¢uvati s [ % | 1 ¢uvara. Preciznije, moze se pokazati sljedeéa tvrdnja:

Teorem 2.5. [2] [2] c¢uvara je dovoljno, ali wvijek i nuzno za ¢uvanje svake pravokutnu galerije s n soba.

n
2

3 Problem utvrde - Fortress problem

U ovom dijelu predstaviti ¢emo Problem utvrde (engl. Fortress problem). Za razliku od klasi¢nog problema
galerije gdje je zahtjev bio na ¢uvanju interijera danog poligona P, ovdje paznju usmjeravamo na cuvanje
eksterijera tog poligona. Problem je motiviran ¢uvanjem utvrde od navale neprijatelja pomoc¢u ¢uvara koji su
postavljeni na zidove utvrde (Slika 6). Treba odabrati broj ¢uvara i njihov polozaj tako da ¢itava okolica oko
utvrde bude pokrivena.
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Slika 7: Cuvanje eksterijera vanjskog poligona P
Slika 6: Utvrda Pescheira del Garda blizu Verone u Italiji s ¢uvarima iz vrha (crni kruziéi) i tockama iz ek-
sterijera (bijeli kruziéi).

117 je oznaka za strop funkciju koja zadanom realnom argumentu x vraéa najmanji cijeli broj =’ koji je vedi ili jednak w.
npr. [37=3>5=25



3.1 Geometrijska svojstva problema

Koristeci geometrijske pojmove iz prethodnog odjeljka utvrdu mozemo predstaviti kao jednostavni poligon s
n vrhova, podrucje koje se ¢uva je eksterijer poligona, a ¢uvare mozemo modelirati kao tocke koje mogu biti
postavljene na vrhovima poligona, rubovima poligona, eksterijeru poligona ili ”pokretne” tocke.

Problem utvde mozemo sada ovako formulirati:

Koliko je ¢uvara dovoljno, a ponekad i nuzno postaviti u vrhove jednostavnog poligona P s n vrhova
tako da svi ¢uvari zajedno pokrivaju eksterijer poligona P?

3.2 Cuvanje utvrde iz vrhova poligona
Slijedec¢a tvrdnja nam daje uvijek gornju medu na broj potrebnih ¢uvara za ¢uvanje utvrde.

Teorem 3.1 (O'Rourke and Wood 1983). [%] cuvara je dovoljno, a ponekad i nuzno za cuvangje eksterijera
jednostavnog poligona s n vrhova.

Dokaz. Prvo pokazimo na primjeru pravilnog poligona s n vrhova da je
za cuvanje eksterijera [§ | nuzan broj cuvara.
Iz Slike 8 mozemo uociti da za C¢uvanje pravilnog poligona s n
Vi ) vrhova trebamo uzeti svaki drugi vrh kako bi cuvali eksterijer, Sto
: znac¢i da moramo odabrati nuzno [%] vrhova za cuvanje eksteri-
jera.

Vi

vy Pokazimo sada da za ¢uvanje eksterijera jednostavnog poligona je do-
voljno izabrati [ | cuvara.
Slika 8 Pravilni poligon P, s Dokaz se temelji na tome da eksterijer danog poligona predstavimo kao in-
nuznim [2] ¢uvarima. terijer nekog drugog poligona na kojeg onda mozemo primjeniti 7m 2.5.
Uzmimo proizvoljni jednostavni poligon P (Slika 9.a). Pronadimo konvek-
snu ljusku C' H (P)? vrhova poligona P i triangularizirajmo onaj dio ekster-
ijera poligona P koji je sadrzan u konveksnoj ljusci CH (P) i eksterijeru poligona P. Oznac¢imo s T graf ¢iji

su vrhovi upravo vrhovi poligona P, a rubovi su stranice iz triangularizacije.

Dodajmo sada dodatan vrh Vi, u graf T izvan CH(P) i u¢inimo ga susjednim vrhom svim vrhovima u
CH(P) i oznac¢imo novonastali graf s n + 1 vrhova s 77 (Slika 9.b). Odaberimo sada vrh V, iz konveksne
ljuske CH(P) i rastavimo ga na vrhove V, i V,» tako da jedan vrh zadrzi rub s V,,, a drugom dodamo rub
s Vo na nacin da novonastali graf 7" := (T \ {V,.}) U {V,+, V,»} bude planaran, tj. nikoja dva brida mu se
ne sjeku (Slika 9.¢). Tvrdimo da je T” triangularizacijski graf novog jednostavnog poligona P’ kojeg ¢ine
vrhovi poligona P zajedno s vthom V., koji ‘dobro’ aproksimira eksterijer poligona P. Definirajmo poligon P’
koristeéi slijedeéi geometrijski argument: smjestimo vrh V,, u tocku koja se nalazi dovoljno daleko te vrhove
Ver 1 Vi dovoljno udaljimo jedan od drugoga tako da bridovi grafa 7" postanu ravne linije.

Iz svojstva da se triangularizacijski graf svakog jednostavnog poligona moze obojati s 3 boje (Tm 2.2), ras-
poredimo boje {1,2,3} na graf T” (Slika 9.d). Razlikujemo 2 slucaja:

e Neka je 1 boja koja se pojavljuje najmanje puta. Ukoliko V nije obojan bojom 1 tada je s 1 obojano
najvise | 42| < [2] vrhova.

e Ukoliko je 1 boja koja se najmanje puta pojavljuje i ukoliko je s 1 obojan V., tada moramo uzeti drugu
boju jer V nije vrh s poligona P. Uzmimo, dakle, slijede¢u boju koja se pojavljuje najmanje puta

3Najmanji konveksan poligon koji sadrzi tocke iz P.



a) Tocke C;,7 = 1,...,8 su vrhovi konveksne ljuske CH(P) b) Vrh V.o spojen sa svim vrhovima od CH(P) za-
poligona P. Iscrtane duzine predstavljaju stranice trian- jedno s triangularizacijom T'
gularizacije

c) Graf T" kojeg smo dobili iz T’ \ V, i dodali d) Ukoliko izaberemo 2 za polozaj ¢uvara na vrhovima poligona,
nove vrhove V_,, V_ . ¢uvari ¢e pokriti eksterijer i imati ¢emo ih 8 < [%] =10

Slika 9: Prikaz koraka u dokazu Tm 3.1.

npr. boja 2. Kako je s 1 obojan vrh V, uo¢imo da boje 2 i 3 mogu obojati najvise (n+2) —1=n+1
n+1 n

vrhova. Slijedi da 2 moze bojati najvise | 3= | = [4] vrhova poligona.
Cuvare postavljamo na odabranu boju. Konacno, u oba slu¢aja ¢uvari pokrivaju trokute incidentne s V.. Kako
Voo nije ¢uvar, izabrani ¢uvari su tocke konveksne ljuske CH(P) koji pokrivaju ¢itav eksterijer od CH(P).
Eksterijer poligona P, a koji se nalazi unutar konveksne ljuske, je takoder pokriven buduéi su svi trokuti iz
triangularizacije 7" ¢uvani. O

3.3 Cuvanje utvrde van poligona

Promotrimo sada problem uz uvijet da ¢uvari mogu biti bilo gdje u eksterijeru poligona ukljuc¢ujuéi i same
rubove poligona. Iskazimo teorem o dovoljnom i nuznom broju ¢uvara za ¢uvanje utvrde izvan poligona.

Teorem 3.2. [6] [%] cuvara je dovoljno, a ponekad i nuzno za cuvanje eksterijera poligona P s n vrhova.

Dokaz. Nuznost u pojedinim slucajevima pokazujemo generickim primjerom u Slici 10. Za eksterijer izvan
konveksne ljuske izaberemo 2 ¢uvara, a za eksterijer unutar poligona odabiremo na slican nac¢in kao i u cesalj
poligonu nuzno |%z*| +2 = [2],n > 4 ¢uvara.

Dokazimo sada dovoljnost. Promotrimo slucaj kada je poligon P konveksan (Slika 11.a) i odredimo dovoljan
broj ¢uvara za eksterijer. Odaberemo 2 vrha: Najvisi vch A (npr. vrh sa najveéom y koordinatom) i najnizi
vrh B (npr. vrh s najmanjom y koordinatom), ukoliko ti vrhovi nisu jedinstveni, rotiramo poligon P dok ne



Slika 10: Poligon sa n vrhova kojem je nuzan broj cuvara [%].

dobijemo jedinstveni najvisi i najnizi vrh (npr. ukoliko je P kvadrat ¢ije su stranice paralelne s z odnosno s y
osi, mozemo ga rotirati za 45° i odaberemo 2 dijagonalno suprotna vrha). Sada na lijevu i desnu odaberemo
tocke L, R koje vide najvisi i najnizi vrh konveksnog poligona P. Uocite da s ¢uvarima u tockama L, R
pokrivamo eksterijer poligona, dakle 2 < [%],n > 3.

U slucaju da poligon P nije konveksan, ideja je da nademo ¢uvare za njegovu konveksnu ljusku, a ¢uvare
eksterijera poligona P koji je sadrzan u C'H (P) nademo tako da triangulariziramo podru¢je i primjenimo T'm
2.3. To mozemo napraviti na nac¢in prikazano na Slici 11.b.

LIJEVA STRANA S . DESNA STRANA
N /

Slika 11: Cuvanje eksterijera poligona ¢uvarima izvan poligona.

Dakle, nademo konveksnu ljusku CH(P) poligona P i triangularizirajmo eksterijer poligona P unutar
CH(P). Tocke L,R odaberemo na nacin kako smo prethodno ucinili za konveksni poligon. Neka je graf G
graf ¢iji su vrhovi tocke L, R i vrhovi poligona P, a rubovi dijagonale koje spajaju L odnosno R s vrhovima
od CH(P) s odgovarajuce strane, zajedno sa dijagonalama triangularizacije u eksterijeru unutar konveksne
ljuske. Primjetimo da je graf G graf triangularizacije, medutim ne vise jednostavnog poligona da ne mozemo



viSe primjeniti T'm 2.2. Stoga moramo dodatno argumentirati da je graf G 3-obojiv:

SLUCAJ 1. Uocite da ukoliko je broj vrhova konveksne ljuske C H(P) paran broj da je graf G 3-obojiv. To mozemo
uciniti tako da naizmjeni¢no obojamo vrhove konveksne ljuske s 2,3, a s 1 obojamo L, R. Uocite da smo
time fiksirali bojanje vrhova bridova konveksne ljuske, a koji su zajednicki poligonima koji predstavljaju
eksterijer unutar konveksne ljuske te mozemo 3-obojati eksterijer unutar poligona (po nacelu ear clipping,
[5]). Kako G ima n + 2 vrhova po Tm 2.3, | %52 | < [2] je dovoljno ¢uvara da pokriju eksterijer od P i
¢uvare mozemo staviti na one vrhove od G koji su obojani s najmanje pojavljivanom bojom.

SLucAl 2. Ukoliko je |CH(P)| neparan, graf G' ne mora biti 3-obojiv (vidi Sliku 11.¢). Ideja je da se G modificira
tako da postane 3-obojiv. Neka je C'D otvor u CH(P), tj. eksterijer unutar konveksne ljuske pri bridu
CD (takav otvor postoji jer je P nekonveksan) i bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo da se C'D
nalazi na desnoj strani poligona. Odaberimo vrh E koji s C, D tvori trokut iz triangularizacije u otvoru
CD takav da zajedno s R,C, E, D tvori konveksan ¢etverokut RCED. Nacinimo novi graf G’ tako da
grafu G dodamo rub ER, a oduzmemo rub CD (ukoliko R # E, R, L uvijek mozemo pomakuti tako
da R ~ E, a da satuvamo svojstvo da L, R zajedno vide obje strane konveksne ljuske). Promotrimo da
tim postupkom nismo promijenili podrucje koje trebamo cuvati. Dakle, novonastali graf G’ s n+ 2 vrha
ima sada paran broj dijagonala spojenih s L, R (Slika 11.d). Primjenimo razmatranje za paran slucaj.
Problem moze nastati ukoliko C,D nisu odabrani kao ¢uvari, ali u tom slu¢aju mora biti odabran ili R ili
FE sto implicira da je eksterijer i dalje pokriven. Zakljucujemo da je za ¢uvanje eksterijera od P dovoljno
| 22| < [2] ¢éuvara.

O

Na temelju bojanja grafa G (odnosno G’) ¢uvare stavimo na one vrhove koji su obojani s najmanje po-
javljivanom bojom. U Slici 11.b najmanje pojavljivana boja je 2 pa ¢uvare stavljamo u vrhove obojani s
2. Najmanje pojavljivana boja je 1 u Slici 11.c pa ovdje ¢uvare mozemo staviti i u tocke L i R. Uoc¢imo
da ovakvom analizom problema dopuStamo najvise 2 ¢uvara da budu izvan poligona. Isto tako, uo¢imo, da
dopustanjem ¢uvara da budu i izvan poligona ”priblizavamo” se ocjeni ¢uvanja interijera poligona ([%] na-

3
suprot [ %]).

Problem ¢uvanja poligona moze se generalizirati i na ¢uvanje istovremeno interijera i eksterijera poligona
¢uvarima u vrhovima. Takav problem se zove problem zatvorskog dvorista (engl. prison yard problem). Iznosimo
rezultat iz [3] za problem:

Teorem 3.3 (Fiiredi, Kleitman, 1990). [5] cuvara smjestenih u vrhovima jednostavnog poligona P je dovoljno
da pokriju zajedno interijer i eksterijer od P s n vrhova. Ukoliko je P nekonveksan, onda je dovoljno |% ]
cuvara u vrhovima.

4 Problem cuvanja terena

Promotrimo slijedeéi scenario:

Na odredenom terenu operateri mobilne telefonije zele postaviti komunikacijske antene tako da citav teren
bude pokriven signalom (Slike 12). U svrhu minimiziranja cijene same investicije, zelja operatera je pokriti
teren s $to je manje moguce antena.

Ovaj problem mozemo formulirati kao problem c¢uvanja terena uz pomoé¢ Cuvara koje postavljamo na teren.
Cilj nam je pronaéi najmanji broj cuvara tako da Citav teren bude ¢uvan. Takav problem se naziva problem
cuvanja 2.5D terena (engl. 2.5D terrain guarding problem). Na Zzalost i ovaj problem se moze pokazati da



Slika 13: Iustracija 1.5D-terena s ¢uvarima.
Slika 12: 3D teren s postavljenim komunikacijskim
antenama.

pripada klasi tzv. NP-teskih problema. Cak §tovise, malo je vierojatno da se moze dobro aproksimirati (moze
se pokazati da je problem jednako tezak kao i generalni Set cover problem [7]).

Ukoliko smanjimo dimenziju terena, tj. umjesto trodimenzionalnog podrucja promatramo poligonalnu liniju
dolazimo do tzv. problem cuvanja 1.5D terena. Preciznije, za x-monotonu poligonalnu liniju 7" cilj nam

je pronaéi najmanji broj ¢uvara koje ¢emo postaviti na T tako da ¢uvamo svaku tocku poligonalne linije
(Slika 15).

4.1 Problem c¢uvanja 1.5D terena

Teren T' je x-monotona poligonalna linija s n vrhova. Oznacimo s V' vrhove terena T'. Problem cuvanja 1.5D
terena (engl. 1.5D terrain guarding problem) za T je problem postavljanja ¢uvara na T tako da je svaka tocka
p € T ¢uvana od strane barem jednog ¢uvara. Ovisno o tipu i polozaju ¢uvara na terenu 7' razlikujemo nekoliko
varijanata problema.

4.2 Diskretna verzija

U diskretnoj verziji problema dan nam je skup moguéih ¢uvara G C T i skup tocaka koje zelimo ¢uvati N C T
Cilj je odrediti najmanji skup ¢uvara A C G koji ¢ée braniti N.

Dodatno se moZe odrediti cijena svakog potencijalnog ¢uvara iz G, tj. funkcija w : G — RT pa se problem
svodi na pronalazenje podskupa ¢uvara A C G tako da je > geA w(g) najmanja, tj. ukupna cijena odabranih
Cuvara je najmanja moguca.

Promotrimo primjer na Slici 14 za slucaj kad je G = N = V. Uo¢imo da tezinski slu¢aj ne ovisi isklju¢ivo o
geometriji terena, ve¢ ponajprije o induciranim cijenama na ¢uvarima.

a) optimalni ¢uvar (oznacen 00 b) Odabrani crni Cuvari
crno)  za  netezinsku pokrivaju skup N s
diskretnu verziju. ukupnom cijenom jed-

nakom 20.
10 0

Slika 14: Primjer diskretne verzije problema kad je G =N =V

Uocimo da u prvom sluc¢aju na Slici 14 jedan ¢uvar pokriva ¢itav N, dok u drugom slucaju, bez obzira $to
imamo viSe ¢uvara koji pokrivaju N, oni su ”isplativiji” nego da smo odabrali ¢uvara s tezinom 100.
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4.3 Jednostrana verzija

Mozemo dodatno staviti restrikciju na smjer gledanja ¢uvara pa takvu varijantu problema formuliramo:
Za dani skup mogucih ¢uvara G C T i skup tocaka koje zelimo ¢uvati N C T razlikujemo:

1. ¢uvanje s lijeva - svaka tocka iz N mora biti cuvana s lijeva.
2. ¢uvanje s desna - svaka tocka iz N mora biti cuvana s desna.

Posebnost jednostrane verzije problema je $to mozemo efikasno pronaéi optimalan skup ¢uvara A. Predstaviti
¢emo algoritam iz [7] za pronalazenje Cuvara za ¢uvanje s lijeva danog terena 7T'. Na simetri¢an nacin se moze
definirati algoritam za Cuvanje s desna.

LEFT-GUARDING (T, N, G)
A0 > skup koji ée sadrzavati ¢uvare
for p € N processed from left to right > prolazimo skupom N s lijeva na desno
if p is not yet seen by A then > ako p nije viden od A
A— AU{L(p)} > uskup éuvara A dodajmo najlijevijeg ¢uvara od p
return A

Na Slici 15.a imamo primjer kad su skupovi G, N C T ne nuzno disjunktni i prikazano je optimalno rjesenje
za obostrano i jednostrano ¢uvanje s lijeva terena T' (tj. cuvanje N s G).
Dakle, G = {g1, 92, 93,94} 1 N = {p1,D2, D3, P4, D5, D6, P7}, rjeSenje koje vraéa LEFT-GUARDING algoritam
je A={g1,92,93} dok bi rjesenje za obostrano ¢uvanje terena bilo A = {gs}.

p7
g2 94
p1 gs Pe
a) po D3 Pa Ps o

Slika 15: Cuvanje terena ovisno o karakteru cuvara

4.4 Generalna verzija

U generalnoj verziji problema cilj je pronac¢i najmanji skup ¢uvara G C T koji vidi svaku tocku na terenu 7.
Dakle, ¢uvari mogu biti bilo koja tocke na terenu 7" i moraju biti ¢uvane sve tocke terena T
Zaista, ponekad je optimalnije odabrati tocku koja nije iz vrha da ¢uva dio terena, Sto se mozemo uvjeriti iz
Slike 15.b. Uoctimo da odabrana tocka na terenu vidi sve §to vide susjedni vrhovi (oznaceni bijelo). U slucaju
da smo zahtjevali da ¢uvari budu iz vrhova mogli smo uzeti bijele vrhove. Ovaj primjer pokazuje, ukoliko
imamo slobodu odabira ¢uvara na terenu ne znaci da su optimalni ¢uvari isklju¢ivo u vrhovima.

Na zalost, i ovaj problem pripada klasi NP-teskih problema, ali se moze efikasno aproksimirati. Slijedeci
teorem nam kaze da je moguce pronadci algoritam koji ¢e nam vratiti ukupan broj ¢uvara ¢iji broj ne premasuje
‘previSe’ optimalan broj ¢uvara:

Teorem 4.1 ([7]). Postoji 4-aproksimacijski algoritam za problem ¢uvanja 1.5D terena.
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