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Poglavlje 1

Uvod

1.1 Uvod

Osnovni problem kojim se bavi ova disertacija je efikasno rjesavanje Sylvesterove jed-
nadzbe!

AX + XB=E,

(odnosno u slucaju B = AT i E = ET, Ljapunovlje jednadzbe?), kao i T-Sylvesterove
jednadzbe
AX + XTB=E,

pri ¢emu se pretpostavlja da matrice A, B, i E posjeduju odredenu strukturu. Takoder
se proucava problem optimizacije rjeSenja parametarski ovisne Sylvesterove (odnosno

Ljapunovljeve) jednadzbe oblika
(AQ — UU1V1)X(U) + X(U)(BO — ’UUQVQ) =F,
kao i parametarski ovisne T-Sylvesterove jednadzbe oblika

(Ag — U V1) X (v) + X (v)T(By — vl Vo) = E.

Sylvesterova jednadzba moze se promatrati kao poopcéenje nekih vaznih poznatih pro-
blema kao $to su: linearne jednadzbe (AX = (), invertiranje matrice (AX = I), pro-
blem svojstvenih vektora (AX — XA = 0, gdje je A = diag(A1,...,\,)) i komutirajuce

1Sylvesterova jednadzba dobila je ime po engleskom matemati¢aru Jamesu Josephu Sylvesteru (1814.-
1897.)

2Ljapunovljeva jednadzba dobila je ime po ruskom matemati¢aru Aleksandru Mikhailovichu Ljapu-
novu (1857.-1918.)
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matrice (AX — XA = 0). Specijalan slucaj Sylvesterove jednadzbe je i matri¢na jed-
nadzba AX = XB koju je J. J. Sylvester promatrao jos 1884. godine u svom radu
[60].

Sylvesterove, odnosno Ljapunovljeve jednadzbe imaju siroku primjenu u mnogim di-
jelovima matematike, ali i drugih primjenjenih znanosti. Jedna od najjednostavnijih

primjena Sylvesterove jednadzbe je blok-dijagonalizacija blok-trokutaste matrice oblika

A C
0 B |
Naime, iz jednakosti
I x]'[ac)[1 x] [4 AX-XB+C
0 I o B||lo I]| |o B

odmah se vidi da je problem blok-dijagonalizacije blok-trokutaste matrice ekvivalentan

problemu rjesavanja Sylvesterove jednadzbe AX — XB = —C' (vidi [28]).

Nadalje, Sylvesterova i Ljapunovljeva jednadzba imaju vaznu primjenu u teoriji uprav-
ljanja. Pri proucavanju kontinuiranih linearnih vremenski invarijantnih (LTT) sustava
vaznu ulogu imaju gramijan upravljivosti, gramijan osmotrivosti i unakrsni gramijan
(vidi primjerice [3, 22, 27]). Gramijan upravljivosti i gramijan osmotrivosti dobivaju se
kao rjesenja Ljapunovljeve jednadzbe. S druge strane, unakrsni gramijan dobiva kao
rjesenje Sylvesterove jednadzbe. Sylvesterova, odnosno Ljapunovljeva jednadzba koriste
se nadalje i pri redukeiji modela [3, 5, 58], numerickom rjesavanju diferencijalne Riccati-
jeve jednadzbe [23] i algebarske Riccatijeve jednadzbe [9], obradi slike [17], kod problema
pridruzivanja svojstvenih vrijednosti [13, 14], u problemu prigusenja u mehanickim sus-
tavima [7, 11, 70, 46, 19, 63, 64, 65, 67], problemu ra¢unanja zagladene spektralne apscise

[66] i mnogim drugim.

Buduéi da rjesavanje Sylvesterove jednadzbe AX + XB = E (odnosno Ljapunvljeve
jednadzbe AX + XA = E) uvelike ovisi o strukturi matrica A, B i E, trenutno postoji
veliki broj razli¢itih algoritama za njihovo rjesavanje, ¢ija tocnost i efikasnost ovisi o

strukturi navedenih jednadzbi.

Jedna od najrobusnijih i najrasprostranjenijih metoda za rjesavanje Sylvesterove jed-
nadzbe je Bartels-Stewartova metoda (vidi [4, 59, 22, 3]), dok je za Ljapunovljevu jed-
nadzbu najkorisStenija Hammarlingova metoda (vidi [30]). Bartels-Stewartova metoda
bazira se na Schurovoj dekompoziciji matrica A i B, te na nekoj vrsti povratnih supstitu-
cija za rjesavanje dobivenih trokutastih matri¢nih jednadzbi. Prednost metoda baziranih

na Schurovoj dekompoziciji je potpuna neovisnost o strukturi matrica A, B i F, te se
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zbog toga mogu primjeniti na sve probleme koji imaju jedinstveno rjesenje. Neosjetlji-
vost na strukturu im je ujedno i nedostatak jer imaju istu slozenost u sluéaju jednadzbi

s nestrukturiranim, kao i s vrlo strogo strukturiranim matricama.

S druge strane, postoji niz iterativnih metoda koje se koriste za rjesavanje Sylvesterove,
odnosno Ljapunovljeve jednadzbe sa strukturiranim matricama A i B, najcesée su to
rijetko popunjene matrice A,B i desna strana E malog ranga. Tu prije svega treba istak-
nuti metode bazirane na projekciji na odgovarajuéi Krylovljev potprostor (vidi primjerice
[33, 34, 35, 57]), odnosno ADI tipa (vidi primjerice [8, 10, 40, 41, 48]), te metode bazi-
rane na racionalnoj Krylovljevoj metodi (za ¢iju je efikasnu upotrebu nuzno poznavanje

dobrog skupa ADI parametara).

U prvom dijelu radnje proucavat ¢e se Sylvesterova jednadzba oblika
(A0+U1Vv1)X+X(Bo+U2‘/2) =F, (11)

pri cemu su Ay, By matrice jednostavne strukture (npr. dijagonalne ili blok dijagonalne),
a Ul,vlT,UQ,V2T pravokutne matrice kod kojih je broj stupaca puno manji od broja
redaka (radi jednostavnosti u ovom uvodnom dijelu pretpostavit éemo da je broj redaka
za sve matice Uy, V{T,Us, Vi¥ jednak n, te da sve imaju isti broj stupaca r). Modeli
sa Sylvesterovim jednadzbama navedenog oblika pojavljuju se primjerice u [9, 43|, pri
primjeni Newtonove metode na rjesavanje Riccatijeve jednadzbe koja dolazi iz problema
teorije transporta, dok se slucaj Ljapunovljeve jednadzbe navedenog oblika pojavljuje

pri problemu optimizacije prigusenja mehanickih sustava (vidi primjerice [46, 69]).

Kao $to je primjeéeno u radovima [9, 43, 38, 63, 64], Sylvesterova (odnosno Ljapu-
novljeva) jednadzba oblika (1.1) moZe se vrlo uspjesno rijesiti primjenom Sherman-
Morrison-Woodbury-eve formule. U tom smislu, prvi rezultat koji je izveden u radnji
jest takozvana Sherman-Morrison-Woodbury-eva formula za rjesenje Sylvesterove jed-
nadzbe navedenog oblika i predstavlja poopéenje ideja iz [9, 43, 63, 64]. U tu svrhu

definirani su operatori

Eo(X) = AoX + X By,
EUv(X) =U11 X + XUV,

pomocu kojih se Sylvesterova jednadzba (1.1) u operatorskom obliku moze zapisati kao
(Lo+ Luv) (X)=E. (1.2)

Pokazano je da tada Sherman-Morrison-Woodbury-eva formula za Sylvesterovu jed-
nadzbu (1.1) ima oblik:

X =Lyt - LytuE +vetu)ytveg (B,
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gdje su U i V operatori definirani s
UX1, X)) =U1 X1+ XoVa, V(X)= (WX, XUs) .
Odgovaraju¢a matricna formula je oblika
vee (X) = (Lg' — Lg'U(I 4 VLy 'U) " 'VILy ) vee (E), (1.3)

gdje su Loy, U i V matrice operatora Ly, i i V u standardnoj bazi. Matrice Lo, UiV
su strukturirane matrice, te stoga prethodna formula omogucéava konstrukciju efikasnog

algoritma za rjesavanje Sylvesterove jednadzbe (1.1).

Nadalje, pokazano je da su algoritmi bazirani na Sherman-Morrison-Woodbury-evoj
formuli osobito efikasni za izracunavanje rjeSenja parametarski ovisne Sylvesterove jed-
nadzbe

(Ao —vU1 V1) X (v) + X (v)(By —vUsVa) = E (1.4)

u sluc¢aju kada se treba odrediti rjesenja za vise razlicitih vrijednosti parametra v. Je-
dan od primjera gdje se pojavljuje ovakav problem je problem optimizacije viskoznosti

prigusivac¢a mehanickih sistema (vidi [63, 64]).

Za rjesavanje ovakvih problema standardne metode bazirane na Schurovoj dekompozi-
ciji rijetko se koriste jer postaju prespore. Za slucaj parametarski ovisne Lypunovljeve
jednadzbe je u [63] predlozena metoda bazirana na Sherman-Morrison-Woodbury-evoj
formuli. Osnovni nedostatak predlozene metode je u velikoj sloZenosti te u loSem kori-
stenju racunalne memorije, Sto je uzrokovalo neupotrebljivost tog algoritma u slucaju

problema veéih dimenzija.

U disertaciji je, koristenjem formule (1.3), izveden algoritam za racunanje rjesenja para-
metarski ovisne Sylvesterove jednadzbe koji je poopéenje i poboljSanje algoritma iz [63]
s nekoliko aspekata. Prvo, umjesto Ljapunovljeve jednadzbe novi algoritam rjesava Syl-
vesterovu jednadzbu. Drugo poboljsanje odnosi se na znacajnu ustedu u broju operacija,
te uspjesno prevladavanje poteskoca algoritma iz [63] u koristenju memorije. Poboljsa-
nje je postignuto na nacin da je rjesavanje pripadnog linearnog sustava s matricom
(I + VL, 'U) umjesto redukcijom na Hessenbergovu formu (kako je predlozeno u [63]),
zamjenjeno aproksimacijom rjesenja primjenom FOM metode. Kako u FOM metodi,
izmedu ostalog, nije potrebno eksplicitno formirati matricu sustava (I + VL 1TU), taj
pristup omoguéio je primjenu novog algoritma na puno veé¢im sustavima uz poboljsanu

efikasnost.

Za standardne metode bazirane na Schurovoj dekompoziciji za rjesavanje jednadzbe
(1.4) potrebno je O(n3) elementarnih operacija za svaku vrijednost parametra v. Metoda

bazirana na Sherman-Morrison-Woodbury-evoj formuli s pristupom iz [63] ima sloZenost
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O(r3n3), r < n elementarnih operacija za prvu vrijednost od v, dok svako sljedece
rjeSavanje s drugom vrijednosti od v ima slozenost O(r?n?) elementarnih operacija.
Nova metoda bazirana na Sherman-Morrison-Woodbury-evoj formuli koja je predlozena
u disertaciji za prvu vrijednost od v ima slozenost O(rkn?), gdje k predstavlja dimenziju
Krylovljevog potprostora u FOM metodi, sto u slucaju r, k < n predstavlja znacajno
poboljsanje efikasnosti. Za svako sljedece rjesavanje s drugom vrijednosti od v iziskuje

samo O(rn?) dodatnih operacija.

Osim toga, ovim pristupom moguée je i derivacije od X (v) rac¢unati u O(rn?) elemen-
tarnih operacija, Sto omoguéava takoder efikasnu optimizaciju rjesenja X (v) obzirom na
parametar v. U disertaciji su izvedeni algoritmi za optimizaciju rjesenja X (v) obzirom
na dva kriterija - kriterij minimalnog traga od X (v) (za kvadratne matrice Ay i By), kao
i kriterij minimalne Frobeniusove norme od X (v) (za pravokutne matrice Ag i By), te se
optimizacija s obzirom na navedene kriterije moze vrlo efikasno provesti Newtonovom

metodom.

Sli¢nim tehnikama kao za Sylvesterovu jednadzbu, moguce je izvesti i Sherman-Morrison-
Woodbury-evu formulu za T-Sylvesterovu jednadzbu AX + X7 B = E. T-Sylvesterova
jednadzba pojavljuje se pri rjesavanju palindromskog problema svojstvenih vrijednosti
prilikom anti-blok-dijagonalizacije anti-blok-trokutaske matrice (vidi [37, 61]), te je stoga

u posljednje vrijeme sve vise proucavana.

U radu [61] dan je algoritam za rjesavanje T-Sylvesterove jednadzbe slozenosti O(n?) koji
se bazira na generaliziranoj Shurovoj dekompoziciji para (A, BT). Ukoliko su matrice
A i B specijalno strukturirane, moguce je koristeé¢i strukturu konstruirati efikasnije

algoritme. U disertaciji se promatra T-Sylvesterova jednadzba oblika
(Ao + Uh1V1)X + XT(By + U Vi) = E,

pri ¢emu su Ay, By jednostavne matrice, a Uy, ViT, Uy, V4l matrice s puno manje stupaca

nego redaka. Sli¢no kao i za Sylvesterovu jednadzbu, definiramo li

Lo(X) = AgX + X" By,
Lov(X) =X + X U Vs,

promatrana T-Sylvesterova jednadzba u operatorskom obliku glasi
(Lo + Luv) (X) = B. (1.5)

Zapisemo li EUV = Z/AI]A/, gdje su Z/Al, y operatori definirani s LA{(Xl, Xo) =U1 X1 + X2TV2
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i V(Y) = (VlY, YTUQ), pokazuje se da Sherman-Morrison-Woodbury formula za T-

Sylvesterovu jednadzbu ima oblik
X = (Ly' = LoWUT + VL U)LY (E),
odnosno u matricnom obliku
vec (X) = (Lgt — Ly 'U(I + VL 'U)'VLG!) vec (E),

gdje su IEO, UiV matrice operatora 2[), U iV. Dobivena formula omogucava konstrukciju

efikasnog algoritma za rjesavanje promatrane jednadzbe.

I u ovom slucaju osobita se efikasnost postize pri racunanju rjesenja parametarski ovisne

T-Sylvesterove jednadzbe
(Ag — U V1) X (v) + X (v)T(By — vl Vo) = E,

kao i pri optimizaciji rjeSenja prethodne jednadzbe (primjerice obzirom na kriterij mini-
malnog traga rjesenja). Za razliku od standardnog algoritma iz [61] koji ima sloZenost
O(n?) po iteraciji minimizacijskog procesa, algoritam baziran na Sherman-Morrison-
Woodbury-evoj formuli ima slozenost O(rkn?) u prvoj te O(rn?) u svakoj sljedeéoj

iteraciji, gdje su r, k < n.

Posljednji dio radnje posvecen je optimizaciji rjesenja parametarski ovisne Ljapunovljeve
jednadzbe koja se pojavljuje u problemu optimizacije prigusenja mehanickih sustava
opisanih jednadzbom

Mi+ Dz + Kz = 0.

Navedeni problem je u posljednje vrijeme promatran primjerice u [46, 11, 69, 63, 7].
Cilj optimizacije prigusenja je odrediti matricu prigusenja nekog zadanog oblika D =
f(M,K;a), a € R", a = (ay,...,a,), odnosno parametre aq,...,a,, koji ¢e za dane
matrice mase M i krutosti K osigurati najbolje (obzirom na neki kriterij) iScezavanje
titranja sustava u vremenu. Kriterij optimalnosti koristen u [46, 11, 69, 63, 7] je kriterij
minimalne prosjecne ukupne energije sustava, koji je ekvivalentan problemu odredivanja

optimalnog rjesenja parametarski ovisne Ljapunovljeve jednadzbe oblika
A(a)X (a) + X(a)AT (a) = —Z

s obzirom na parametre ayq, ..., ax tako da vrijedi tr(X) — min. Na ovaj problem mogu
se primjeniti i neki drugi optimizacijski kriteriji vezani za rjeSenje pripadne Ljapunov-
ljeve jednadzbe, primjerice kriterij minimalne spektralne norme ili kriterij minimalne

Frobeniusove norme od X (a).
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U primjenama se ¢esto pretpostavlja da je prigusenje modalno, odnosno da se matrica
D moze dijagonalizirati s istom matricom ® kao i par M, K (vidi primjerice [1, 2, 69]),
odnosno da je oblika D = M fi(M 1K) + K fo(K~'M), gdje su f1 i f2 analiticke funk-
cije. U slucaju modalnog prigusenja, u disertaciji je pokazano da jednostavna struktura

matrice A(a) omogudéava eksplicitan zapis rjesenja X (a) kao

Xu [ 2w2+t? 1
X(CL):P PT, X“: 2507;21751' ?wi , i:17...,8,
j(\' L~ 2w t;
nn
= [o0o
X = , 1t=s8+1,...,n.
10 0
gdje je P perfect shuffle permutacijska matrica, a w1, ..., w, dijagonalni elementi matrice

Q, definirane s ®TK® = Q0% i t;(a) = f1(w?) + fa(w; ?),

Eksplicitno rjesenje omogucéava da se problem optimalnog prigusenja s obzirom na na-

vedene kriterije svodi na optimizaciju funkcije n varijabli

tr(X(a) = Z<ti(2&)+t;£)a2)>’

i=1

4w? + ti(a)? + ti/4w? + t;(a)?
[X(a)[l2 = max 5 ;
=1, dw?ti(a)

IX@lr = Z(ti@)z“fjfw?f@)'

i=1

Za neke specijalne tipove modalnog prigusenja, kao Sto su prigusenje proporcionalno
masi, prigusenje proporcionalno krutosti, Rayleigh-evo prigusenje i dr. optimalni pa-
rametri mogu se eksplicitno izracunati ili dobiti rjeSavanjem sustava jednadzbi. Tako
je primjerice jedinstven optimalni parametar za prigusenje oblika D = aM, a > 0
s obzirom na kriterije mininalnog traga, minimalne Frobeniusove norme i minimalne

spektralne norme dan redom s

* S * *
o) =2 s Yxp =@V2Y5 - 1), ajy, =

i=1 3,2
1

U disertaciji su, osim za prethodno navedeno prigusenje, izracunati optimalni parametri
za jos nekoliko ¢esto koristenih tipova prigusenja. Na numerickim primjerima ilustrirana
je slicnost i razlika izmedu promatranih tipova prigusenja, kao i izmedu promatranih

kriterija optimalnosti.
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1.2 Organizacija disertacije

Ova disertacija organizirana je na sljede¢i nacin:

Poglavlje 1: Uvod

U uvodnom poglavlju dana je motivacija za problem koji se promatra u disertaciji.
Takoder, dan je pregled osnovnih pojmova i rezultata numericke linearne algebre koji ¢e

se koristiti u disertaciji.
Poglavlje 2: Sylvesterova i Ljapunovljeva jednadzba i primjene

U ovom poglavlju navedeni su osnovni pojmovi i rezultati vezani za Sylvesterovu, od-
nosno Ljapunovljevu jednadzbu. U poglavlju 2.1 naveden je uvjet rjesivosti, kao i uvjet
jedinstvenosti rjesenja Sylvesterove, odnosno Ljapunovljeve jednadzbe. Nadalje, u po-
glavlju 2.2 ukratko su prikazane osnovne ideje najpoznatijih algoritama za njihovo rje-
Savanje: Bartels-Stewartovog algoritma za Sylvesterovu, te Hammarlingovog algoritma
za Ljapunovljevu jednadzbu. U poglavlju 2.3 navedena su neka podruéja i problemi u

kojima se mogu primjeniti Sylvesterova, odnosno Ljapunovljeva jednadzba.

Poglavlje 3: Sherman-Morrison-Woodbury-eva formula za Sylvesterovu jed-

nadzbu

U ovom poglavlju dana je takozvana Sherman-Morrison-Woodbury-eva formula za Syl-
vesterovu jednadzbu (poglavlje 3.1), te efikasan algoritam za rjesavanje Sylvesterove
jednadzbe koriste¢i navedenu formulu (poglavlje 3.2), kao i moguéa primjena dobivenog
algoritma, s naglaskom na problem rjesavanja algebarske Riccatijeve jednadzbe (poglav-
lje 3.3).

Poglavlje 4: Optimizacija rjeSenja parametarski ovisne Sylvesterove jed-

nadzbe

U ovom poglavlju prikazan je algoritam za racunanje (poglavlje 4.2) i optimizaciju (po-

glavlje 4.3) rjesenja parametarski ovisne Sylvesterove jednadzbe
(AO — UU1V1)X(U> + X(U)(BO — UUQVQ) =F.

Optimizacija se vrsi u ovisnosti o parametru v € R, s obzirom na dva razli¢ita kriterija:
kriterij minimalnog traga od X (v) (poglavlje 4.3.1) i kriterij minimalne Frobeniusove
norme od X (v) (poglavlje 4.3.2). Kriterij minimalnog traga moze se primjeniti samo
u sluéaju m = n, dok je kriterij minimalne Frobeniusove norme primjenjiv i u sluéaju
m#n.

Prednosti novog algoritma ilustrirane na problemu optimizacije viskoznosti prigusivaca

mehanickih sustava (poglavlje 4.4).
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Poglavlje 5: Sherman-Morrison-Woodbury-eva formula za T-Sylvesterovu

jednadzbu

U poglavlju 5.1. dani su osnovni rezultati o T-Sylvesterovoj jednadzbi, kao i osnovni
algoritam za rjesavanje T-Sylvesterove jednadzbe. U poglavlju 5.2. dana je takozvana
Sherman-Morrison-Woodbury-eva formula za T-Sylvesterovu jednadzbu, te odgovarajuéi
efikasan algoritam za rjesavanje T-Sylvesterove jednadzbe koriste¢i navedenu formulu.
Algoritmi za racunanje i optimizaciju rjeSena parametarski ovisne T-Sylvesterove jed-
nadzbe dani su u poglavljima 5.3 i 5.4, a u poglavlju 5.5 ilustrirani su na numerickim

primjerima.
Poglavlje 6: Optimizacija parametara pri modalnom prigusenju

U ovom poglavlju proucava se optimalno prigusenje D dinamickog sustava opisanog
jednadzbom
Mi+Di+ Kx =0

koje ¢e za dane matrice mase M i krutosti K osigurati najbolje (s obzirom na neki krite-
rij) iSCezavanje gibanja (tj. komponenata vektora x) u vremenu. Pretpostavimo li da se
matrica D moze dijagonalizirati s istom matricom kao i par (M, K), onda se radi o ta-
kozvanom modalnom prigusenju. Veza modalnog prigusenja i Ljapunovljeve jednadzbe
dana je u poglavlju 6.2. U poglavlju 6.3 izracunati su optimalni parametri s obzirom na
navedene optimizacijske kriterije za neke specijalne oblike matrice prigusenja. U nume-
rickim primjerima u poglavlju 6.4 usporedeno je gibanje sustava s optimalnim priguse-
njima razli¢itog tipa, kao i s optimalnim parametrima s obzirom na razli¢ite kriterije.
Takoder, usporedeni su neki specificni problemi s obzirom na parametre procijenjene

mjerenjem i optimalne parametre.

Neki od rezultata koji su navedeni u ovoj disertaciji nalaze se u sljedeéim ¢lancimas:

e [. Kuzmanovi¢, N. Truhar, Optimization of the solution of the parametric depen-
dent Sylvester equation and applications, poslanom u ¢asopis Journal of Compu-

tational and Applied Mathematics;

e [. Kuzmanovié¢, N. Truhar, Sherman-Morrison- Woodbury formula for Sylvester and
T-Sylvester equation with applications, poslanom u Casopis International Journal

of Computer Mathematics;

e [. Kuzmanovié¢, Z. Tomljanovi¢, N. Truhar, Optimization of material with modal
damping, Applied Mathematics and Computation 218 (2012) pp.7326 — 7338 (doi
10.1016/j.ame.2012.01.011).
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Notacija

U ovoj disertaciji koristi se sljedeca notacija

vec(A)

reshape(A, m,n)

Re(z)

Im(z)

spektralna norma;

Frobeniusova norma;

spektar matrice A;
determinanta matrice A;

trag matrice A;

dijagonalna matrica s elementima dq,...,d, na dijagonali;
jedini¢na matrica reda s;

skup nenegativnih realnih brojeva;

skup uredenih n-torki nenegativnih realnih brojeva;
Kroneckerov produkt;

Kroneckerova suma;

vektorizacija matrice A;

m X n matrica nastala ’preslagivanjem’ elemenata matrice A

uzimanih redoslijedom po stupcima;
realni dio kompleksnog broja z;

imaginarni dio kompleksnog broja z;



Poglavlje 1 Uvod 11

1.3 Pregled pomoénih pojmova i rezultata

U ovom poglavlju navest ¢emo neke matematicke pojmove i standardne rezultate koji ¢e

se koristiti u daljnjem tekstu disertacije.

Kroneckerov produkt i operator vektorizacije

Pri prouc¢avanju Sylvesterove (odnosno Ljapunovljeve) jednadzbe jedan od vaznih alata
koji osigurava elegantan uvid u karakterizaciju rjesivosti, kao i konstrukciju efikasnih
metoda za rjeSavanje specijalno strukturiranih Sylvesterovih (odnosno Ljapunovljevih)

jednadzbi je Kroneckerov produkt i operator vektorizacije matrice.

Za m x nipx q matrice A = (a;;) i B = (b;j), Kroneckerov produkt matrica A i B (u
oznaci A ® B) definiran je s

annB -+ a1nB
A® B := : : € R™MPXnq
amiB ... amnB
Kroneckerova suma kvadratnih matrica A i B reda m i n, redom, definirana je s
A®B:=A®I,+ I, ® B R™>™",

Operacija vektorizacije je linearan operator koji m x n matricu A preslika u vektor

duljine mn na nacin da nize stupce matrice A uzastopno jedan za drugim. Preciznije,

ako je A = [ay,ag,...,ay], gdje su a; € R™ stupci matrice A, onda je
ax
a2
vec(A) =
an

U nastavku su navedena osnovna svojstva Kroneckerovog produkta i operatora vektori-

zacije (vidi [39]) koja e se koristiti u disertaciji.
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Neka su A i B matrice odgovarajué¢ih dimenzija i o, 5 € R. Tada vrijedi:

(Ao B)T = AT @ BT, (1
(A® B)(C @ D) = AC @ BD, (1
vec (a¢A + BB) = avec (A) + [ vec (B), (1.
vec (ABC) = (CT @ A) vec (B). (1

U sljede¢em vaznom teoremu dane su svojstvene vrijednosti Kroneckerovog produkta i

Kroneckerove sume.

Teorem 1.3.1. (vidi [39], Teorem 1, str. 411) Neka su matrice A € R™*™ § B € R"*"
sa svojstvenim vrijednostima A;, i = 1,...,m i p;, 5 = 1,...,n, redom. Tada su

svojstvene vrijednosti matrice A ® B dane s
)\i'ﬂjv 1= 1,...,m, j: 1,...,n.
Svojstvene vrijednosti matrice A ® B dane su s

ANi+pj, t=1,...,m, j=1,...,n.

Inverz sume matrica i Sherman-Morrison-Woodbury-eva formula

Jedan od osnovnih rezultata u ovoj disertaciji je takozvana Sherman-Morrison-Woodbury-
eva formula za Sylvesterovu i T- Sylvesterovu jednadzbu koje se temelje na standardnoj

Sherman-Morrison-Woodbury-evoj formuli za inverz sume matrica.

Postoji niz jednakosti za inverz sume matrica oblika (A + BC'D). Mozemo ih podijeliti
u dvije osnovne skupine - prvoj skupini pripadaju jednakosti kod kojih je pretpostavka
da je C' opca pravokutna matrica, dok druga skupina jednakosti pretpostavlja da je C

regularna kvadratna matrica (vidi [31]).

Primjetimo da ako je P matrica takva da je I + P regularna, onda vrijedi

(I+P)y'=I+P)*(I+P-P)
=I-(I+P)'P. (1.10)
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Neka je A regularna matrica, a B, C'i D pravokutne matrice takve da je (A + BCD)

regularna matrica. Tada primjenom jednakosti (1.10) dobivamo

(A+BCD)™' = (A(I + A'BCD))!
= +A'BCD)tA™?
=(I—-(I+A'BCD)'A'BCD)A™!
=A' - (I+A'BCD) A 'BCDA™. (1.11)

Nadalje, lako se vidi da za sve matrice P i @) odgovarajuée dimenzije vrijedi P(I+QP) =
(I + PQ)P. Ako je (I + PQ) regularna matrica, mnozenjem prethodne nejednakosti
slijeva matricom (I + PQ)~! i zdesna maticom (I + QP)~!, dobivamo jednakost

(I+PQ)"'P=PI+QP) " (1.12)

Uzastopnom primjenom jednakosti (1.12), iz jednakosti (1.11) dobivamo niz od Sest

jednakosti za inverz sume matrica

(A+BCD) ' =A"' —(I+A'BCD)'A~'BCDA™! (1.13)
=A' - A1+ BCcDA Y 'BCDA™! (1.14)
= A - A'B(I+CcDA'B)"'CDA™! (1.15)
= A~ A7'BC(I + DA'BC)'DA™! (1.16)
= A1~ AT'BCD(I + A7'BCD)tA™! (1.17)
= A1 — A7'BCDAY(I + BCDA YL, (1.18)

Primjetimo da je u (1.15) matrica (I + CDA™!'B) dimenzije r; x r1, gdje je r1 broj
stupaca matrice B. Sli¢no je u (1.16) matrica (I + DA~ BC) dimenzije ro x ro, gdje je

ro broj stupaca matrice C.

Ako je i C regularna kvadratna matrica, onda vrijedi Sherman-Morisson-Woodbury-eva

jednakost dana u sljedeéem teoremu.

Teorem 1.3.2. Sherman-Morrison- Woodbury-eva formula (vidi [74])
Neka je A reqularna matrica reda n, B i DT n x r matrice, te C reqularna matrica reda
r. Tada je matrica A+ BCD regularna ako i samo ako je r x r matrica C~' + DA™'B

regularna ¢ u tom slucaju vrijeds

(A+BCD) ' =A"1' - A1B(C™'+ DA 'B)"'DA . (1.19)
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Istovremena dijagonalizacija para hermitskih matrica

Jedan od osnovnih rezultata koji se koristiti pri problemu prigusenja mehanickih sustava
opisanom u poglavlju 2.3.2 odnosi se na istovremenu dijagonalizaciju para hermitskih

matrica.

Dvije dijagonalizabilne matrice A, B € C™*" su istovremeno dijagonalizabilne ako pos-

toji regularna matrica S € C**" takva da su S7'AS i S™!BS dijagonalne matrice.

Dvije dijagonalizabilne matrice A, B € C™*" su istovremeno dijagonalizabilne kongru-
encijom ako postoji regularna matrica S € C"*™ takva da su S*AS i S*BS dijagonalne

matrice.

Sljededi teorem daje nuzan i dovoljan uvjet da bi dvije matrice bile istovremeno dijago-

nalizabilne, odnosno istovremeno dijagonalizabilne kongruencijom.

Teorem 1.3.3. (vidi [32] )

a) Neka su A, B € C"*" dijagonalizabilne matrice. Tada postoji reqularna matrica S
takva da su S~'AS i ST'BS dijagonalne ako i samo ako matrice A i B komutiraju,

odnosno ako i samo ako je AB = BA.

b) Neka su A, B € C"*™ hermitske matrice. Tada postoji unitarna matrica U takva da
suU*AU ¢ U*BU dijagonalne ako i samo ako matrice A i B komutiraju, odnosno

ako i samo ako je AB = BA.

¢) Neka su A, B € C" " dvije hermitske matrice i B pozitivno definitna matrica.
Tada postoji reqularna matrica S takva da je S*AS = D ¢ S*BS = I, gdje je
D dijagonalna matrica (pri cemu su dijagonalni elementi matrice D svojstvene

vrijednosti matrice BYA).

Generalizirani problem svojstvenih vrijednosti i generalizirana Schurova de-

kompozicija
Osnovni algoritam za rjesavanje T-Sylvesterove jednadzbe temelji se na generaliziranoj
Schurovoj dekompoziciji matrice.

Neka su A i B kvadratne matrice reda n. Skup svih matrica oblika A — AB, A € C
naziva se matriéni par (eng. matriz pencil) i oznacava s (A, B). Svojstvene vrijednosti

para (A, B) su elementi skupa o(A, B) definiranog s

0(A,B) :={\ € C: det(A— AB) =0}.
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Akoje A€ o(A,B) i
Az =Bz, x#0 (1.20)

tada je x svojstveni vektor para (A, B). Problem (1.20) naziva se generalizirani problem

svojstvenih vrijednosti.

Matriéni par (A, B) ima n svojstvenih vrijednosti ako i samo ako je rang(B) = n.
Takoder, lako se vidi da u tom slucaju je o(A, B) = o(B~'A). Ako je B singularna
matrica, tada o(A, B) moze biti prazan skup, konacan ili beskonac¢an skup, kao sto se

vidi u sljede¢em teoremu koji predstavlja generalizaciju Schurove dekompozicije matrice.
Teorem 1.3.4. Generalizirana Schurova dekompozicija (Teorem 7.7.1, [28])
i) Neka su A, B € C"*™. Tada postoje unitarne matrice Q i Z takve da su Q*AZ =T

1 Q*BZ = S gornje-trokutaste matrice. Ako su za neki k ity 1 Spr jednaki nula,
tada je (A, B) = C. Inace

O'(A, B) == {tii/sii: Sis 7é 0} .

ii) Neka su A, B € R™ ™. Tada postoje ortogonalne matrice Q i Z takve da je QT AZ

kvazi - gornja trokutasta matrica i QT BZ = S gornja trokutasta matrice.

FOM metoda za rjesavanje linearnih sustava

Jedan od alata koji ¢e osigurati efikasno rjesavanje i optimizaciju rjesenja Sylvesterove
i T-Sylvesterove jednadzbe odnosi se na efikasno rjesavanje, odnosno aproksimaciju rje-
Senja pripadnog sustava linearnih jednadzbi. Osnovna aproksimacijska metoda koja ée
se koristiti je metoda Full Orthogonalization Method (FOM) koja daje aproksimaciju

rjesenja linearnog sustava iz pripadnog Krylovljevog potprostora.

Neka je A matrica reda n i b vektor dimenzije n. Krylovljev potprostor reda r generiran

s matricom A i vektorom b dan je s
K-(A,b) = span{b, Ab,..., A" 'b}.
Krylovljev potprostor generiran s matricom A i vektorom b dan je s
KC(A,b) = span{b, Ab, ..., A" 1b}.

Ocigledna posljedica Hamilton-Cayley-evog teorema je da za r > n vrijedi K, (A,b) =
K(A,b). Takoder, lako se vidi da su Krylovljevi potprostori invarijantni na pomake, t;j.
da je ICr(A,b) = K, (A —wvl,b), v e R.
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Arnoldijeva procedura je algoritam za izgradnju ortonormirane baze za Krylovljev pot-
prostor Kp, a onda implicitno i procedura za ortogonalnu projekciju bilo koje matrice
na Krylovljev potprostor K. U Algoritmu 1 dana je Arnoldijeva procedura bazirana
na modificiranoj Gram-Schmidtovoj proceduri. Ostale varijante Arnoldijeve procedure

(kao $to je primjerice Householder Arnoldi) mogu se vidjeti primjerice u [50].

Algoritam 1 Arnoldijeva procedura bazirana na modificiranoj Gram-Schmidtovoj pro-
ceduri

Odabrati jedini¢ni vektor vy
for j=1,...,k do
izraCunati w; = Av;
fori=1,...,j5 do
hij = (wj, vi)
wj = wj — hi;v;

end for
hj1y = llwjll2
if hj+1,j =0 then
stop

end if
Vi1 = wj/hjt1;

end for

Vektori vy, ..., v, dobiveni u Arnoldijevoj proceduri ¢ine ortonormiranu bazu za Krylov-

ljev potprostor Kj. Ukoliko algoritam stane nakon koraka j, tada je K, invarijantan

potprostor od A i u tom slucaju je projekcija na njega egzaktna.

Neka je Vi n x k matrica sa stupcima vy, ...,v;. Tada je Vk,TVk = I. Neka je nadalje
Hy (k+1) x k gornja Hessenbergova matrica s elementima h;j,i = 1,....n, j = i —
1,...,n koji su definirani u Algoritmu 1, te neka je Hj matrica dobivena od matrice H},

ispustanjem zadnjeg retka. Tada vrijedi (vidi [50], Propozicija 6.5)

AV, = ViHp + hgy1 gvkiier
= Vit Hy,
VIAV, = Hy.

Slozenost Algoritma 1 za izgradnju ortonormirane baze od K(A,b), gdje je A matrica
reda n je 2n2k + 2k’n.

Full Orthogonalization Method (FOM) je metoda za aproksimaciju rjesenja sustava Ax =

b koristeéi ortogonalnu projekciju na Krylovljev potprostor

Ki(A,ro) = span{rg, Arg, ... ,Ak_lro},
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gdje je rg = b — Axg, a g pocetna aproksimacija. RjeSenje zj u k-toj iteraciji trazi se
tako da zy € xg + Ki(A,ro) i da rezidualni vektor r bude okomit na Ky (A, ).

Neka je Vj, matrica ¢iji stupci su dobiveni Arnoldijevom procedurom s vy = ro/||rol|, te
neka je VkTAVk = Hj. Tada je x; oblika

xy = To + Vi,

pri ¢emu je
0=Vilre = Vil (b= Azy) = Vil (ro — AVi),

odnosno Hyyy = Vil'rg. Oznac¢imo li 8 = ||rol|2, tada je
Vifro = Vil (Bur) = Ber.
Kao posljedica toga, aproksimacija rjeSenja u FOM metodi dana je s

x, =20 + Viyk, gdjeje yx = Hy *(Ber).

U Algoritmu 2 dana je FOM metoda.

Algoritam 2 Full Orthogonalization Method (FOM)

Izracunati rg = b — Axg, B = ||oll2, v1 = 70/8
Definirati k& x k matricu Hy, = {hsj}i j=1,. k; Postaviti H, =0
forj=1,...,k do
izraCunati w; = Av;
fori=1,...,5do
hij = (wj, v;)
w; = w; — hij’l)i
end for

hj1j = llw;ll2
if hj-‘rLj =0 then
stop
end if
Vj4+1 = wj/thrl,j
end for
Izracunati y;, = kal(ﬁel) i =20+ Viyk




18 Poglavlje 1 Uvod

Za rezidualni vektor vrijedi
b— A.%'k = b— A($0 + kak)
= 10— AVpyk
= Bui — ViHryr — hir1x€r YkVk i1

T
= 1 — BVrer — hpt1 kel YrVikt1

T
= —hpy1€ YrVk41,

odnosno rezidual je dan s

16— Azy|l = || = hiyref vl = harled vul- (1.21)

SloZenost Algoritma 2 za (punu) matricu reda n dana je priblizno s 2kn? + 2k?n.

Za ostale varijante FOM metode, kao sto su Restarted FOM, Incomplete Orthogonali-
zation Process (IOM), Direct IOM pogledati [50]. Restrated FOM metoda za sustave s

matricom sustava s pomacima, tj. oblika A — vl proucavana je u [56].



Poglavlje 2

Sylvesterova i Ljapunovljeva

jednadzba i primjene

U ovom poglavlju dan je pregled osnovnih rezultata o Sylvesterovoj i Ljapunovljevoj
jednadzbi, osnovne metode za rjesavanje Sylvesterove i Ljapunovljeve jednadzbe, kao i

neka podrucja njihove primjene.

2.1 Egzistencija i jedinstvenost rjesenja Sylvesterove jed-

nadzbe

Sylvesterova jednadzba linearna je matri¢na jednadzba oblika
AX+XB=FE, (2.1)

gdje su A € R™™ B € R"™"™ i F € R™*™ dane, a X € R"™*" nepoznata matrica.
Specijalni slu¢aj Sylvesterove jednadzbe kod koje je m = n, B = AT i ET = E, tj.
matri¢na jednadzba oblika

AX +XAT =F (2.2)

naziva se Ljapunovljeva jednadzba.

Kriterij egzistencije (ne nuzno jedinstvenog) rjesenja Sylvesterove jednadzbe, poznat kao

Rothov teorem (vidi [49]), dan je u sljede¢em teoremu.

Teorem 2.1.1. Sylvesterova jednadzba (2.1) ima rjesenje ako i samo ako su matrice

0 %) ()

19
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slicne.

Nadalje promotrimo nuzan i dovoljan uvjet egzistencije jednistvenog rjesenja Sylveste-

rove, odnosno Ljapunovljeve jednadzbe.

Koriste¢i Kroneckerov produkt i operator vektorizacije matrice, te koriste¢i svojstva
(1.8) i (1.9) operatora vektorizacije, jednadzbu (2.1) moguce je pretvoriti u linearni
sustav dimenzije mn x mn oblika

Pz =ce, (2.3)

gdjeje P=(I,® A) + (BT ®1,) = BT ® A, te . = vec (X) i e = vec (E).

Ta pretvorba ne osigurava efikasnu metodu za rjesavanje opcée Sylvesterove jednadzbe
jer je dobiveni sustav velike dimenzije (standardnim algoritmom rjesava se u O(m?3n?)
elementarnih operacija, prostorna slozenost je O(m?n?) ), ali daje nuzan i dovoljan uvjet
za postojanje jedinstvenog rjesenja Sylvesterove jednadzbe. Naime, jednadzba (2.2) ima
jedinstveno rjesenje ako i samo ako jednadzba (2.3) ima jedinstveno rjesenje, tj. ako i
samo ako je P regularna matrica. Kako su prema Teoremu 1.3.1 svojstvene vrijednosti
matrice P danes \;+puj, gdjesu A, i =1,...,mipu;, j=1,...,nsvojstvene vrijednosti
matrica A i B, redom, lako se dobiva sljedeé¢i fundamentalni teorem o egzistenciji i

jedinstvenosti rjesenja Sylvesterove jednadzbe.

Teorem 2.1.2. Jednadzba (2.1) ima jedinstveno rjesenje X ako i samo ako matrice A

1 —B nemaju zajednickih svojstvenih vrijednosti, odnosno ako je
)\i(A)+)\j(B);£O, 1=1,....m, j=1,...,n

gdje su N\i(A), i=1,....,m i X\j(B), j=1,...,n svojstvene vrijednosti matrica A i B,

redom.

Specijalno, iz Teorema 2.1.2 slijedi da Ljapunovljeva jednadzba (2.2) ima jedinstveno
rjeSenje ako i samo ako je X\j(A) + A;j(A) # 0 za sve i,j = 1,...,m. Nadalje, lako se vidi
da ako je X rjeSenje Ljapunovljeve jednadzbe (2.2), tada zbog E = ET odmah slijedi
i da je X7 rjeSenje jednadzbe (2.2). To znaci da u slucaju kad je rjesenje jedinstveno
takoder mora vrijediti i X = X7, odnosno jedinstveno rjesenje Ljapunovljeve jednadzbe

je ujedno i simetri¢na matrica.

Primjedba 2.1.3. Lako se vidi da je matrica P u sustavu (2.3) vrlo strukturirana

matrica oblika
A+ byl bor 1 cee b1l

biod A+ bgol --- bpol

binl bant s Adbppd
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te se jednadba Pr = b moZe uz uvaZavanje strukture rijesiti i u manje od O(m3n3)
operacija, osobito ako i matrice A i B imaju neku jednostavnu strukturu (primgjerice ako

su dijagonalne ili blok-dijagonalne s malim blokovima na glavnoj dijagonali).

U sluc¢aju Sylvesterove jednadzbe koja ima jedinstveno rjesenje za svaku desnu stranu
E (npr. u kojoj su matrice A i B stabilne), jedinstveno rjesenje moze se eksplicitno

zapisati.

Teorem 2.1.4. (Teorem 6, Poglavlje 10.18, [6]) Ako

(o, ¢]
X=- / et EePdL. (2.4)
0

postoji za svaku matricu E, tada je X jedinstveno rjesenje jednadzbe AX + XB = E.

2.2 Osnovne metode za rjeSavanje Sylvesterove i Ljapu-

novljeve jednadzbe

Najcesce koristena direktna metoda za rjesavanje Sylvesterove jednadzbe umjerene di-
menzije je Bartels-Stewartova metoda (vidi [4]), dok se Hammarlingova metoda (vidi

[30]) koristi za rjesavanje Ljapunovljeve jednadzbe.

Osnovna ideja Bartels-Stewartovog algoritma za rjeSavanje Sylvesterove jednadzbe AX +

X B = FE sadrzana je u redukciji matrica A i B na Schurovu formu
Q1AQ1 = R1i Q3BQ2 = Ry, (2.5)
gdje su @1, Q2 unitarne matrice a Ry, Ry gornje trokutaste matrice.
Tada Sylvestrova jednadzba poprima oblik
RiX+XRy=FE, gdieje X =Q1XQ2, E=QIEQ:.

U svrhu rjesavanja dobivene trokutaste jednadzbe, oznacimo

_ _ _ mo
X =[T1,%T2...,%y), TR i=1,...,n,

- 3 3 _—
E=1[e,e....,ey], & €R™ i=1,...,n,

te Ry = [TS)} Ji,j=1,...,m1i Ry = {rz(f)} ,i,7 = 1,...,n. Sada iz jednadzbe (2.5),

izjednacavajuéi stupce s lijeve i desne strane, dobivamo n linearnih gornjetrokutastih
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sustava

(Rl‘f'ﬂ(m ZTzk Ty, k=1,...,n (2.6)

koji se lako rjesavaju redom koristeéi supstitucije unatrag. Ako pocetna Sylvesterova
jednadzba ima jedinstveno rjesenje, tj. ako A i —B nemaju zajednickih svojstvenih

(1)

vrijednosti, onda vrijedi r;;” + r,(ck) #0,zasvei=1,...m, k =1,...,n, odnosno svi

sustavi iz (2.6) imaju jedinstveno rjesenje.

Numericka slozenost Bartels-Stewartovog algoritma je O(m3+n3). Modifikacije Bartels-

Stewartove metode dane su u [59, 77].

Hessenberg-Schurova! metoda (vidi [22]) pogodna je za rjesavanje Sylvesterovih jed-
nadzbi kod kojih je dimenzija od A puno veé¢a nego dimenzija od B. Osnovna ideja je da
se A reducira na Hessenbergovu, a B na Schurovu formu. Ako je A reda m a B reda n,
slozenost Hessenberg-Schurove metode prema [22] je priblizno 10/3m3 + 2613 + 10m?n +

5mn?. Ostale direktne metode za rjesavanje Sylvesterove jednadzbe dane su u [3, 22].

Ljapunovljeva jednadzba, kao specijalni slucaj Sylvesterove jednadzbe moze se rjesa-
vati bilo kojom metodom za rjesavanje Sylvesterove jednadzbe. Primjerice, Bartels-
Stewartova metoda primjenjena na Ljapunovljevu jednadzbu ima slozenost 32n2 ope-
racija (vidi [22]). Specijalizirana metoda za Ljapunovljevu jednadzbu koja je manje
slozenosti je Hammarlingova metoda, poznata jos i pod nazivom metoda drugog kori-

jena.

Neka je A stabilna matrica. Tada se koristeé¢i (2.4) lako vidi da je rjesenje Ljapunovljeve
jednadzbe
AX + XA*+CC* =0 (2.7)

pozitivno semidefinitna matrica, pa se moze zapisati kao X = UU*, gdje je U gornje tro-
kutasta matrica. Hammarlingova metoda je metoda koja racuna U bez da se eksplicitno

izraéuna X.
Neka je A = QRQ* Shurova dekompozicija od 4, X = Q*XQ, te E = Q*EQ, gdje je
E=-CC*iU = Q*UQ. Particionirajmo X na sljede¢i nacin

X:[Xl ””"]

¥ Tpn

gdje je X1 € Cln=Dx(n=1) o c C=1 g, € C.

!Hessenberg-Schurovu metodu godine 1979. predlozili su autori G. Golub, S. Nash i C. Van Loan
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Tada se X moze faktorizirati na sljedec¢i nacin

4 1/2 1 /2

A1
|
0 Tnn —a"  \/[Tpn
gdje je X =X, - ﬁ:mc* Neka su matrice R i E particionirane u skladu s particijom

od X:
R— R1 T 7 E _ E1 & 7
0 A\ e* enn

gdje su Ry, By € COv=Dx(n=1) " o c C» 1 N\, enn € C. Tada blokove od U mozemo

dobiti rjesavajucéi sljedeée jednadzbe

()\n + Xn)mnn = €nn
(R + M) + Tppr = €
Ri1 Xy + XqRy +ra* +ar* = Ey.

odnosno

te
= (Ry + M) e — zppr).

Time je odreden zadnji stupac od U. Ljapunovljeva jednadzba R1 X1+ X R} = Ey—raz*—
xr* je jednadzba sa stabilnom matricom reda n — 1 i na nju se moze opet primjeniti
opisani postupak. Opisani postupak moze se ponavljati sve dok se ne dode do 1 x 1

jednadzbe. Na taj nacin u svakom koraku se dobiva po jedan stupac od U.
Modifikacija Hammarlingove metode dana je u [59, 77].

Ako je matrica F u (2.1), odnosno (2.2) malog ranga i A, B velike rijetko popunjene
matrice, onda se aproksimacija rjesenja Sylvesterove, odnosno Ljapunovljeve moze dobiti
primjerice metodama baziranim na Krylovljevim potprostorima (vidi primjerice [33, 34,
35, 57]) ili Alternating-Directional-Implicit (ADI) metodom (vidi primjerice [8, 10, 40,
48, 71)).

Ukoliko je Sylvesterova, odnosno Ljapunovljeva jednadzba koju treba rijesiti strukturi-
rana, tada ima smisla prilagoditi neke od standardnih metoda za specijalnu strukturu i
time posti¢i znatnu ustedu broja racunskih operacija potrebnih za ra¢unanje rjesenja. U
sljedeéa dva poglavlja promatra se upravo problem rjesavanja specijalno strukturiranih

Sylvesterovih jednadzbi, kao i niza medusobno povezanih Sylvesterovih jednadzbi.
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2.3 Neke primjene Sylvesterove i Ljapunovljeve jednadzbe

U ovom poglavlju dat ¢emo pregled nekoliko standardnih matematickih problema kod
kojih se pojavljuje problem rjesavanja, odnosno optimizacije rjeSenja strukturirane Syl-
vesterove (odnosno Ljapunovljeve) jednadzbe. Navedeni problemi bit ée koristeni u
numerickim primjerima u kojima ¢e biti ilustrirana ucinkovitost i svojstva algoritama

koji su konstruirani u disertaciji.

2.3.1 Neke primjene Sylvesterove, odnosno Ljapunovljeve jednadzbe
u teoriji dinamickih sustava

Kao $to je re¢eno u uvodu, pri proucavanju linearnih dinamickih sustava ¢esto se pojav-
ljuju Sylvesterove, odnosno Ljapunovljeve jednadzbe, kao i parametarski ovisne Sylves-

terove i Ljapunovljeve jednadzbe.

Kontinuirani linearan vremenski invarijantan (LTT) dinamicki sustav dan je sustavom

linearnih diferencijalnih jednadzbi

8
=
N~—

Il

N

8
—

t)+ Bu(t), t>0, x(0)= o,

(2.8)
t) + Du(t), t>0,

<

=

~—
Il
Q
8

gdje je A € R™ ™ matrica stanja sustava, B € R™ " ulazna matrica i C € RP*"
matrica izlaza, te D € RP*™ matrica izravnog prijenosa. Matrice A, B, C, D vremenski
su invarijantne matrice. Nadalje, z(¢): R — R™ u(t): R — R™iy(t): R — RP vektorske

su funkcije stanja, ulaza i izlaza kojima je varijabla vrijeme.
Neka je A stabilna matrica®. Tada se matrice
< At T ATt : 0 ATY AT At
P— [T MBETA M i 9= [T AT tCT oM ar
0 0
nazivaju gramijan upravljivosti (eng. controllability gramian), odnosno gramijan osmo-
trivosti (eng. observability gramian) sustava.

Moze se pokazati (vidi [22]) da gramijan upravljivosti P zadovoljava Ljapunovljevu
jednadzbu
AP +PAT = —BBT,

dok gramijan osmotrivosti Q zadovoljava Ljapunovljevu jednadzbu

04+ ATg=-CTC

2Matrica A je stabilna ili Hurwitzova ako sve svojstvene vrijednosti od A imaju negativan realan dio.
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Unakrsni gramijan (eng. cross gramian) sustava kod kojeg je m = p definiran je s
oo
X = / eAtBCeAtdt,
0
a moze se pokazati da je dan ujedno i kao rjesenje Sylvesterove jednadzbe

AX + XA =-BC.

Problem iz teorije linearnih sustava opisan u nastavku vodi ka problemu rjesavanja
i optimizacije rjesenja parametarski ovisne Ljapunovljeve jednadzbe, a odnosi se na

optimizaciju viskoznosti prigusivaca.

2.3.2 Problem prigusenja mehanickih sustava

Prilikom procéavanja mehanickih sustava, vrlo vazan problem koji se javlja je analiza i
predvidanje titranja sustava oko polozaja ravnoteze koje se javlja kao odgovor na pomak
sustava iz polozaja ravnoteze. Titranje sustava ovisi o viSe parametara, pri ¢emu vaznu
ulogu ima prigusenje. Prigusenje je proces disipacije (troSenja) energije sustava tijekom
gibanja. Disipacija energije moze ovisiti o brzini gibanja, o pomaku ili o oboje. Viskozno

prigusenje je prigusenje proporcionalno brzini te se najcesée koristi u analizi titranja.

Matematicki model linearnog vibracijskog mehanickog sustava dan je sustavom diferen-

cijalnih jednadzbi

Mi+ Di+ Kz =0, (2.9)
z(0) = xo, (0) = ;.

Matrica mase M i matrica krutosti K su realne, simetri¢ne i pozitivno definitne matrice

reda n. Realna simetri¢na pozitivno definitna matrica matrica prigusenja D je oblika
D=C,+C,

pri ¢emu je C simetri¢na pozitivno definitna matrica unutarnjeg prigusenja, a C' sime-

tri¢na pozitivno semidefinitna matrica vanjskog prigusenja.

Opcenito, ako nije drugacije naglaseno, za matricu C,, pretpostavit ¢emo da je proporci-

onalna s matricom kriti¢nog prigusenja Cl,;, pri Cemu se za koeficijent proporcionalnosti
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obiéno uzima 2% — 10% (vidi [47])3, tj.
Cy = aClerit, (210)

gdje je

Coris = 2MY2/ M-12K M~1/2 )M 1/2,

Matrica C' je oblika
C:U101+"'+Ur0ra

gdje C; ovise o geometriji prigusivaca, a v; su odgovarajuce viskoznosti, i =1,...,r.

Slika 2.1: Oscilator s » masa i 2 prigusivaca

Tlustrativni primjer takvog sustava je linearni harmonijski oscilator prikazan na Slici 2.1

s n masa, n+ 1 opruga i dva prigusivaca. Odgovarajuée matrice mase i krutosti dane su

S
M = diag(my,...,my,),
i _ -
k14+ky =k
—ka ko4 ks —ks
K =
—kn_l kn_l + kn _kn

L _kn kn + kn+1 i

gdjesum; >0,72=1,...,nmase,a k; >0,7=1,...,n+ 1 konstante opruga.

Na pozicijama 1 i 3 nalaze se prigusivaci viskoznosti v; i vo. To znaci da je D =

Cy+ Uleler{ +vgegeg, gdje je e; i-ti kanonski vektor, a matrica C,, definirana je s (2.10).

Linearizacija sustava diferencijalnih jednadzbi (2.9) moze se napraviti pomoéu matrice
® koja istovremeno dijagonalizira matrice M i K (vidi Teorem 1.3.3 ¢) u nastavku),
odnosno

'K =0% i " MD=1,

3Kritiéno prigusenje je najmanje prigusenje pri kojem slobodno gibanje sustava, nastalo zbog pocet-
nog pomaka i/ili podetne brzine, nema oscilirajuéi karakter.
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gdje je Q = diag(wi,...,wp), pri ¢emu su 0 < w; < --- < w, takozvane neprigusene
vlastite frekvencije sustava, odnosno svojstvene vrijednosti neprigusenog sustava M & +
Kz =0.

Uz supstituciju z = ®xg, jednadzba (2.9) ekvivalentna je jednadzbi
Tp + CI)TD(I)i’q> + QQZC@ = 0.
Definiramo li y1 = Qze i yo = To, tada je

g1 = Qyo,
o = ip = — DT DPig — Qg = —PT DDyy — Quy.

Sada se pocetna jednadzba (2.9) moze zapisati u takozvanom faznom prostoru u obliku

dlwy| | O Q Y1
aln =[5 0] =

odnosno kao diferencijalna jednadzba prvoga reda
§= Ay, (2.12)

gdje je

A:[O 2 ] y:[yll. (2.13)

Y2

Rjesenje jednadzbe (2.12) dano je s

Yy = eAtyo, gdje yo sadrzi pocetne podatke.

Vrlo vazan problem koji se javlja pri proucavanju vibracijskih sustava je problem opti-
malnog prigusenja. Problem optimalnog prigusenja mehanickog sustava opisanog jed-
nadzbom (2.9) glasi: za danu matricu mase M i matricu krutosti K treba odrediti
optimalnu matricu prigusenja D dozvoljenog oblika tako da je osigurano optimalno (s
obzirom na neki dani kriterij) iS¢ezavanje vibracija sustava, tj. optimalno iS¢ezavanje u

vremenu komponenti rjesenja y (tj. x).

Cest optimizacijski kriteriji koji se koristi za navedeni optimizacijski problem je kriterij

minimalne spektralne apscise (vidi [26, 69]) tj.

max Re(\) — min
A€o (A)
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gdje je 0(A) = {z € C: det(A — A) = 0} spektar matrice A. Drugi koristeni kriterij

vezan za spektar matrice A je

max Re (3)

e A — min.

Nedostatak navedena dva kriterija je u nediferencijabilnosti funkcija koje je potrebno

minimizirati.

Kriterij koristen primjerice u [11, 70, 46, 19, 63, 64, 65, 67] prevazilazi problem nedife-

rencijabilnosti, a odnosi se na minimizaciju ukupne energije sustava, odnosno
e}
/ E(t)dt — min, (2.14)
0
pri ¢emu je ukupna energija sustava dana s
I | RN A 7
B(t;yo) = (0 Mie) + () K() = Sy(0)Ty(0).

Lako se vidi da kriterij (2.14) ovisi o po¢etnim podacima yo. Da bi se prevladao taj
nedostatak, obi¢no se promatra usrednjenje jedini¢ne ukupne energije po svim pocet-
nim polozajima. Moze se pokazati (vidi primjerice [46]) da je tako prilagoden kriterij
ekvivalentan minimizaciji traga

tr(X) — min (2.15)

rjesenja sustavu pripadne Ljapunovljeve jednadzbe

AX + XAT = 7, (2.16)

gdje je A dana s (2.13), a matrica Z odreduje koji dio neprigusenih svojstvenih frekven-

cija treba biti prigusen. Slucaj Z = GGT gdje je

o o o &M~
o M~ o o

odgovara sluc¢aju kada samo prvih s, (s < n) svojstvenih frekvencija neprigusenog sus-
tava treba biti priguseno. Specijalno, ako je G = I, tada se prigusuje sve svojstvene

frekvencije (za vise detalja o konstrukciji matrice Z pogledati [46]).

Prednost kriterija minimalnog traga u usporedbi s kriterijima iz prve skupine je u glat-
ko¢i funkcije trag. To omoguéava minimizaciju koriste¢i standardne optimizacijske me-

tode za diferencijabilne funkcije. Prednost algoritama za optimizaciju diferencijabilnih
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funkcija u usporedbi s algoritmima za optimizaciju nediferencijabilnih funkcija je u ma-
njem broju iteracija potrebnih za konvergenciju. U ovom slucaju to daje manji broj

potrebnih rjesavanja Sylvesterovih jednadzbi tijekom optimizacijskog procesa.

Problem optimalnog prigusenja harmonijskog oscilatora mozemo rastaviti na dva opti-
mizacijska problema: problem optimalnih viskoznosti prigusivaca i problem optimalnih

pozicija prigusivaca.

Problem odredivanja optimalne viskoznosti r prigusivaca iste viskoznosti v, s obzirom
na kriterij optimalnosti (2.15), svodi se na problem optimizacije rjesenja parametarski

ovisne Ljapunovljeve jednadzbe oblika
(Ao — vClClT)X(v) + X(U)(Ao — vCle) =F,

gdje su

0 .
Cl:[ ], gdje je Co = @7 [e;,, ..., e4]
Co
ie;, je ip-ti vektor kanonske baze.
Optimizacija se vrsi s obzirom na parametar v € R, v > 0.

Problem odredivanja optimalnih pozicija r prigusivaca s obzirom na kriterij optimalnosti
(2.15) takoder se svodi na problem optimizacije parametarski ovisne Ljapunovljeve jed-
nadzbe oblika

(Ao — vCi(p)C1(p)") X (p) + X (p) (Ao — vCi(p)Ci(p)") = E

pri ¢emu je p € R" vektor indeksa koji odreduju pozicije prigusivaca. Bududi da je
obi¢no prigusivaca mnogo manje nego pozicija, tj. r < n, matrica C; obi¢no je matrica

malog ranga.

Problem u kojemu se rjeSava mnogo Sylvesterovih jednadzbi od kojih se svaka moze
reprezentirati kao rezultat azuriranja prethodne javlja se prilikom rjesavanja algebarske

Riccatijeve jednadzbe Newtonovom metodom.
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2.3.3 Problem rjesavanja algebarske Riccatijeve jednadzbe Newtono-

vom metodom

Nesimetri¢na algebarska Riccatijeva jednadzba je matri¢na jednadzba oblika
XCX -XD-AX+B=0, (2.17)

gdjesu A, B, C, D realne matrice redom dimenzija mxm, mxn, nxXminxn. Specijalan
slucaj kad je D = AT naziva se simetri¢na algebarska Riccatijeva jednadzba. Nuzan i
dovoljan uvjet da bi X bilo rjeSenje jednadzbe (2.17) glasi: X je rjeSenje jednadzbe

(2.17) ako i samo ako vrijedi
D -C 1 1
= (D-CX),
B -A X X
odnosno ako i samo ako stupci od [ ¥ ] razapinju invarijantan potprostor matrice

D —
¢ (vidi [25], Teorem 3.3).
B —-A

Jedna od osnovnih metoda za rjesavanje algebarske Riccatijeve jednadzbe je Newtonova
metoda. Neka je s R(X) = XCX — XD — AX + B dan standardni Riccatijev operator.

Fréchetova derivacija od R u X dana je s
Rx(Z)=—-(A-XC)Z + Z(D — CX)).

Newtonova metoda primjenjena na (2.17) generira niz matrica (X (¥)) definiran s X *+1) =

X (k) (R’)(<k))_1R(X(k)), odnosno rjesenjem Sylvesterove jednadzbe
(A— X("“)C)(X(k“) _ X(k)) + (X(k+1) _ X(k))(D _ CX(k)) - R(X(k)),
ili jednostavnije

(A—x®eyxt+) 4 xt+)(p —ox®)y = p— xKox®),

Vaznu specijalnu klasu Riccatijevih jednadzbi ¢ine jednadzbe kod kojih je matrica

M:l_D _Cl
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regularna M-matrica ili singularna ireducibilna M-matrica.* Takva jednadzba ima pri-
mjenu u teoriji transporta (eng. transport theory) i Markovljevim modelima (eng. Mar-
kov models), a rjeSenje od interesa je najmanje (po elementima) nenegativno rjesenje
(vidi [29, 9]). Egzistencija najmanjeg nenegativnog rjesenja za ovu klasu dokazana je
u [29]. Nadalje za ovu klasu Riccatijevih jednadzbi moze se dokazati (vidi [29], Te-
orem 2.3) da niz matrica dobiven Newtonovom metodom s pocetnom aproksimacijom

X0 =¢ konvergira ka minimalnom pozitivnom rjesenju.

U prethodnom pregledu dane su samo neke od primjena Sylvesterove, odnosno Ljapu-
novljeve jednadzbe koje ¢e biti detaljnije promatrane u disertaciji, osobito u numerickim

primjerima.

“Realna kvadratna matrica A naziva se Z-matrica ako su svi nedijagonalni elementi od A manji ili
jednaki nula. Svaka Z-matrica A moze se zapisati u obliku sI — B, gdje je B matrica s nenegativnim
elementima. Z-matrica se naziva M-matrica ako je s > p(B). Ako je s = p(B), onda je M-matrica
singularna, a ako je s > p(B), onda je regularna.






Poglavlje 3

Sherman-Morrison-Woodbury-eva
formula za Sylvesterovu

jednadzbu

U ovom poglavlju izvedena je takozvana Sherman-Morrison-Woodbury-eva formula za
rjesenje Sylvesterove jednadzbe, kao i efikasna metoda za rjesavanje Sylvesterove jed-
nadzbe koristeé¢i dobivenu formulu. Neka svojstva dobivenog algoritma ilustrirana su na
numerickim primjerima vezanim za problem rjesavanja nesimetricne algebarske Riccati-

jeve jednadzbe.

3.1 Sherman-Morrison-Woodbury-eva formula za Sylves-

terovu jednadzbu
Promatramo Sylvesterovu jednadzbu oblika

(Ag + U1C1V1) X + X (By + UyCoVa) = E, (3.1)

gdje su Ag € R™™ Uy, VI € R™Xm Oy € R By € R Uy, Vil € R
Cy € R™*"™2 matrice, te X, F € R™*™,

U ovom poglavlju bit ¢e dana takozvana Sherman-Morrison-Woodbury-eva formula za

Sylvesterovu jednadzbu (3.1). U tu svrhu neka su s

Lo(X) = Ao X + X B, (3.2)
EUCV(X) =U1C1V1 X + XUCo V5 (3.3)

33
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definirani standardni Sylvesterovi operatori. Lako se vidi da je Sylvesterova jednadzba

(3.1) ekvivalentna jednadzbi
(Lo + Lycv) (X) =E. (3-4)

Stoga, ako Lo(X) definiran s (3.2) ima dani inverz ili se moze lako invertirati i ako Lyov
iz (3.3) ima mali rang, onda bi bilo korisno za Sylvesterovu jednadzbu (3.1), odnosno
(3.4) imati formulu tipa standardne Sherman-Morrison-Woodbury-jeve formule (vidi

poglavlje 1.3).

Neka je U : R">X" x R™*™2 — R™*™ Jinearan operator definiran s
U(Xy, X2) = U1 X1 + XaVa,
C: R™XM x RM*T2 5 RMX™ x R™*"2 linearan operator definiran s
C(X1,X2) = (C1X1, X20s) ,
i neka je V: RM*™ — R™*™ x R™*"2 linearan operator definiran s
V(X) = (iX, XUs) ,

gdje su Uy, Us, V1, Vo i O, Co matrice iz (3.1).

Lako se vidi da se Sylvesterov operator Lycv(X) iz (3.3) moze zapisati kao

Lycv(X) = UCV) (X). (3.5)

Sada koristedi (3.5), iz (3.4) slijedi da se pocetna Sylvesterova jednadzba (u operatorskom

obliku) moze zapisati kao

(Lo +UCY) (X) = E. (3.6)

Primjenimo li na (3.6) standardnu Sherman-Morrison-Woodbury-jevu formulu (vidi Te-

orem 1.3.2), dobivamo

X = (Lot = cotuc™t vvegtu)ytveg (). (3.7)

U sljedeéem teoremu dan je matri¢ni oblik jednakosti (3.7).
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Teorem 3.1.1. Neka su s Lg, U, C ¢V definirane matrice

]LO = In ® AO + Bg & Im S Rmnxmn’ (38)
U = |[Lal V5 @L,| e Rmxmnirm), (39)
c - I, ® Cy 0 € R(rin+ram)x (rintram) (3.10)

0 T eI, ’
Vv = L;@ ‘/1 c R(T1n+r2m)><mn7 (311)
Uy @I,

gdje su Ay, By i Uy, Us, C1,Co, V1, Vo matrice iz (3.1). Ako su matrice C, Lo i Lo+ UCV

reqularne, tada za rjesenje jednadzbe (3.1) vrijedi

vee (X) = (Ly! — Ly'U(C™! 4 VL 'U) " IVIL ) vee (E). (3.12)

Dokaz.

Koriste¢i Kroneckerov produkt i operator vektorizacije sa svojstvima (1.8) i (1.9), jed-

nadzba (3.1) mozZe se zapisati kao mn x mn linearna matri¢na jednadzba
(I, @ (Ag + U1C1 V1) + (By + UsCoVa) ! @ I,,,) vee(X) = vec(E).
Iz gornje jednadzbe se lako vidi da jednadzba (3.1) ima sljedeéi matriéni prikaz:
(Lo + UCV) vec(X) = vec(E),

Sto ujedno i predstavlja matriéni zapis jednakosti (3.4). Nakon primjene Sherman-
Morrison-Woodbury-jeve formule (vidi Teorem 1.3.2) na matricu prethodnog sustava,

dobivamo

vec(X) = (Lo + UCV) ! vec (E)
= (L' — Ly'U(C™ + VL 'U) VLG ) vec (E).

0

Primjetimo da su Lo, U, C i V upravo matrice operatora Ly, U, C i V u standardnoj

bazi, te da je jednakost (3.12) matri¢na verzija jednakosti (3.7).

Primjedba 3.1.2. Kada ne bismo imali pretpostavku da je matrica C iz (3.10) reqularna
ili kada C ne bi cak niti bila kvadratna matrica, slicno razmatranje kao u prethodnom
teoremu bismo mogli provesti koriste¢i formule (1.13)-(1.18). Preciznije, promatramo
Sylvesterovu jednadzbu (Ag + U1C1V1)X + X (Bo + UsCoVa) = E, pri éemu su Cp i Co

redom dimenzija T X $1 @ T9 X S2, odnosno matrica C iz (3.10) je pravokutna matrica
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dimenzije (nr1 +msy) X (nsy +mre). U tom slucaju analogone formule (3.12) dobivamo
iz formula (1.13)-(1.18):

Lot — (I 4+ Ly'UCV) 'Ly 'UCVILy ) vec (E)
Lot — Lyt (I + UCVLy ) ~'UCVLy 1Y) vec (E)
Lot — Ly 'U(I + CVL;'U)'CVILy ) vec (E)
) vec (E)
) vec (E)
) vec (E)

( E
(
(

= (Ly' — Ly 'UC(I + VL 'UC) " 'VLG ) vec
(
(

S

E
E).

Ly' — Ly 'UCV(I + Ly 'UCV) Ly h) vec
Ly' — Ly 'UCVLy (I + UCVLG ') ™) vee

3.2 Algoritam za rjesavanje Sylvesterove jednadzbe koris-
te¢i S-M-W formulu

Izravno rac¢unanje rjesenja Sylvesterove jednadzbe (3.1) koristeéi formulu (3.12) je sloze-
nosti O(m3n?) operacija. Kako su matrice u jednakosti (3.12) specijalno strukturirane,

iskoristavanjem strukture moguce je postiéi vrlo efikasno racunanje matrice X.

U Algoritmu 3 dana je osnovna procedura za racunanje rjeSenja Sylvesterove jednadzbe
(3.1) koriste¢i formulu (3.12).

Algoritam 3 Osnovna procedura za racunanje rjeSenja Sylvesterove jednadzbe (3.1)
koriste¢i Sherman-Morrison-Woodbury-jevu formulu (3.12)

Ulaz: Ay € R™™ U, Vil € R™" Oy € RX", By € RV, Uy, Vil € R™Xr2,
CQ 6 RTQXTQ’ E E Rmxn

Izlaz: Rjesenje X € R™*" jednadzbe (3.1)
1: Rijesiti sustav Loz = vec(E)

Izracunati x9 = Vrq

Rijesiti (C™' + VLy 'U)as = 29

Izracunati x4 = Uxg

Rijesiti Lozs = x4

vec (X) =x1 — x5

Osnovni dijelovi koji se trebaju izra¢unati u Algoritmu 3 su produkti matrica L U,
Vi(C1t+ VL, lU)=! s vektorima. Stoga efikasnost cijelog algoritma uvelike ovisi o

efikasnosti procedura za navedene produkte.
Izgradimo sada procedure za racunanje pojedinih koraka u Algoritmu 3.

Ako Ly ! nije unaprijed dano, tada je za korake 1 i 5 potrebna procedura za efikasno
racunanje r = Lg y, odnosno rjesavanje sustava Loz = y s Lo iz (3.8). Koristeci

svojstva (1.8) i (1.9) operatora vektorizacije, lako se vidi da je rjeSavanje sustava Loz = y
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ekvivalentno rjesavanju Sylvesterove jednadzbe

A X +XBy=Y, (313)

A A

gdje je vec(X) = x i vec(Y) = y. Slozenost rjesavanje te jednadzbe s algoritmima
baziranim na Schurovoj dekompoziciji (kao primjerice Bartels-Stewartov algoritam) bez
pretpostavljene strukture matrica Ag i By je O(n® +m?). Ako Ap i By ipak imaju
neku pogodnu strukturu, broj operacija potreban za rjesavanje jednadzbe (3.13) moze
biti znacajno reduciran. Primjerice, ako su Ag i By blok dijagonalne matrice s malim

blokovima na dijagonali, slozenost je O(m?) ili O(n?) operacija.

U ilustrativnim primjerima koristit ¢emo Sylvesterovu jednadzbu s blok dijagonalnim
matricama s 2 x 2 blokovima na dijagonali, te ¢emo iz tog razloga jednu standardnu me-
todu za rjesavanje Sylvesterove jednadzbe prilagoditi za efikasno rjesavanje tako struk-

turirane jednadzbe.

Algoritam 4 modifikacija je 2-solve scheme za opéu Sylvestervu jednadzbu (vidi [59])
koja je prilagodena za slucaj blok dijagonalnih matrica s 2 x 2 blokovima i ima slozenost

8mn elementarnih operacija.

Algoritam 4 2-solve scheme za Sylvesterovu jednadzbu AOX + XBy = 17, gdje su
Ag, By blok dijagonalne matrice s 2 x 2 blokovima na glavnoj dijagonali.

Ulaz: Ay € R™*"™ By € R™™ blok dijagonalne s 2 x 2 blokovima na glavnoj dijagonali,
¥ ¢ R
Izlaz: RjeSenje X € R™*™ jednadzbe (3.13)
while j <n+1 do
(a) 1= DBo(4,7), 12 = Bo(j,j + 1),
721 :AB[)(]' +1,7), 792 =DBo(5+ 1,7+ 1),
y:Y(7]]+1)

(b)  Rijesiti linearne jednadzbe
(A% + (r11 +722) A0 + (ruaree — rigra) )z =y
Postaviti X(:,j+ 1) ==

(¢) Postaviti j =75+ 2
end while

Mnozenje matrica U i V vektorima x € R™"T72™ j ¢ € R™" u koracima 2 i 4 moze se

izvrsiti na sljedeéi nacin:

vee(X1)

Uz=|I,0U; Vi ®I, "
oh V2 ® } lvec(Xg)

‘| = V€C(U1X1 + XQVQ), (3.14)
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gdjeje X1 € R"*" vee(X)) = (1 : rin) i Xy € R™¥72 vec(Xy) = z(rin+1 : rintrym),
te

I, @V
Ul o1,
(I, @ Vi) vec(Y) ] B l vec(V1Y) ]

- l (US @ Iy,) vec(Y) vec(YUs)

Vy = [ vec(Y)

(3.15)

gdje je Y € R™>™, vec(Y) =1.

Lako se moze vidjeti da je broj racunskih operacija koji je potreban za ra¢unanje pro-

dukata Uz i Vy jednak 2mn(r; + r2) za svaki.

Za korak 3 opcenito je potrebno formirati matricu A := VL lU. Matrice U,V imaju
mn(rin + ram) elemenata, a matrica Lo ima m?n? elemenata. To znadi da ih za vece
m 1 n ne mozemo pomnoziti izravno, nego trebamo proceduru za formiranje matrice A

bez formiranja matrica U, V, Ly i njihovog direktnog mnozenja.

Svaki stupac produkta Ly U, odnosno vektor vec(X;) := Lg'U(:, i) prema (3.13) moze

se dobiti kao rjesenje jednadzbe
A()XZ' + XiB() = IDZ', (3.16)
gdje je vee(U;) = U, i), i =1,...,rn + rom.

Nadalje, mnozenje matricom V moze se izvrsiti na sljedeéi nacin:
A =V [vec(f(l) vec(Xy) - - -Vec(f(rmﬂzm)}

(3.17)

A

vec(Vle) vec(Vng) vec(%Xr1n+r2m)
vec(X1Us) vec(Xals) - vee(XpiniromUa) |

Ako s N oznac¢imo broj operacija potrebnih za rjesavanje jednadzbe (3.16), onda je
ukupan broj operacija potrebnih za formiranje matrice A jednak (2mn(ri+rq)+N)(rin+
rom) (radi jednostavnosti, ako je m = n i r; = ro =: r onda je broj operacija jednak
8m3r2+2rmN). Ako su Ag i By specijalne blok strukture s 2x 2 blokovima na dijagonali,
onda se svaki X; moze izracunati u 8mn operacija, pa je broj operacija potrebnih da se
formira matrica A jednak 2mn(rin+rom)(4+r1+7r2) (odnosnozam =nir; =ro=r

broj potrebnih operacija je 8m3r(r + 2)).

Algoritam 3 mogucde je izvrsiti i bez formiranja matrice A. Ako se sustav s matricom
(C! 4+ A) rjesava metodama baziranim na Krylovljevim potprostorima, dovoljna je
samo procedura koja daje produkt matrice sustava s vektorom. Takav primjer bit ée

promatran u Poglavlju 4.
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Primjedba 3.2.1. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je u jednadzbi
(5.1) Cy = I, i Cy = I,. Ako nije, definiramo V| := C1Vy i V4 := C3V4 i promatramo
ekvivalentnu jednadzbu (Ao + U1 V{) X + X (Bo+U2V4y) = E. Pripadna matrica C iz 3.10

tada je jedinicna matrica.

3.3 Primjena

U ovom poglavlju opisani su ilustrativni problemi u kojima jednakost (3.12) moze zna-
¢ajno utjecati na slozenost algoritama za rjesavanje tih problema. Formula (3.12) za
rjesavanje jednadzbe (3.1) primjenjiva je u problemima u kojima se jednadzba (3.1) rje-
Sava viSe puta s razli¢itim matricama azuriranja Uy, C1, Vi, Us, Cs, Vs pri ¢emu je, da bi
algoritam bio ucinkovit, potrebno da neki dio matrica azuriranja bude konstantan kroz

iteracije i/ili da su izrazito jednostavog oblika.

Jedan takav tip problema javlja se pri racunanju i optimizaciji rjesenja parametarski

ovisne Sylvesterove jednadzbe
(Ao — U1 V1) X (v) + X (v)(By — vU2Va) = E.

Parametarski ovisna Sylvesterova jednadzba moze se pojaviti u bilo kojem problemu u
kojemu se javlja Sylvesterova jednadzba, Primjerice, kao Sto smo veé¢ spomenuli, Sylves-

terova jednadzba javlja se pri ra¢unanju unakrsnog gramijana sustava

&(t) = Az(t) + Bu(t), t>0, z(0)= xo,
y(t) = Cx(t), t>0,

Unakrsni gramijan X kvadratnog sustava dan je s
oo
X = / e*BCeMdt, (3.18)
0
ili ekvivalentno kao rjesenje Sylvesterove jednadzbe
AX + XA=-BC. (3.19)

Ako pretpostavimo da je A oblika A = Ay —vC1CY | gdje je Ag € R™™ i C1,Cy € R™*7,
tada je jednadzba (3.19) parametarski ovisna Sylvesterova jednadzba pogodnog oblika

za primjenu Algoritma 3.

Nadalje, problem rjesavanja parametarski ovisne Ljapunovljeve jednadzbe vezan je za
racunanje energije mehani¢kog sustava s obzirom na razlicite vrijednosti viskoznosti

prigusivaca. Navedeni problem opsirnije ¢e se razmatrati u Poglavlju 4.
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Drugi tip problema u kojemu se prave mnoga azuriranja Sylvesterove jednadzbe koji su
malog ranga je generalizacija problema rjesavanja jedne specijalne nesimetri¢ne Ricca-

tijeve jednadzbe koja dolazi iz teorije transporta, a koja je promatrana u [9, 43].}

Preciznije, promatramo problem rjesavanja nesimetri¢ne algebarske Riccatijeve jednadzbe
XCX - XE—-AX+B=0, (3.20)
gdje su A, B, C, E realne matrice reda n oblika
A=Ay—é¢", B=¢e', C=gq", E=By— ge', (3.21)

gdje su Ay i By matrice jednostavnog oblika. U radovima [43, 9] promatran je prethodni
problem s dijagonalnim matricama Ag, By, te nenegativnim vektorima ¢, G, e, €. Znace-
nje elemenata u matricama i vektorima u navedenom problemu moze se vidjeti u [36].
Rjesenje od interesa je minimalno pozitivno rjeSenje navedene jednadzbe. U radu [43]
dana je eksplicitna formula za minimalno pozitivno rjesenje, dok je u [9] dan algoritam

baziran na Newtonovoj metodi za Riccatijevu jednadzbu.

Newtonova metoda primjenjena na (3.20) generira niz matrica (X*+1)) definiran rjee-

njem Sylvesterove jednadzbe
(x*D _ x®ByE - cXx®)) 4 (A - x®o)yxEFD — x®))y = g(x®),  (3.22)

gdje je R(X) = XCX — XE — AX + B standardni Riccatijev operator. Uvjet pod
kojim tako dobiveni niz matrica s po¢etnom aproksimacijom X = 0 konvergira ka

minimalnom pozitivhom rjesenju je da je matrica

e

regularna M-matrica ili ireducibilna singularna M-matrica (vidi Poglavlje 2.3.3).

Koristedi rezultate iz prethodnog poglavlja, jednadzba (3.22) s matricama oblika (3.21)

moze se zapisati u obliku

(Lo — URV) vec (XF+HD — xR)) = vec(R(XR)))

1Zahvaljujem se Federicu Poloniju koji mi je tijekom Summer School on Numerical Linear Algebra
for Dynamical and High-Dimensional Problems, Trogir, 2011 ukazao na ovaj zanimljivi problem.
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gdje je
u® [In 2 <é+X(k)q~) (eT . qTX(k))T ®In} ’ (3.24)
I, ®q"
v o— ~T®q . (3.25)
q ®In

Sada koriste¢i Sherman-Morrison-Woodbury-jevu formulu slijedi da je

vee (XD — XMy = (Lg ! + Lo ' UM (I, + VLG UM VLG vec(R(X H))). (3.26)

Za dijagonalne matrice Ag, By u [9] predloZena je procedura za racunanje X (k+1) koja
koristi brze Gaussove eliminacije prilagodene za sustav s matricama (Iz, + VLy "U®)) i

ima slozenost O(n?) elementarnih operacija (vidi [9]) po iteraciji Newtonovog procesa.

Koriste¢i FOM metodu, efikasnija metoda moze se postiéi i za nedijagonalne Ag, By
(primjerice blok dijagonalne s malim blokovima na dijagonali). Takoder je moguce slicnu

efikasnost postic¢i i ako umjesto vektora g, g, e, € promatramo matrice s malo stupaca.

Primjer 1. U ovom primjeru bit ¢e ilustrirana svojstva Newtonove metode za rjesavanje
(3.20) implementirane na dva razli¢ita nac¢ina. Prvi pristup, oznacen sa standard, koristi
standardnu Bartels-Stewart-ovu metodu za rjesavanje jednadzbe (3.22). Drugi pristup,
oznaen s SMW, za rjeSavanje Sylvesterove jednadzbe (3.22) koristi formulu (3.26). U
drugom pristupu sustav s matricom (Ia, — VL 1U®) bit ée rjesavan standardnim Ga-
ussovim eliminacijama (oznaka SMW-exact ) i FOM metodom (oznaka SMW-approx). Na

ilustrativnom primjeru usporedit ¢emo tocnost i slozenost opisanih procedura.

Promatramo jednadzbu (3.20), pri ¢emu su Ay, By dijagonalne matrice s 2 x 2 blokovima

na dijagonali definiranim s

1 -1
Ao(2i —1: 2i, 2¢—1:2i):i-[2 3],1':1,...,71/2

By(2i —1:2i, 20 —1:2i)

=i -1 2 .
27 - . ,i=1,...,n/2

i¢gl' =1:n, §=—rand(n,1), e = ones(n,1), é=rand(n,1).

Reziduali rg, g, 74, odnosno || XCX — XE — AX + B|| gdje je X dobiven metodama
standard, SMW-exact i SMW-approx, dani su u Tablici 3.1. U stupcu SMW-approx, k
oznacava dimenziju Krylovljevog potprostora u FOM-u. U svim pristupima reziduali su

racunati nakon deset koraka Newtonove metode.
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Dimenzija | Rezidual u standard | Rezidual u SMW-exact | Rezidual u SMW-approx
n=100 |rg=3-10"1 rp=22-10"1 Z _ i Z;‘ _ ﬂ: ig_f
n=200 |rg=46-10"13 rp=6.2.10"14 Z _ é?;;f‘:;é? '1(1)9;;4
n=400 |rg=15-10"12 rg=9.1-10"14 ]]Z _ é?’r:f‘:f;f ‘1(1)9;214
Tablica 3.1: Rezultati usporedbe tocCnosti za pristupe standard, SMW-exact i

SMW-approx

Na Slici 3.1 prikazan je rast broja elementarnih operacija ovisno o dimenziji problema za

jedan korak Newtonove metode s standard, SMW-exact i SMW-approx pristupima (pri

¢emu je za k uzeto n/10).

Slika 3.1:

1012

0 I I I

standard
SMW-exact

SMW-approx

0 100 200 300

400 500 600 700

SMW-approx

800 900 1000

Rast broja elementarnih operacija za pristupe standard, SMW-exact i




Poglavlje 4

Optimizacija rjesenja
parametarski ovisne Sylvesterove

jednadzbe

4.1 Uvod

U ovom poglavlju bit ¢e prikazan novi algoritam za optimizaciju rjeSenja parametarski

ovisne Sylvesterove jednadzbe
(AO — UU1V1)X(?}> + X(U)(BO — UUQVQ) =F,

gdje je v € R, a Ag € R™*™ By € R™" Uy, ViI € R™X" U, Vil € R™ "2 matrice, te
nepoznata matrica X i desna strana E su X, E € R"™*". Optimizacija ¢e se vrsiti po
parametru v € S, S C R s obzirom na dva razli¢ita kriterija: kriterij minimalnog traga
od X (v) i kriterij minimalne Frobeniusove norme od X (v). Kriterij minimalnog traga
moze se primjeniti samo u sluc¢aju m = n, dok je kriterij minimalne Frobeniusove norme

primjenjiv i u slucéaju m # n.

Novi algoritam koji ¢e biti predstavljen poopéenje je i poboljsanje algoritma iz [63], gdje
je promatran problem optimizacije traga rjeSenja parametarski ovisne Ljapunovljeve
jednadzbe. Rezultati iz [63] poboljSani su s tri aspekta. Prvo, umjesto Ljapunovljeve
jednadzbe, novi algoritam rjesava Sylvesterovu jednadzbu. Takoder, dodana je i pro-
cedura za optimizaciju s obzirom na Frobeniusovu normu. Treé¢e poboljSanje odnosi se
na vrlo znacajnu ustedu u broju operaciju, te uspjesno prevladavanje poteskoca algo-
ritma iz [63] koje su uzrokovale neupotrebljivost tog algoritma u slu¢aju problema veéih

dimenzija.

43
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Novi algoritam moze se koristiti primjerice pri problemu optimizacije viskoznosti prigu-
sivaca mehanickih sustava, kao i u svim problemima koji zahtjevaju rjesavanje parame-

tarski ovisne Sylvesterove jednadzbe navedenog oblika.

4.2 Algoritam za racunanje rjesenja parametarski ovisne

Sylvesterove jednadzbe

Promatramo parametarski ovisnu Sylvesterovu jednadzbu
(AO — ’UU1V1)X + X(BO — ’UUQVQ) =F, (4.1)

gdjesuv € S CR, Ag € R™*™ By € R™¥" Uy, ViT € R™*"™ Uy, Vi € R™ " matrice,

te nepoznata matrica X i desna strana F su X, EF € R™*",

Nadalje pretpostavljamo da jednadzba (4.1) ima jedinstveno rjesenje za svakiv € S C R,
odnosno da za svaki v € S vrijedi da matrice A(v) = Ay —vU1V1 i —B(v) = —(By —

vU3Va) nemaju zajednickih svojstvenih vrijednosti (vidi Teorem 2.1.2 ).

Primjedba 4.2.1. Primjerice, jedan od slucajeva kada A(v) = Ay — U1V} i —B(v) =
—(Bo — vUaVa) zadovoljavaju uvjet da nemaju zajednickih svojstvenih vrijednosti je u

slucaju kad su Ag @ By stabilne matrice, Uy = Vi, Us = Vo i v € Ry

Koristeéi rezultate iz prethodnog poglavlja i Teorem 3.1.1, dobivamo da je rjesenje jed-
nadzbe (4.1) dano s

vee(X (v)) = (Lg' + vLy 'U(I — vA) VLG 1) vec(E), (4.2)
gdje je
Lo = I,®A4+ B ® I, € RMm*nm (4.3)
U = [Lol V§ @l,| cRrmxmmtrm), (4.4)
VI = [LoV Up®I,| e Rrmxmmtram),
te
A = VL, 'U. (4.5)

Primjedba 4.2.2. Primjetimo da je jednadzba (4.1) ekvivalentna jednadzbi
(Lo — vUV) vec(X) = vec(E).

To znaci da pretpostavka da (4.1) ima jedinstveno rjesenje za svaki v € S povlaci da je

matrica (Lo — vUV) regularna za svaki v € S. Specijalno, ako je i 0 € S, slucaj v =0
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implicira da je i Lo regularna matrica. Nadalje, iz reqularnosti matrica Ly i Lo — vUV,
izravno slijedi i regularnost matrice I — vA za svaki v € R, te u konacnici svi inverzi

koji se pojavljuju u (4.2) postoje.

4.2.1 Efikasno racunanje vec(X (v))

Da bismo efikasno izracunali X (v), potrebno je imati efikasne procedure za ra¢unanje
produkta matrica U iV s vektorom, te za rjeSavanje sustava s matricama Lo i (I —vA).

Mnozenje matrica U i V vektorima moze se provesti kao u (3.14) i (3.15), tj.

Uz = vec(U1X1+X2V2),

l vee(V1Y) ]

Vy = N
vec(YUs)

gdjeje X1 € R"*™ vec(X1) = z(1 : rin) i Xy € R™%72 vec(Xy) = z(rin+1 : rintrom),
te Y € R™*", vec(Y) = y.

Rjesavanje linearnog sustava Loz = y moze se izvrsiti koristenjem formule (3.13), od-

nosno rjesavanjem Sylvesterove jednadzbe

A A

A X +XBy =Y, (4.6)

gdje su X, Y € R™" takve da je vec(X) = z i vec(Y) = y.

Primjetimo da koristeéi prethodno opisane procedure mozemo i (rin+rom) x (rin+rem)
matricu A = VL U pomnoziti s vektorom bez da formiramo matricu A s tri uzastopna
matrica-vektor produkta u 4(r1+r2)mn+ N operacija, gdje je N broj operacija potrebnih

za rjesavanje Sylvesterove jednadzbe (4.6).

Posljednji dio koji jo§ ostaje za izracunati u (4.2) je produkt matrice (I — vA)™! s
vektorom y, odnosno potrebna je procedura za rjesavanje linearnog sustava (I —vA)z =

Y.

Rjesavanje sustava s matricom sustava (I — vA)

Matrica A je matrica dimenzije (rin + rom) X (rin + rom), sto znaci da za velike
m,n, 1, e moze postati znac¢ajno veca u odnosu na dimenziju polaznog problema. Kako
se u primjeni (npr. prilikom optimizacijskog procesa) vrijednost vec(X (v)) ra¢una mnogo
puta za razli¢ite vrijednosti parametra v, pri ¢emu se svaki puta rjesava sustav oblika (I —
vA)x = y ovisan o vrijednosti parametra v, trebat ¢emo efikasnu metodu za rjesavanje

navedenog linearnog sustava.
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Direktni nacin za efikasno rjesavanje sustava (I — vA)x = y mnogo puta za razliCite
vrijednosti parametra v i razli¢ite desne strane koji je predlozen u [63] je da se matrica

A ortogonalnom sli¢noséu reducira na Hessenbergovu formu
UAUT = H,

gdje je H gornja Hessenbergova matrica. Tada sustav (I — vA)xr = y prelazi u sustav
(I —vH)Uxz = Uy u kojemu je matrica sustava (I —vH ) Hessenbergova matrica. Takav
sustav lako se rjesava u O((r1n +rem)?) operacija. Osnovni nedostatak ovog pristupa je
u nuznosti eksplicitne konstrukcije matrice A € R(ntr2m)x(rintram) e onda, i velikoj
vremenskoj i prostornoj slozenosti racunanja Hessenbergove forme tako velike matrice

(slozenost redukcije matrice A na Hessenbergovu formu je X (rin +rom)?3).

Kao sto smo rekli u poglavlju 2, slican ali efikasniji pristup je priblizno rjesavanje sustava
(I —vA)z = y koristeéi metode Krylovljevih potprostora, kao sto su Full Orthogonali-
zation Method (FOM) i Generalized Minimal Residual Method (GMRES).

FOM metoda bazira se na k-step Arnoldi faktorizaciji matrice. k-step Arnoldi factoriza-
cija matrice A (vidi Algoritam 1) stvara gornje trokutastu matricu Hj dimenzije k x k i
(rin+rem) x k matricu Uy, ¢iji stupci tvore ortonormiranu bazu za Krylovljev potprostor
Ky = span{y, Ay, A%y, ..., AF 1y} = span{y, (I — vA)y, (I —vA)2y,..., (I —vA)F 1y}
tako da je

UI'AU, = Hy, ULU, = I, (4.7)

Za proceduru k-step Arnoldi, tj. za Algoritam 1 primjenjen na matricu A broj potrebnih
operacija je sljedeéi: u j-tom koraku potrebno je pomnoziti A s vektorom, sto je 4(ry +
ro)mn + N operacija i potrebno je napraviti reortogonaliozaciju $to je dodatnih (rin +
rom)(45 + 5) operacija. Za svih k koraka potrebno je 4(ry + ro)mnk + kN + (rin +
rom)k(2k + 7) operacija. Pri tome matricu A nije potrebno eksplicitno konstruirati

nego je dovoljno imati proceduru za mnozenje matrice A s vektorom.

Sada sustav (I — vA)z = y aproksimiramo s k x k Hessenbergovim sustavom
(I —vHy) ULz = Uly.

SloZenost rjesavanja novodobivenog sustava je 4k(rin + rom) + O(k?).

Sada su opisane sve procedure potrebne za efikasno ra¢unanje X (v). U Algoritmu 5
dana je detaljna procedura za rjesavanje parametarski ovisne Sylvesterove jednadzbe
(4.1).

Nadalje promatramo broj elementarnih operacija potrebnih za racunanje rjesenja para-

metarski ovisne Sylvesterove jednadzbe koristeé¢i Algoritam 5 .
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Algoritam 5 Algoritam za racunanje rjesenja parametarski ovisne Sylvesterove jed-
nadzbe (4.1)

Ulaz: v € R, Ag € R™*™ By € R™¥" Uy, Vil € R Uy, ViF € RP¥"2 te E € R™*",
Izlaz: Rjesenje X € R™*" jednadzbe (4.1)
1: Koristeé¢i Algoritam 1 formirati matrice Hy i Uy
2: Rijesiti Sylvesterovu jednadzbu AgX + X By = E i postaviti z; := vec(X)
3: Postaviti ¥ = reshape(z1, m,n). Izracunati z2(1 : rin) = vec(ViY), zo(rin +1 :
rin + rom) = vec(YUs)
4: Rijesiti Hessenbergov sustav (I — vHy)z = Ukag. Postaviti x3 = Upx
5: Postaviti X; = reshape(zs(1 : r1n),r1,n), Xo = reshape(zs(rin + 1 : rn +
rom),m,ry). lzracunati x4 = Vec(Ule + XQVQ)
6: Postaviti £ = reshape(x4, m,n). Rijesiti Sylvesterovu jednadzbu AyY + Y By =FE
i postaviti x5 = vec(Y')
7: Postaviti z = x1 — x5; X = reshape(xz, m,n)

SloZenost procedure za racunanje vec (X (v))

Da bismo pokazali efikasnost Algoritma 5 za rjeSavanja parametarski ovisne Sylvesterove
jednadzbe (4.1), promotrimo problem slozZenosti tog algoritma, odnosno izbrojimo broj

potrebnih elementarnih operacija za pojedini korak algoritma.

Kao sto je rec¢eno u prethodnom poglavlju, za 1. korak, Arnoldijevu proceduru na matrici
A, potrebno je 4(r1 +r2)mnk+ Nk+ (rin+rem)k(2k+7) operacija. Za rjesavanje svake
od Sylvesterovih jednadzbi iz koraka 2 i 6 potrebno je N operacija. Nadalje, koraci 3-5
redom se izvode u 2mn(ry + r2), 2k(rin + rom) + O(k?), te 2mn(ry + r2) elementarnih

operacija.

U nastavku zbog preglednosti pretpostavimo da je r; = ro =: r i m = n. Takoder
pretpostavimo da su Ag i By blok dijagonalne matrice s 2 x 2 blokovima na glavnoj
dijagonali, Sto znaci da je N = 8mn. U Tablici 4.1 prikazan je broj elementarnih

operacija potreban za svaki korak Algoritma 5.

Korak | Izraz Broj operacija

1: A = U H UL 8(r + 1)m?k + 2rmk(2k + 7)
2: z1 = Ly vec(E) 8m? + O(m)

3: ro = V11 4rm?

4: x5 = (I —vH) Ul o | 4rmk + O(K?)

5: x4 = UULx3 drm? + 4rmk

6: x5 = Lo lay 8m? + O(m)

Tablica 4.1: Distribucija broja elementarnih operacija potreban za raCunanje
vee(X (v))

Sada slijedi da je broj operacija potreban za ra¢unanje vec(X (v)) za prvu vrijednost
parametra v jednak 8(rk+r+k+2)m?+0O(rmk). Za svaku dodatnu evaluaciju vec(X (v))
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potrebno je provesti samo korake 4 — 6, a to se moze izvesti u (47 + 8)m? + O(rmk)

operacija.

Ocjena pogreske za Algoritam 5

Da bismo to¢no izrac¢unali pogresku nastalu pri rjesavanju sustava s matricom (I — vA)
FOM metodom, potrebno je poznavati Hessenbergovu formu od A. Preciznije, vrijedi

sljededi teorem:

Teorem 4.2.3. (Teorem 4.3, [44]) Neka je aproksimacija rjesenja sustava Ax = b
metodom FOM dana s x, pri cemu je x = x + 0xy. Neka je

H
| e W
vl Hg

gornja Hessenbergova forma od A, pri ¢emu je H, € RF*F &k < n. Neka je nadalje
Wp = Wkﬁk_lel 7
hk+1,k€£H];161

Ve = 1 .
1 — hiy1pef Hy fwy,

Tada je
62k ]1* = llrol R (1A ex |l + [[H; ),

gdje je ro pocetni rezidualni vektor.

Prethodni teorem daje pogresku pri rjesavanju sustava FOM metodom, no buduéi da
je za njezin izracun potrebna cijela Hessenbergova forma matrice, prethodni rezultat
moze se koristiti samo u teorijske svrhe. U ¢lanku [44] ideja iz prethodnog teorema
iskoristena je za procjenu pogreske pri rjesavanju sustava FOM metodom. Navedena
procjena pogreske izra¢unava se s pomakom, odnosno u koraku kK FOM metode moze se

procjeniti pogreska iz koraka k — d, d > 0.

Neka je

pri ¢emu je Hj, € RF** dobivena nakon k koraka Arnoldijeve metode, Hj,_g € RF—dxk=d,
Hy_q € R™4 odje je d < k. Neka je

XE—a = Iroll? (B a1 —a(eh-aHi tser + ve—ach_gHy ' gon—a)? | Hi ger |12 + 22—l HE qwi—all?)
(4.8)

gdje je wp—q = Wy_aH; jer i

T —1
hk—d-i—l,k—dek_de_del

Ye—d = 1 .
1= hge—ai 1 j—aef_ g Hy " qwi—d
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Tada je prema [44], nakon sto FOM po¢ne konvergirati, y;_q dobra aproksimacija norme

pogreske u koraku k — d, tj. dobra aproksimacija od ||dzx—_4]|-

Primjenom navedenih rezultata odredit ¢éemo ocjenu pogreske u tragu rjesenja Sylveste-

rove jednadzbe koja proizlazi iz pogreske FOM metode. Neka je
vee (X) = (Ly' + Ly 'UI — vA)"'VLG ) vec (B). (4.9)

Nadalje zelimo ocijeniti || vec(X) — vec(X)||, gdje je X dobiven iz (4.9) egzaktnim rje-

Savanjem sustava
(I —vA)z = VL' vec (E), (4.10)

dok je X dobiven iz (4.9) pri ¢emu je prethodni sustav rijeSen aproksimacijskom meto-

dom FOM i za dobiveno rjesenje z; vrijedi z = z; + dz;. Tada je

vec(X) — vec(X) = (L vec (E) — Ly 'Uz) — (Lg ' vec (E) — Ly 'U(2 — §2))
= —Ly'Udz.

Aproksimaciju pogreske u tragu od X za dovoljno veliki & dobivamo kao

| tr(X) — tr(X')| = \Vec(I)T vec(X) — vec(I)T vec(X')]
)

= | vec(I)TLy ' Us 2|
< || vee(I) Lo U [| 02|
~ || vee(I) Lo 'Ul|xx

pri ¢emu je xj definiran s (4.8).

Op¢enito je primjeéeno (vidi [44]) da je ocjena pogreske u trenutku kada FOM metoda
poc¢ne konvergirati vrlo bliska stvarnoj pogresci, da bi nadalje pocela znatno padati.
Sliéno ponasanje mozemo vidjeti i poglavlju 4.4.1, gdje je ilustrirano ponasanje stvarne
i procijenjene pogreske pri rjesavanju sustava, kao i u kona¢nom rjesenju Sylvesterove

jednadzbe.



50 Poglavlje 4 Optimizacija rjeSenja parametarski ovisne Sylvesterove jednadzbe

4.3 Optimizacija rjesenja parametarski ovisne Sylvesterove

jednadzbe

Pristup za rac¢unanje vec(X (v)) dan u prethodnom poglavlju omoguéava takoder i efi-
kasno rac¢unanje derivacija od vec(X (v)) uz vrlo malo dodatnih operacija. Prva i druga

derivacija od vec(X (v)) dane su s

vec(X'(v)) = (Lo U —vA) 'Ly + (4.11)
oy "U(I — vA) AT — vA) VLG ) vee(E)

vee(X"(v)) = 2(Ly'U(I —vA) A —vA) WLy + (4.12)
+oL MU — vA)TTA)A (T — vA) VL) vee(E) .

Sada se lako moze vidjeti da nakon Sto se izra¢una X (v), broj dodatnih operacija po-
treban da bi se izra¢unalo X’(v) i X”(v) za svaku je jednak (4r + 8)m? + O(rmk).
Jednostavnost racunanja derivacija implicira efikasnost koristenja Algoritma 5 takoder

i za optimizaciju rjesenja jednadzbe (4.1) s obzirom na parametar v € S C R.

Nadalje ¢emo konstruirati algoritam za minimizaciju rjesenja X (v) Sylvesterove jed-
nadzbe (4.1) s obzirom na kriterij minimalnog traga (ovaj kriterij primjenjiv je samo u

slu¢aju m = n) i s obzirom na kriterij minimalne Frobeniusove norme.

4.3.1 Optimizacija s obzirom na kriterij tr(X(v)) — min

Cilj u ovom poglavlju je sagraditi algoritam za minimizaciju funkcije v — tr(X(v)), gdje
je X (v) rjesenja jednadzbe (4.1), uz pretpostavku m = n. Kako postoje prva i druga
derivacija funkcije tr(X (v)) i mogu se izra¢unati u malo operacija, optimizacijski proces
se moze provesti koristeéi neku od metoda za minimizaciju derivabilnih funkcija kao sto

je primjerice Newtonova metoda.
Lako se vidi da je
tr(X (v)) = vec(I)” vec(X). (4.13)

pa se tr(X (v)) moze izracunati koristeéi Algoritam 5 u 8(rk +r + k + 2)m? + O(rmk)
operacija, a svaka dodatna evaluacija od tr(X (v)) mozZe se uéiniti u (4r+8)m?+O(rmk)

operacija.
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Dodatne evaluacije mogu se izvrsiti jos efikasnije. U tu svrhu uvodimo dodatnu notaciju.

Koriste¢i formulu za vec(X) danu u (4.2), jednadzba (4.13) moze se zapisati kao

tr(X (v)) = zo + val (I —vA) lag, (4.14)
gdje je

zo = vec(I)TLy'vec(E) € R,

ar, = UTLgT vec(I) € R™F2m

ap = VLg!'vec(E) ¢ R™m2m,

Sada se lako vidi da za svaku dodatnu evaluaciju od tr(X (v)) treba rijesiti sustav (I —
ka)U,;f:c = UkTaR i rezultat pomnoziti vektorom ar, pa je broj operacija potreban za
svaku dodatnu evaluaciju jednak 4(2k + 1)rm + O(k?).

Nadalje pogledajmo kako se mogu jos efikasnije (za veliki broj razlic¢itih vrijednosti
parametra v) izracunati prva i druga derivacija od tr(X (v)). Za funkciju v — tr(X(v))
vrijedi

d
(X (0) = (X (0),

pa se prva i druga derivacija funkcije F'(v) := tr(X(v)) dane s
F'(v) = vec(INT vec(X'(v)), F"(v) = vec(I)T vec(X" (v)),

pri éemu su vec(X'(v)) i vec(X”(v)) dani s (4.11) i (4.12).

Racunanje derivacija moguce je uciniti jo$ efikasnijim koristenjem formule (4.14). Ko-

risteéi jednakost (4.14), za prvu i drugu derivaciju funkcije F'(v) dobivamo

F'(v) = ab(I—vA) tag+val(I —vA) LA —vA) tag,
F'(v) = 2a(I —vA)'AT —vA) tag + 2val (I —vA) A (T —vA)ag,
te se one mogu izra¢unati u dodatnih 20rmk + O(k?) operacija.

Sada kada imamo efikasne metode za racunanje derivacija od tr(X(v)), optimizacija
vrijednosti od tr(X(v)) moze se provesti koristeé¢i primjerice Newtonov minimizacijski

proces.

4.3.2 Optimizacija s obzirom na kriterij ||X (v)||r — min

U prethodnom poglavlju predstavljen je algoritam za optimizaciju s obzirom na kriterij

tr(X (v)) — min. Taj kriterij ima smisla samo za m = n. U slu¢aju m # n, kada trag
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od X (v) nije definiran, moze se promatrati primjerice optimizacija s obzirom na kriterij
minimalne Frobeniusove norme rjesenja jednadzbe (4.1). Kako je || X% = tr(XT X), to

znaéi da je optimizacije Frobeniusove norme zapravo minimizacija od tr(X7 X).

Oznaé¢imo F(v) := || X (v)|%. Lako se vidi da je
F(v) = vec(X (v))T vec(X (v)),

pa je broj potrebnih operacija za racunanje || X (v)||r jednak je broju potrebnih operacija

za racunanje vec(X (v)) uveéanom za 2mn.
Vrijedi F' € C* i lako je dobiti prvu i drugu derivaciju funkcije F' kao
F'(v) = vec(X'(v)T vec(X (v)) + vece(X (v) vec(X'(v))
= 2vec(X(v))T vec(X'(v));
F'(v) = 2vec(X'(v)T vec(X'(v)) + 2vec(X (v))T vec(X" (v))
= 2| X' (v)l[F + 2 vec(X (v))" vee(X"(v)),
gdje su vec(X'(v)) i vee(X”(v)) dani s (4.11) i (4.12).

Broj potrebnih operacija za ra¢unanje || X (v)||% i || X (v)|% jednak je broju potrebnih
operacija za racunanje vec(X’(v)) i vec(X”(v)) uve¢anom broj operacija potrebnih za

skalarne produkte, odnosno za 2mn kod prve derivacije i 4mn kod druge derivacije.

Za odredivanje optimalne vrijednosti od || X (v)||r takoder mozemo koristiti Newtonov

minimizacijski proces.

Primjedba 4.3.1. Primjetimo da derivacija Frobeniusove norme od X (v) nije jednaka

Frobeniusovoj normi od derivacije od X (v). Neka je primjerice

o) — [ a(v) () ] |

c(v) d(v)

pri cemu su a(v),b(v),c(v),d(v) derivabilne funkcije. Tada je

1 vrijeds

LX)l = Je@P + V@2 +dw? + d).
i”X(v)H _ 2a(v)a’ (v) + 2b(v)V (v) + 2¢(v)d (v)
dv F Va()? +b(v)? + c(v)? + d(v)?
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Nasuprot tome, kao $to smo i koristili u prethodnom poglavlju, tr(X(v)) = d'(v) +
d'(v) = L tr(X (v)).

4.4 Primjena - problem optimalne viskoznosti prigusivaca

mehanickih sustava

Vrlo vazan problem koji se javlja pri proucavanju prigusenih sustava opisanih jednadz-
bom (2.9) je problem optimalne viskoznosti prigusivaca, pri ¢emu se optimalnost odnosi
na osiguravanje (u nekom smislu) najboljeg iScezavanja titranja. Kao $to je receno u
poglavlju 2.3.2, kriterij minimalne prosjecne ukupne energije sustava ekvivalentan je

kriteriju minimalnog traga rjesenja sustavu pripadne Ljapunovljeve jednadzbe
AX + XAT = 7, (4.15)

gdje je A matrica dimenzije 2n x 2n dobivena linearizacijom sustava (2.9), a matrica Z

odreduje koji dio vlastitih frekvencija treba biti prigusen.

U slucaju sustava s r prigusivaca iste viskoznosti v, matrica matrica A iz (4.15) je oblika

0 Q 0 Q 0 0
Alv) = [ —Q —0TD(v)® ] - [ —Q —aQ ] Y [ 0 oTCP ] (4.16)

gdje matrica C' ovisi o poziciji prigusivaca i oblika je C' = eileg + e, eg + -+ e eiTr.
Ocigledno je matrica A oblika A = Ay —vUU7T, gdje je

Ag = 0 @ i U= 0
—Q —af2 Uo

gdje je Up = ®T [e;,,...,e;,]. To znaci da ovaj problem po strukturi odgovara tipu
problema koji se mogu ucinkovito rijesiti koriste¢i Algoritam 5, Sto ¢e biti i pokazano u

sljede¢im numerickim primjerima.

Kako je matrica A stabilna matrica (vidjeti npr. [62]) i v > 0, jednadzba (Ay —
wUUT)X + X(Ag — vUUT)T = —Z ima jedinstveno rjeSenje za svaki v > 0 (vidjeti
Primjedbu 4.2.1).

4.4.1 Numericki primjeri

U ovom poglavlju éemo na numerickim primjerima ilustrirati u¢inkovitost Algoritma 5

pri rjeSavanju problema optimalne viskoznosti prigusivaca mehanickih sustava.
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Newtonova procedura bazirana na Algoritmu 5 (nadalje oznacen s SMW-approx) sloze-
nosti 8(rk + r + k + 2)m? + O(rmk) (vidi Tablicu 4.1) bit ée na primjeru optimizacije

viskoznosti prigusivaca usporedena sa sljede¢a dva algoritma:

1. Standardna rutina koja za optimizaciju koristi Newtonovu proceduru i bazira se
na Bartels — Stewartovoj metodi za rjesavanje Ljapunovljevih jednadzbi (nadalje
oznacena s BS). Ova procedura treba u svakoj iteraciji rijesiti tri Ljapunovljeve

jednadzbe s razli¢itim desnim stranama

(Ag — R UUD) X (vg) + X (vp)(Ag — 0 UUT) = E,
(Ag — v UUT) X (vg) + X' (vg) (Ao — v, UUT) UUT X (o) + X (vp)UUT,
(Ag — v UUD) X" (vg) + X" () (Ag — v UUT) = 2UUT X' (vg) + X' (vp)UUT).

SloZenost rjesavanja te tri jednadzbe Bartels-Stewartovim algoritmom je (26 + 6 -
3)m3 4+ O(m?) = 44m? + O(m?) (vidi [22]). Da bi se postigao minimum, potrebno

je obi¢no 10-20 iteracija Newtonovog procesa oblika

tr(X'(vg))

Vk41 = Uk — 7“()(,,(%))-

2. Algoritam iz ¢lanka [63] (nadalje oznafen s SMW-exact) sloZenosti 37.33r3m3 +

O(r?m?) za cijeli optimizacijski proces. Nedostatak ovog algoritma je u loSem

koristenju racunalne memorije sto ga ¢ini neupotrebljivim za velike dimenzije m.

Takoder, algoritam SMW-exact prikladan je za korisStenje samo za male vrijednosti
od r (u [63] je predlozeno r < 4).

Za ilustraciju, pokazat ¢emo rezultate dobivene pri rjeSsavanju problema optimalne vi-

skoznosti za sustav opisan s:

M:In; kl:kQ:"':kn-f—l:l) Z:Im7
T = 2, C = U(@n/l(]@Z/lO + en/5€z:/5)
Promatrat ¢emo probleme dimenzija n = 200 (m = 400), n = 500 (m = 1000), n =

1000 (m = 2000) i n = 1500 (m = 3000). Dobiveni rezultati dani su u Tablici 4.2. gdje su

vpgiTryg, v, iTry , vy iTr} optimalne viskoznosti i optimalni tragovi dobiveni redom

algoritmima BS, SMW-exact i SMW-approx. Nadalje, RErrg = m%f,if:pw je relativna
BS
pogreska u optimalnom tragu izmedu BS i SMW-exact, dok je RErry = %
BS

relativna pogreska u optimalnom tragu izmedu BS i SMW-approx algoritama.

Za n = 200 (m = 400), minimalni trag rjesenja Ljapunovljeve jednadzbe (4.15) za sva
tri algoritma postize se za v = 1.3633. Za algoritam SMW-exact da bi relativna pogreska

bila manja od 107¢, potrebno je k Z 9%n.
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Dimenzija

BS and SMW-exact

SMW-approx

n = 200 (m = 400)

vhg = 1.3633
Tris = 9711.4087

vl = 1.3633
Tr%, = 9711.4087

RErrp =1.1-10"14

k=n/5 vl =1.3633
TrY =9711.4087
RErr, =2.8-10711

k=n/10, v =1.3634
Tr% =9711.3939
RErry, =1.5-1076

k = n/20, v — 1.3688
Tr% = 9710.2734
RErry =1.2-107*

n =500 (m = 1000)

vhg = 1.3803
Trig = 29909.3555

v} = 1.3893
Try, = 29909.3555

RErrg =4.5-10"1

k=n/5, v, — 13893
Tr% = 29909.3555
RErr, = 4.4-1071

k= n/20, v* =1.3893
Try = 29909.3534
RErr4=7.2-10"8

k= n/50, o* = 1.3957,
Tr% = 29905.9589
RErr4 =1.14-1074

n = 1000 (m = 2000)

vl = 1.3996
Tryg = 68495.2881

v} = 1.3996
Tr}, = 68495.2881

RErrg =3.6-10"%

k=mn/20, v*=1.3996
Tr = 68495.2881
RErr =4.2-10716

k= 1750, o* = 1.3999
Tr% = 68495.1769
RErr=1.7-10"6

k = n/100, v* = 1.4068,
Tr* = 68487.5736
RErr=1.13-107%

n = 1500 (m = 3000)

v = 1.4033
Tryg = 110409.5415

SMW-exact: out of memory

k =mn/50, v* = 1.4033
Tr% = 110409.5428
RErr=1.1-10"8

k =mn/100, v* = 1.4045
Tr% = 110407.9622
RErr=14-10"°

k =n/150, v* =1.4108
Tr% = 110397.4021
RErr=1.1-10"4

Tablica 4.2: Rezultati usporedbe algoritama BS, SMW-exact i SMW-approx

Za n = 500 (m = 1000), minimalni trag rjeSenja Ljapunovljeve jednadzbe (4.15) za sva
tri algoritma podtize se za v = 1.3893. Za algoritam SMW-exact da bi relativna pogreska

bila manja od 107, potrebno je k %, 5%n.

Za n = 1000 (m = 2000), minimalni trag rjesenja Ljapunovljeve jednadzbe (4.15) za
sva tri algoritma podtize se za v = 1.3996. Za algoritam SMW-exact' da bi relativna

pogreska bila manja od 1079, potrebno je k 2, 2%n.

Za n = 1500 (m = 3000), minimalni trag rjesenja Ljapunovljeve jednadzbe (4.15) algo-
ritmi BS i SMW-approx postizu za v = 1.4033. Za algoritam SMW-approx da bi relativna
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pogreska bila manja od 1075, potrebno je k Z 1.5%n. Algoritam SMW-exact zbog ne-

dostatka memorije nije dosao do rjesenja.

Na Slici 4.1 dan je graficki prikaz rasta broja racunskih operacija za sva tri algoritma
za slucaj jednog, dva, tri i Cetiri prigusivaca. Ocigledno je da je algoritam SMW-approx
efikasniji od preostala dva promatrana algoritma. Takoder, algoritam SMW-approx (za
razliku od algoritma SMW-exact) vrlo dobro koristi memorijske resurse sto omoguéava

primjenu za probleme veée dimenzije.

[} [}
g g
G G
o @
Qo
E :
2 =
0 1000 2000 3000 3500 0 1000 2000 3000 3500
m m
=3 =4
[} [}
Q. Q
[e) [e)
= =
G G
@ @
Qo Qo
1S 1S
=} =}
z z
0 1000 2000 3000 3500 0 1000 2000 3000 3500
m m

Slika 4.1: Rast broja racunskih operacija za sve tri metode i razli¢ite vrijednosti od r
(ordinata je u logaritamskom omjeru)

1Svi numericki primjeri radeni su na osobnom ra¢unalu s dvojezgrenim Pentium T4200 procesorom
2.30 GHz s 2GB RAM-a.
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Pogledajmo jos problem odabira dimenzije k& Krylovljevog potprostora. Red veli¢ine
od k ovisi o redu veli¢ine polaznog problema: za male sustave veli¢ine O(100), k se ne
bi trebao uzeti manji od 10% dimenzije polaznog problema, dok je za veée probleme
dimenzije O(1000) za k dovoljno da bude oko 1%-3% dimenzije poc¢etnog problema. Na
primjer, na Slici 4.2 prikazana je relativna pogreska optimalne vrijednosti od tr(X) za
Ljapunovljevu jednadzbu (4.15) s n = m = 1000 u ovisnosti o dimenziji k. U tom
primjeru da bi se postigla relativna pogreska manja od 1079, dovoljno je da k bude oko
1.5% od m.

Relative error

1% 2%
k

Slika 4.2: Ovisnost relativne pogreske optimalne vrijednosti od tr(X) i dimenzije k

Naposlijetku, promotrimo jos stvarnu (dzj) i procijenjenu (6~zk) pogresku nastalu pri
rjesavanju sustava (I —vA)x = y FOM metodom, kao i stvarnu (6 tr(X)) te procijenjenu
(6 tr(X)) pogresku u tragu rjeSenja sustavu pripadne Ljapunovljeve jednadzbe. U tablici
4.3 dani su rezultati za promatrani problem razli¢itih dimenzija n i k. Procjena pogreske

FOM metode racunata je pomoc¢u formule 4.8, pri ¢emu je uzeto d = 2.
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Dimenzija Pogreska pri rjesavanju sustava | Pogreska u tragu

n =100 (A reda 400 ) | 6z, = 1.6- 10714 Str(X)=7.5-10""1"
k=100 oz, =9.5-107%7 Str(X) =8.7-10"2
n = 100 6z, =9.9-10712 Str(X)=1.1-10"1
k =50 oz = 3.3-107 1 dtr(X)=3.0-10"7
n = 100 62, =1.7-107° Str(X)=32-10"°
k=30 oz, = 1.9-107° Str(X)=1.8-1074
n = 100 dz, = 0.07 dtr(X) = 0.54
k=10 oz, = 0.12 dtr(X) =10.85

n =300 (A reda 1200 ) | §z, =3.8-10"1 Str(X)=4.9-10"1
k = 200 oz, = 5.7- 10701 Str(X)=9.1-10"5
n = 300 Sz, =3.7-10714 Str(X) =4.9-10710
k = 100 oz, = 2.8-107%7 Str(X)=4.5-10"2
n = 300 Sz, = 6.3- 10712 Str(X) =5.8-10710
k=50 oz =2.2-1071 dtr(X)=3.6-10"7
n = 300 5z, = 0.07 Str(X) =1.15
k=10 oz, = 0.14 dtr(X) = 22.22

Tablica 4.3: Usporedba egzaktnih i aproksimiranih vrijednosti pogreski



Poglavlje 5

Sherman-Morrison-Woodbury-eva
formula za T-Sylvesterovu

jednadzbu

Slicno kao u slucaju Sylvesterove jednadzbe, Sherman-Morrisonovu formulu mogudée
je primjeniti i na takozvanu T-Sylvesterovu jednadzbu. Dobivena formula omogucéava
konstrukciju efikasnog algoritma za rjesavanje T-Sylvesterove jednadzbe, kao i rjeSavanje

i optimizaciju rjesenja parametarski ovisne T-Sylvesterove jednadzbe.

5.1 T-Sylvesterova jednadzba

Sylvesterova jednadzba za x-kongruenciju ili skra¢eno *-Sylvesterova jednadzba! (vidi
[12, 61, 73, 24]) jednadzba je oblika

AX+X*B=E, (5.1)

gdje su A € C™*" B e C"*™, E € C™*™ | nepoznata matrica X € C"*™ a operator

* oznacava operator adjungiranja (x = ) ili transponiranja (x = T).

*-Sylvesterova jednadzba javlja se primjerice pri anti-dijagonalizaciji kongruencijom

anti-blok-trokutaste matrice oblika

7]

teng. Sylvester equation for x-congruence, x-Sylvester equation

59
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Naime, iz jednakosti

l[ OH_E AHI o]_lAmx*B_E Al g

X I B 0 X 1| B 0

slijedi da je problem anti-blok-dijagonalizacije kongruencijom anti-blok-trokutaste ma-
trice ekvivalentan problemu rjesavanja x-Sylvesterove jednadzbe AX + X*B = E. Pro-
blem anti-blok-dijagonalizacije anti-blok-trokutaske matrice javlja se primjerice pri rje-

Savanju linearnog palindromskog problema svojstvenih vrijednosti? (Z + AZ*)z = 0.

Egzistencija rjeSenja x-Sylvesterove jednadzbe analizirana je u radu [73] i predstavlja

svojevrsan analogon Rothovom teoremu za egzistenciju rjeSenja Sylvesterove jednadzbe.

Teorem 5.1.1. (vidi [73], Teorem 2) x-Sylvesterova jednadzba (5.1) ima rjesenje ako i

samo ako su matrice

Slz_EA Z_52:014
B 0 B 0

*-kongruentne, tj. postoji regularna matrica P takva da je P*S1P = Ss.

U nastavku ovog poglavlja promatra se slucaj A, B, E € Ri (x = T'), odnosno jednadzba
AX +XT'B=E, (5.3)

koju éemo zvati T-Sylvesterova jednadzba. U slu¢aju kad su A i B pravokutne matrice,
odnosno kada je m # n, jednadzba (5.3) nikad nema jedinstveno rjesenje za svaku desnu
stranu (vidi [61], Teorem 2.3), odnosno operator X +— AX + X7 B nikada nije inverti-
bilan. Nadalje ¢emo pretpostaviti da je m = n. Sljedeéi teorem govori o jedinstvenosti

rjesenja T-Sylvesterove jednadzbe s kvadratnim matricama.
Teorem 5.1.2. (vidi [15], Lema 5.10.) T- Sylvesterova jednadzba (5.3) ima jedinstveno
riesenje za svaku desnu stranu E ako i samo ako za svojstvene vrijednosti para (A, BT)
vrijedi:

i) Ako je \ u spektru od (A, BT), onda 1/\ nije u spektru od (A, BT);

ii) Ako je 1 u spektru od (A, BT), onda je algebarske kratnosti 1.

U sljedeéem odjeljku bit ée predstavljen algoritam za rjesavanje T-Sylvesterove jed-

nadzbe koji je predlozen u [61].

Zeng. linear palindromic eigenproblem
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5.1.1 Algoritam za rjeSavanje T-Sylvesterove jednadzbe

Neka su A i B matrice reda n koje zadovoljavaju uvjete Teorema 5.1.2, odnosno takve da
jednadzba AX + X7 B = F ima jedinstveno rjesenje. U radu [61] predloZen je algoritam
za racunanje jedinstvenog rjesenja T-Sylvesterove jednadzbe u O(n3) operacija, a koji

se bazira na generaliziranoj Schurovoj dekompoziciji para (A4, BT).

Neka je generalizirana Schurova forma para (A, BT) dana s

A=Q1RiQY, BT =QiR:Q7,

gdje su Q1, Q2 ortogonalne matrice, Ry gornje trokutasta matrica, a R; kvazi-gornje
trokutasta matrica, odnosno blok-gornje trokutasta matrica s 1 x 1 ili 2 x 2 blokovima
na glavnoj dijagonali. Tada mnoZenjem T-Sylvesterove jednadzbe (5.3) slijeva s Q7 i

zdesna s Q1, te uz supstituciju X := Q4 X @1, dobivamo transformiranu jednadzbu
RX+X R =E, (5.4)

gdje je E = QTEQ;. U svrhu rjeSavanja transformirane jednadzbe, neka su Ry i Ry

particionirane na sljedeé¢i nac¢in

1 1 1 2 2 2

Ry R{) ... R RYY RY ... RY

1 1 2 2

S T B B
1 2

Ryy) Ryy)

gdje su RE;),RE?) e R*%*% 1 < 14,5 <p, gdje je ng,k =1,...,p jednak 1 ili 2. Dija-

gonalni blokovi matrice Ry su gornjetrokutaste matrice. Na odgovarajuéi nacin partici-

onirajmo i matrice X i £

yll ylg R ylp Ell Elg R Elp
— 721 Ygz Ce 72}, _ Egl Egz Ce Egp
X=1 . o s E= . :

X1 X2 oo X Ey Ep ... By

Sada se jednadzba (5.4) moze rijesiti supstitucijama unatrag na nacin kao $to je navedeno

u Algoritmu 6.

Ukupna slozenost Algoritma 6 je 7613 + O(n?) (vidi [61]).
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Algoritam 6 Algoritam za rjesavanje T-Sylvesterove jednadzbe AX + X"B = FE

Ulaz: A, B,E € R™*"
Izlaz: Jedinstveno rjesenje X € R™ " jednadzbe AX + X"B=F
Izracunati generaliziranu Schurovu dekompoziciju para (A, BT): A = Q1R1Q%, BT =
Q1R2Q%
Uvesti supstituciju £ = QT EQ
for j=p:—-1:1do
Rjesiti R\ X ; + X ;(R)T = By
fori=j—1:-1:1do
Rjesiti sustav

1)<+ T 2 i =
R’Ei)Xij + in(R§j))T = Eji - ?c:i—ﬁ-l Rz(k)Xk’j

v | T, p(l —= ' 2)
RYX; + in(R§j))T =Eij — Ylois1 R X},

end for
El:j—1,1:5—-1)=E(1:5-1,1:5-1)—Ry(1:5-1,5)X(5,1:5—1)— (Ra(1:
j—l,l)Y(j,l :j_l))T
end for
X =@Q:XQf

5.2 Sherman-Morrison-Woodbury-eva formula za T-Sylvesterovu

jednadzbu

U ovom poglavlju bit ée dana takozvana Sherman-Morrison-Woodbury-eva formula za

T-Sylvesterovu jednadzbu oblika
(Ag + U,C1V)X + XT(By + Uy Co Vo) = E, (5.5)

gdje su Ag, By, E, X € R™*" U; € R™™ (C; € RXM V€ RWX™ j Uy € R™*"2,
Cy € R™*"2 V, € R™*™ matrice.

Sli¢no kao i u Poglavlju 3.1, definirajmo operatore

Lo(X) = 40X + X7 By, (5.6)
Luov(X) = U101ViX + XTUCaVa. (5.7)

Ocigledno je T-Sylvesterova jednadzba (5.5) ekvivalentna jednakosti

(/30 + EAUC\/) (X)=EFE.

Neka je nadalje I/ : R"1*" x R™2%" _y R?X" linearan operator definiran s

UX1, Xo) = Ui Xy + XT Vs,
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C: RM>7 x R™%72 — RTX™ x R"*"2 linearan operator definiran s

~

C(X1,X2) = (C1 X1, X209) ,

iV: RP*™ — R™X™ x R™*™ Jinearan operator definiran s

~

V(Y) = (vly, YTUQ) :

gdje su Uy, U, Cy, Cy, Vi, Vo matrice definirane u (5.5).

Lako se vidi da se operator Lycy (X) iz (5.7) moze zapisati kao
Lycv(X) = (7/7517) (X),

odnosno, pocetna T-Sylvesterova jednadzba u operatorskom obliku moze se zapisati kao

N A

(Lo +UCY) (X) = B.

Primjenimo li na lijevu stranu standardnu Sherman-Morrison-Woodbury-evu formulu,

dobivamo da se rjesenje jednadzbe (5.5) moze dobiti kao:
X = (L = LgUC + VLU VLG (E). (5.8)

U sljedeé¢em teoremu dan je matri¢ni oblik prethodne nejednakosti, takozvana Sherman-

Morrison-Woodbury-eva formula za T-Sylvesterovu jednadzbu.

Teorem 5.2.1. Neka su s ]/l:o, [[AJ, CiV definirane matrice

ﬁ:O = I, Ay + (B(")r ® In)H S Rn2><n27 (59)
U = [Lel el eRxritmn, (5.10)
g - | et 0 € RUitr2)nx(ritro)n. (5.11)

0 crer,
i\[ _ In ® ‘/1 e R(71+T2)an27 (512)
(U2T ® I,)l0

gdje su Ao, By, U1, Us, C1,Co, Vi, Vo matrice iz (5.5) i II permutacijska matrica takva da
je Mvec(X) = vee(XT). Ako su matrice C, Lo i Lo + UCV regularne, tada za rjesenje
jednadzbe (5.5) vrijedi

vec (X) = (Lgt — Lg'U(C™ 4+ VLg'U) VL) vec (E). (5.13)
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Dokaz. Koristeé¢i Kroneckerov produkt i operator vektorizacije, jednadzba (5.5) moze se

2

zapisati kao n? x n? linearna matri¢na jednadzba

(I, @ (Ag + U1C1V1) + ((Bg + UsCoVa)T @ I,)II) vee(X) = vec(E)

gdje je I permutacijska matrica takva da je Il vec(X) = vec(X7T). Sada se lako vidi da

jednadzba (5.5) ima sljedeé¢i matri¢ni prikaz:
(Lo 4+ UCV) vee(X) = vec(E).

Nakon primjene Sherman-Morrison-Woodbury-jeve formule (vidi Teorem 1.3.2) na ma-

tricu prethodnog sustava, dobivamo
vec (X) = (Lo + UCV) ™! vec(E)
= Lyt —Ly'U(C™! + VLG '0) VL ) vec(E).
O

Primjetimo da su Eo, [[AJ, CiV upravo matrice operatora Eo, u , CiVu standardnoj

bazi, te da je jednakost (3.12) matricna verzija jednakosti (5.8).

Primjedba 5.2.2. Lako se moZe provjeriti da je matrica permutacija 11 koja se koristi
u Teoremu 5.2.1 za koju vrijedi Tl vec(X) = vec(XT) oblika

— T T
II= Z eie; @ eje; .
1<i,j<n

Primjedba 5.2.3. Primjetimo da (slicno kao u Primjedbi 3.1.2), kada ne bismo pret-
postavili da je matrica C reqularna, jednakosti analogne formuli (5.13) dobili bismo

koristeci formule (1.13)-(1.18):

vee(X) = (Lg'—(I+Ly'UCV) 'Ly UCVLy!) vec (E),
vee(X) = (Lg'—Lg'(I +UCVL;Y) 'UCVLyY) vec (E),
vee(X) = (Lg' —Lg'U(I +CVL;'U)"'CVLyY) vec (E),
vee(X) = (Lot —Lg'UCI + VLy'UC)'VL ) vec (E),
vee(X) = (Lg' —Lg'UCV(I +LytUCY) 'Lyt vec (E),
vec(X) = (Hﬁgl - ]igl@@@igl(l + @@@]ﬁal)_l) vec (E).

Nadalje pretpostavljamo da su C' i C5 regularne kvadratne matrice. Tada bez smanjenja
opcenitosti mozemo pretpostaviti da su C; = I, i Cy = I,,, odnosno da je C jedini¢na

matrica.
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5.2.1 Algoritam za rjesavanje T-Sylvesterove jednadzbe koristec¢i S-M-
W formulu

Racunanje rjesenja T-Sylvesterove jednadzbe (5.5) koristeéi formulu (5.13) standardnim
metodama za rjeSavanje linearnih sustava je slozenosti O(n%) operacija, no matrice u
jednakosti (5.13) su specijalno strukturirane, Sto omoguéava vrlo efikasno racunanje

matrice X.

U Algoritmu 7 dana je procedura za racunanje rjeSenja T-Sylvesterove jednadzbe (5.5)
koriste¢i formulu (5.13) pri ¢emu je uvazena struktura matrica. Procedura je vrlo slicna
kao i u slucaju Sylvesterove jednadzbe. Dijelovi u formuli koji se trebaju pazljivo izra-
¢unati koristeci strukturu su produkti matrica IEa L I[AJ, Vi (I+ @Iﬁa 1@)_1 s vektorima.

Algoritam 7 Osnovna procedura za racunanje rjeSenja jednadzbe (5.5) koristedi
Sherman-Morrison-Woodbury-jevu formulu (5.13)

Ulaz: Ao, By, E € RV, Uy, ViI' € R Uy, VJF € R*T2
Izlaz: X € R™*"?
1: Rijesiti sustav Loz = vec(E)
Izracunati xo = @xl
Rijesiti (I + %A’IEO_II[AJ)JU;; = 9
Izracunati x4 = @xg
Rijesiti sustav £0$5 = T4
vec (X) =21 — x5

Izgradimo sada procedure za rac¢unanje pojedinih koraka u Algoritmu 7.

Ako IEE ! nije unaprijed dano, tada ra¢unanje z = IEa Ly, odnosno rjesavanje sustava
Loz = y zbog specijalne strukture od Ly dane u (5.9) ekvivalentno je rjesavanju T-
Sylvesterove jednadzbe

A X +XTBy =Y, (5.14)

A A

gdje je vec(X) = x i vec(Y) = y. SloZenost rjeSavanja te jednadzbe s algoritmom
opisanim u poglavlju 5.1.1 je 76n3. Ako Ay i By imaju neku pogodnu strukturu, broj
operacija moze biti znacajno reduciran. Primjerice, ako su Ag i By blok dijagonalne
matrice s malim blokovima na dijagonali, slozenost je O(n?) operacija. Za dijagonalne

matrice Ag i By potreban broj elementarnih operacija je 16/3n2.

Mnozenje matrica U i V vektorima x € R+ i ¢ ¢ R" u koracima 2 i 4 moZe se

izvrsiti na sljedeéi nacin:

vee(X1)

Uce=|I,0U, VI®I, .
T [ QU Vo & }lvec(Xg)

] = VeC(Ule + Xz‘/g), (515)



66 Poglavlje 5 Sherman-Morrison-Woodbury-eva formula za T-Sylvesterovu jednadzbu

gdjeje X1 € R vec(X1) = (1 : rn) i Xy € R vee(Xy) = z(rin+1: (r1+r2)n),
te

~ I, ®V;
Vy:[( o

(In@WVi)vec(Y) | [ vec(iY)
vy |

Ul ® I,)1I ] veel¥) = [ (UT @ L) vec( vee(YTUs) ] - (516)

gdje je Y € R™x™, Vec(f/) =y.

Lako se moze vidjeti da je broj racunskih operacija koji je potreban za ra¢unanje svakog
od produkata Uz i Vy jednak 2n2(ry + 73).

Za korak 3 opcenito je najprije potrebno formirati matricu A= \A/IE(; 0. Bududi da su
matrice HAJ, V i Ly matrice velikih dimenzija u odnosu na n, za ve¢e dimenzije ne mozemo
ih pomnoziti direktno nego trebamo proceduru za formiranje matrice A bez formiranja
matrica @, \7, ]I:a ! i njihovog direktnog mnoZenja. Svaki stupac produkta ]I:a 1[[AJ, odnosno

vektor vee(X;) := Ly 'U(:,4) moze se dobiti kao rjesenje T-Sylvesterove jednadzbe

~

AoX; + (X)TBy =T,

gdje je vec(U;) = U(:,4), i = 1,...,(r1 + ro)n. Nadalje, mnozenje matricom V moze se

izvrsiti na sljedeéi nacin:

A=V [vec(Xl) vec(Xs) - - -Vec(X(rler)n)}
_ vec(ViX1) vee(ViXy) - Vec(‘/lX(rl—H‘g)n)' (5.17)
vec(XTUy) vec(XTU) - VeC(X(j;l+r2)nU2) '

Ako s N ozna¢imo broj operacija potrebnih za rjesavanje T-Sylvesterove jednadzbe
(5.14), onda je ukupan broj operacija potrebnih za formiranje matrice A jednak (2n2(r1+
re) + N)n(r1 + r2). Radi jednostavnosti, ako je r1 = r9 =: r onda je broj potrebnih
operacija jednak 8n3r? 4+ 2rnN. Primjerice, ako su Ag i By dijagonalne matrice, onda se
svaki X; moze izra¢unati u %nQ operacija, pa je broj operacija potrebnih da se formira

matrica A jednak 8n’r(r + 3).
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5.3 Algoritam za racunanje rjeSenja parametarski ovisne

T-Sylvesterove jednadzbe

Jedan od slucajeva kada je korisno imati Sherman-Morrison-Woodbury-jevu formulu je
slu¢aj visestrukog racunanja i/ili optimizacije rjeSenja parametarski ovisne T-Sylvesterove
jednadzbe

(Ag — vU V1) X (v) + X (v)T(By — vUsVa) = E, (5.18)

gdje suv € R, Ag, By, E € R™*" Uy, VI € R Uy, ViF € R"*"2. Nadalje pretpostav-
ljamo da jednadzba (5.18) ima jedinstveno rjesenje za svaki v € R (odnosno na skupu

vrijednosti od v koji promatramo).

U prethodnom poglavlju koriste¢i Sherman-Morrison-Woodbury-jevu formulu dokazano

je da je rjesenje jednadzbe (5.18) dano s
vee (X) = (Lg' 4 oLy 'U(I — vA) ' VL) vec(E). (5.19)

gdje je A = Walﬁ, a Lo, UiV su definirani formulama (5.9) — (5.12).

U svrhu efikasnog ra¢unanja (vec X (v)) koristeéi formulu (5.19), rac¢unanje produkta

matrica U i V s vektorom moze se provesti kao u (5.15) i (5.16), tj.

. . . ViY
Uz = vec(U1 X1 + XaUs), Vy_[ vee(V1Y') ]

vec(YTU,)

gdje je X1 € R"*" vee(X1) = z(1:71n) i Xo € R™"2 vec(Xo) = x(rin+1: (r +r2)n,
teY € R ", Vec(f/) = y. Rjesavanje linearnog sustava Ion = y moze se izvrsiti koristed¢i
formulu (5.14) kao

A()X + XTBO = }A/,

gdje je vec X = z i vecY = y. Za rjeSavanje sustava s matricom (I — vﬁ) moze se
koristiti redukcija matrice A na Hessenbergovu formu ili neka aproksimacijska metoda

kao sto je primjerice FOM metoda.

U Algoritmu 8 dana je cijela procedura za rjesavanje parametarski ovisne T-Sylvesterove
jednadzbe (5.18).

SloZenost procedure za racunanje vec (X (v))

Izbrojimo broj elementarnih operacija potreban za svaki korak Algoritma 8. U prvom
koraku se provodi Arnoldijeva procedura koja ima slozenost 4(ry + ro)n?k + Nk + (ry +
ro)nk(2k + 7). Nadalje, svaki od koraka 2 i 6 ima slozenost N, dok je za korak 4
potrebno 2(ry + ro)nk + O(k?) elementarnih operacija. Naposlijetku, za korake 3 i 5
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Algoritam 8 Algoritam za racunanje rjeSenja parametarski ovisne T-Sylvesterove jed-
nadzbe (5.18)

Ulaz: v € R, Ag, By, E € R™", Uy, ViT € R™¥"™ Uy, VI € Rz,
Izlaz: Rjesenje X € R™*" jednadzbe (5.18)
1: Koristeéi Algoritam 1 formirati matrice Hy i Uy
2: Rijesiti T-Sylvesterovu jednadzbu Ao X + X7 By = F i postaviti 1 := Vec()z')
3: Postaviti ¥ = reshape(z1,n,n) . Izracunati zo(1 : rin) = vec(VY), za(rin + 1 :
(r1 + r2)n) = vec(YTUs)
4: Rijesiti Hessenbergov sustav (I — vHy)z = Ukag. Postaviti xg = Upx.
5: Postaviti X; = reshape(z3(1 : rin),r1,n), Xo = reshape(zs(rin + 1 : (11 +
ro)n),n,re). lzracunati x4 = Vec(U1X1 + X'QVQ)
6: Postaviti £ = reshape(z4,n,n). Rijesiti T-Sylvesterovu jednadzbu AgY + Y7 By =
E i postaviti z5 = vec(Y)
7: Postaviti z = 21 — v - x5; X = reshape(z,n,n)

redom je potrebno 2(r; + ro)n? i 2(ry + ro)n(n + k). Zbog jednostavnosti ilustracije,
pretpostavimo da je ry = ro =: r i da su Ag i By blok dijagonalne matrice s malim
blokovima na dijagonali tako da se jednadzba AgX + XTBy = Y, moze rijediti u tn?

operacija. U Tablici 5.1 sazeto je prikazan je broj operacija potreban za svaki korak

procedure.
Korak | Izraz Broj operacija
1: A = U H UL (8 + t)n%k + 2rnk(2k + 7)
2: z1 = Ly ! vec(E) tn?
3: To = Vi 4rn?
4: x5 = (I —vH) Ul 2y | 4rnk + O(K?)
5: x4 = UUx3 4rn® + drnk
6: x5 = Lo tay tn?

Tablica 5.1: Distribucija broja operacija potrebnih za ra¢unanje vec(X (v))

Sada slijedi da je broj operacija potreban za ra¢unanje vec(X(v)) za prvu vrijednost
parametra v jednak 2(4rk + 4r + 4k + t)n? + O(rnk). Za svaku dodatnu evaluaciju od
vec(X (v)) potrebno je izra¢unati samo izraze 4 — 6, a to se moze izvesti u (4r + t)n? +

O(rnk) operacija.

Potpuno analogno algoritmu za problem optimizacije parametarski ovisne Sylvesterove
jednadzbe (Poglavlje 4), moze se izgraditi i algoritam za optimizaciju parametarski

ovisne T-Sylvesterove jednadzbe.
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5.4 Optimizacija rjeSenja parametarski ovisne T-Sylvesterove

jednadzbe

Pristupom sliénim kao u slucaju Sylvesterove jednadzbe, za parametarski ovisnu 7'-
Sylvesterovu jednadzbu (5.18) moguée je napraviti efikasnu proceduru za optimizaciju

rjesenja X (v) s obzirom na parametar v € R.

Koriste¢i formulu (5.19), prva i druga derivacija od vec(X (v)) dane su s

vee(X'(v)) = (Lg'U(I —vA) 'L + (5.20)
+ollg 'O — vA) AL — vA) VLG ) vee(E)

vee(X"(v)) = 2(Lg'U —vA) 'A(I —vA) 'L ! + (5.21)
+ol 7 0(( — vA) TP A (T — vA)TIVL Y vee(E) .

Sada se lako moze vidjeti da nakon Sto se koristeéi formulu (5.13) izracuna X (v), broj
dodatnih operacija potreban da bi se izracunalo X’ (v) i X”(v) za svaku je jednak O(rn?).
Jednostavnost racunanja derivacija implicira efikasnost koristenja Algoritma 8 takoder
i pri optimizaciji rjeSenja jednadzbe (5.18) s obzirom na parametar v € R primjenom

neke od metoda za optimizaciju diferencijabilnih funkcija.

Kriterij koji ¢emo koristiti za optimizaciju bit ée minimalni trag rjesenja X (v), odnosno
zelimo napraviti algoritam za minimizaciju funkcije v — tr(X (v)), gdje je X (v) rjesenje

jednadzbe (5.18). Primjetimo da zbog pretpostavke m = n, trag od X (v) uvijek postoji.

Kako je - tr(X(v)) = tr(4 X (v)), slijedi da prva i druga derivacija od tr(X (v)) mogu
izracunati iz formula (5.20) i (5.21) u malo operacija, te se optimizacijski proces moze
provesti koriste¢i neku od metoda za minimizaciju derivabilnih funkcija kao S$to je pri-

mjerice Newtonova metoda.

tr(X (v)) moze se izracunati koristeéi Algoritam 8 u 8(rk + r + k)n? + 2N + O(rnk)
operacija, a svaka dodatna evaluacija od tr(X (v)) moze se dobiti u 4rn? + N + O(rnk)

operacija.

Dodatne evaluacije mogu se izvrsiti jos efikasnije. Naime, jednakost
tr(X (v)) = vec(I)? vec(X)
moze se zapisati u obliku

tr(X (v)) = 20 + val (I — vA) tag, (5.22)
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gdje je

zo = vec(I)'Lytvec(E) eR,
a;, = @TEET vec (I) € R(r1tr2)n,

arp = Vﬂal vec(E) € RU1F72)n,

Sada se lako vidi da za svaku dodatnu evaluaciju od tr(X(v)) treba rijesiti sustav (I —
ka)U,;‘F:E = UkTaR i rezultat pomnoziti vektorom ay, pa je broj operacija potreban za
svaku dodatnu evaluaciju jednak 4(2k + 1)rn + O(k?).

Prva i druga derivacija funkcije F'(v) := tr(X(v)) dane s

F'(v) = af(I—vA)tag +val (I —vA)TAT —vA) ag,
F'(v) = 2af([ — vA)flA(I — qu)flaR + 2va€((1 — vA)flA)Q(I — vA)flaR,

te se one mogu izracunati u dodatnih 20rnk + O(k?) operacija.

Sada kada imamo efikasne metode za racunanje derivacija od tr(X(v)), optimizacija
vrijednosti od tr(X (v)) moze se napraviti koriste¢i primjerice Newtonov minimizacijski

proces.

5.5 Numericki primjeri

U ovom poglavlju usporedit ¢emo standardni algoritam za rjesavanje T-Sylvesterove jed-
nadzbe - Algoritam 6 s Algoritmom 7 opisanim u Poglavlju 5.2.1 s obzirom na preciznost

i broj elementarnih operacija.

Primjer 2. U ovom primjeru promatramo problem efikasnog rjesavanja parametarski

ovisne T-Sylvesterove jednadzbe
(Ag +vUI V)X 4+ XT(By + vl Va) = E. (5.23)

Usporedit éemo reziduale i broj rac¢unskih operacija za Algoritam 6 (koji je nadalje
oznacCen s GSchur) i i Algoritam 7 koji se zasniva na formuli (5.13). Linearni sustav
(I —|—A)x = y koji se javlja u koraku 3 Algoritma 7 bit Ce rijesen koristeci redukciju matrice
A na Hessenbergovu formu (oznaka SMi-exact) i FOM metodom (oznaka SMi-approx)

kao u Algoritmu 8. Rjesavat éemo jednadzbu sa sljedeéim matricama

Ap =rand(n), By = Ay — 51,
Uy = [rand(n, 1), €3], Uz = [rand(n,1),rand(n,1)], V4 = Vo = U{.
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Dobiveni rezultati prikazani su u Tablici 5.2, pri ¢emu d oznacava red matrice A. Vri-
jednosti rg, 7,74 su reziduali ||(Ag +vU1 V1) X + XT(Bg +vUsVa) — E||, pri cemu je X
dobiven redom metodom GSchur, SMW-exact i SMW-approx. U stupcu SMW-approx, k

oznacava dimenziju Krylovljevog potprostora u FOM.

Dimension GSchur SMW-exact SMW-approx

— — =1
n =50 (d = 200) rg=23-10"1% | rp=3.1-10"" Z ; ;g: :i ; zllé }8_10
k=20,74=11-10"°
k=30,74=29-10"1
E=20,74=5.2-10"°
k=30,7r4=32-10"1

n =100 (d=400) | rs =1.1-1073 | rg =2.1-10713

n =150 (d=600) | rg=5.1-10"3 | rpy=1.6-10"12

Tablica 5.2: Usporedba tocnosti metoda GSchur, SMW-exact i SMW-approx

Nadalje, promotrimo broj elementarnih operacija potrebnih za rjesavanje jednadzbe
(5.23) vise puta s razli¢itim vrijednostima parametra v € R. Primjerice, takav pro-

blem se javlja pri optimizaciji rjesenja X (v) s obzirom na parametar v € R.
Metoda GSchur ima slozenost 76n? za svaku vrijednost od v.

Racunanje rjesenja jednadzbe (5.23) kada se sustav s matricom (I + vﬁ) rjeSava re-
dukcijom matrice A na Hessenbergovu formu (SMW-exact) za prvu vrijednost od v ima
slozenost O(r3n?), a svako sljedeée rjesavanje jednadzbe (5.23) s drugom vrijednoséu v

ima slozenost O(r?n?).

Ako se sustav s matricom (I + vﬁ) rjeSava FOM metodom kao u SMW-approx, tada je
broj operacija potreban za prvo rjesavanje jednadzbe (5.23) jednak O(rkn?), a svako

sljedeée rjesavanje jednadzbe (5.23) s drugom vrijednoséu od v ima slozenost O(rn?).

Na Slici 5.1 prikazan je rast broja elementarnih operacija za sve tri metode kada se jed-
nadzba (5.23) rjesava sto puta s razli¢itim vrijednostima od v. Dimenzija k Krylovljevog

potprostora u FOM method uzeta je n/10.



72 Poglavlje 5 Sherman-Morrison-Woodbury-eva formula za T-Sylvesterovu jednadzbu

14

10 | | | |
2
S
©
[]
o
o
ks
)
Q0
=
>
c
"""" GSchur
100 + — — — SMW-exact |
— SMW-approx
10° . | | I
0 200 400 600 800 1000

Slika 5.1: Rast broja elementarnih operacija za GSchur, SMW-exact i SMW-approx
algoritme



Poglavlje 6

Optimizacija parametara pri

modalnom prigusenju

Postoji veliki broj parametarski ovisnih matri¢nih jednadzbi koje opisuju razne fizikalne
modele. Jedan od vaznijih primjera takvih modela su linearni vibracijski sustavi kod

kojih su parametri vezani za prigusenje.

U ovom poglavlju promatra se optimizacija rjeSenja parametarski ovisne Ljapunovljeve
jednadzbe koja dolazi iz problema optimalnog prigusenja sustava kada pretpostavimo da
je matrica prigusenja oblika D = f(M, K;a),a € R", a = (aq,...,a,). Tada je problem
optimalnog prigusenja s obzirom na kriterij minimalne prosje¢ne ukupne energije ekvi-
valentan problemu odredivanja optimalnog rjeSenja parametarski ovisne Ljapunovljeve
jednadzbe

A(a)X (a) + X(a)AT(a) = —Z

s obzirom na parametre aq, ..., i tako da vrijedi tr(X) — min.

6.1 Identifikacija i optimizacija modalnog prigusenja

Kao sto je veé receno u poglavlju 2.3.2; pri proucavanju dinamickih sustava opisanih
jednadzbom
Mi+Di+ Kz=0 (6.1)

vrlo vazan problem koji se javlja je analiza titranja sustava koje se javlja kao odgovor
na pomak sustava iz polozaja ravnoteze.

Sastavni dio tog problema je problem konstrukcije matrice prigusenja D.

U ovom poglavlju pretpostavljamo da sustav nema vanjskog prigusenja, odnosno da se

matrica prigusenja D sastoji samo od komponente unutarnjeg prigusenja, D = C,,.

73
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Problem konstrukcije matrice unutarnjeg prigusenja D u jednadzbi (6.1) sastoji se od
dva dijela. Prvi dio odnosi se na problem odabira oblika matrice D kojime se prigusenje
u promatranom problemu modeliranom jednadzbom (6.1) opisuje na najbolji moguéi

nacin. Opcenito, matrica prigusenja je oblika
D:f(M,K;al,...,ak), (6.2)

gdje je f neka dana funkcija. Za veéinu prakti¢nih problema ovog tipa postoji uvrijezen
fizikalno opravdan oblik prigusenja koji se najcesée koristi. Opravdanost konkretnog
odabira funkcije f za primjere koji ¢e se promatrati u ovom poglavlju je izvan naseg

interesa.

Sljedeé¢i modeli prigusenja cesto se koriste u problemima razli¢itog tipa:

1) prigusenje proporcionalno masi: D = oM (vidi primjerice [55, 52, 54]);
2) prigusenje proporcionalno krutosti: D = K (vidi primjerice [16, 72]);

3) Rayleigh-evo ili proporcionalno prigusenje: D = aM + K (vidi primjerice [75,
42, 53, 51]);

4) Generalizirano proporcionalno prigusenje:
D=Mfi(M'K)+ K fo(K~*M)

gdje su f1 i fo analiticke funkcije u okolini svih svojstvenih vrijednosti matrica u

argumentima (vidi [2]).

Svi navedeni modeli prigusenja imaju svojstvo da se pripadna matrica prigusenja moze
istovremeno dijagonalizirati kongruencijom kao i par (M, K), tj. da postoji regularna
matrica ® takva da su ®TM®, ®TK® i ®TD® dijagonalne matrice. Takvi sustavi
nazivaju se modalno priguseni sustavi (vidi primjerice [19, 69, 68]). Nuzan i dovoljan
uvjet da bi se pozitivno definitne matrice M, D, K mogle istovremeno dijagonalizirati je
da je (vidi [18, 69])

KM~ 'C=CM K.

Druga karakterizacija, dana u [2], je da se D moze prikazati kao
D=MfA(M'K) + K fo(K~' M), (6.3)

gdje su f1 i fo analiticke funkcije u okolini svih svojstvenih vrijednosti matrica koje su
im argumenti, tj. f; u okolini wJQ-, j=1,....n,a fo u okolini 1/0.;]2-, j=1,...,n, gdje

su w1, ...,w, neprigusene vlastite frekvencije promatranog sustava.
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Nakon $to je odabran oblik prigusenja, tj. kada je odabrana funkcija f u (6.2) ili funk-
cije f1 1 fo u (6.3), sljedeéi problem je problem odredivanja parametara ai,...,ax. Taj
problem se moze promatrati na dvije razine. Zelimo li modelirati ponasanje konkretnog
objekta koji ima svoje (nama nepoznato) prigusenje, potrebno je identificirati parame-
tre. Identifikacija se radi pomoc¢u eksperimentalnih mjerenja velicina koje su potrebne za
identifikacijsku metodu. Primjerice, u [1, 2] predlozena je jednostavna metoda identifi-
kacije za generalizirano proporcionalno prigusenje za koje je potrebno mjerenje prirodnih
frekvencija i faktora prigusenja. Takoder, u [1] dan je popis i odgovarajuée reference za

danasnje state of the art metode identifikacije.

Druga moguénost je da promatramo razna moguca prigusenja nekog modela objekta,
odnosno razne prototipove. Primjerice, simuliramo ponasanje zgrade pri potresu mije-
njaju¢i materijal od kojega je napravljena. Prilikom takvih analiza dobro je znati Sto je

najbolje mogucée ponasanje, odnosno koje prigusenje je optimalno.

U tom slucaju problem odredivanja parametara reducira se na problem odredivanja

optimalnih parametara a1, ..., ay s obzirom na neki optimizacijski kriterij.

Mnogo je optimizacijskih kriterija za ovakav optimizacijski problem. Generalno, kriteriji

se mogu podijeliti u dvije skupine.

Prvu skupinu ¢ine kriteriji koji se odnose na spektar matrice A dobivene linearizaci-
jom sustava (vidi (2.12)). U navedenu skupinu kriterija pripadaju kriterij minimalne
spektralne apscise koji se odnosi na minimizaciju funkcije max Re()\;), gdje su \;, i =
1,...,2n svojstvene vrijednosti matrice A (vidi primjerice [20, 26, 46]). Ovaj optimizacij-
ski problem mozZe se promatrati bez ogranicenja ili uz dodatni zahtjev | max Im(\;)| < a,
gdje je a neki pozitivan broj (vidi [11]). Drugi koristeni kriterij ovog tif)a je je kriterij

koji zahtjeva minimizaciju funkcije max R‘eﬁ") (vidi [45, 46]). Kriterijima vezanim za
1 X2

spektar matrice A moze se pridruziti i kriterij minimizacije tzv. zagladene spektralne
apscise (vidi [66]) koji je pokusaj prevladavanja problema s nediferencijabilnoséu funkcija

u prethodno navedenim kriterijima.

Druga skupina kriterija odnosi se na matricu X koja je rjeSenje sustavu pripadne Lja-

punovljeve jednadzbe (vidi primjerice [7, 20, 21, 46))
AX + XAT = -7,
gdje je A oblika (2.12). U ovoj kategoriji mozemo promatrati tri kriterija optimalnosti:
a) kriterij minimalnog tr(X);

b) kriterij minimalne || X ||2;

c) kriterij minimalne || X|| .
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Kriteriji a), b) i ¢) su kriteriji s diferencijabilnim konveksnim funkcijama koje se trebaju

minimizirati, $to je znacajna prednost u usporedbi s kriterijima iz prve skupine.

U ovom poglavlju promatrat ¢e se razni modeli proporcionalnog i generaliziranog propor-
cionalnog prigusenja i izvesti optimalni parametri s obzirom na optimizacijske kriterije
a), b) i ¢). Takoder, usporedit ¢e se neki specifiéni problemi s obzirom na procijenjene i

optimalne parametre.

6.2 Modalno prigusenje i parametarski ovisna Ljapunov-

ljeva jednadzba

Promatramo modalno prigusenje, odnosno pretpostavljamo da se matrica prigusenja
D=f(M,K;aq,...,ax),
moze dijagonalizirati s istom matricom ® kao i par (M, K), odnosno da je oblika
D=Mf(M'K)+ K fo(K~'M),

kao u (6.3).

Zelimo odrediti optimalne parametre a, ..., oy koji osiguravaju optimalno prigusenje
oblika (6.3) s obzirom na kriterije a), b) i ¢) minimalnog traga, minimalne spektralne

norme i minimalne Frobeniusove norme.

Za svaki od tih kriterija potrebno je odrediti rjesenje pripadne Ljapunovljeve jednadzbe
AX + XAT = 7. (6.4)

ovisno o izboru oblika matrice D definirane s (6.3).

U tu svrhu neka je @ matrica koja istovremeno dijagonalizira matrice M i K, tj. takva
da je ®TM® = Ii ®TK® = Q2 gdje je Q = diag(w,...,wy), pri éemu su 0 < w; <
-+« < wy. Lako se vidi da je tada

»'Dd = TMf{(M KD+ OTK fo(K~1M)®
= oTMOT fi(MK)® + T KODT fo( K1 M)®
= fLIOTM1edTK®) + Q2 fo(dT K1 odT M®)
= [i(Q°) + (27,
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pa iz (2.13) slijedi da je matrica A u (6.4) oblika

A_] 0 Q ]
-2 —(A@)+2H(Q7Y) |

Kako bismo pojednostavili daljnji racun, na jednadzbu (6.4) primjenit ¢emo tzv. perfect
shuffle! permutacijsku matricu P, odnosno, jednakost (6.4) slijeva pomnozit ¢emo s PT

a zdesna s P, te dobiti sljede¢u parametarski ovisnu Ljapunovljevu jednadzbu

s -~ - Irs O
AX(ozl,...,ak)—I—X(al,...,ak)AT:—[ (2)5 0], (6.5)
gdje je A blok dijagonalna matrica oblika
A
A=rpPTAP = ,
4,
pri ¢emu su blokovi fh, . ,/Tn od A dani s
. 0 ; N
A = [ wt ], ti = fiw?) + Wl fo(w;?), i=1...,n (6.6)
—wi i

te X = PTXP.

Sada je lako izraCunati i rjesenje jednadzbe (6.5). Naime, particioniramo li X u skladu
s blokovima od A, jednadzba (6.5) prelazi u oblik

Ay X111 ... Xin X111 ... Xin A\T
. Iss O
. + —
I D Y I o
An an Xnn an Xnn 25

pri ¢emu je X hermitska matrica. Sada nadalje blokove od X moZemo dobiti rjesavanjem
pripadnih 2 x 2 Ljapunovljevih jednadzbi. Odmah se lako vidi da su izvan-dijagonalni
elementi od X nul-matrice, te da je samo prvih s dijagonalnih blokova od X netrivijalno.

Ostali dijagonalni blokovi dobivaju se rjesavanjem Ljapunovljevih jednadzbi

/Ti)?ii—l-j(\'ii.z?:—[, i1=1,...,s.

! Perfect shuffle permutacija skupa S = {1,2,...,2n} je funkcija f: S — S definirana s f(k) =
2k —1 k<n
2(k—-n), k>n "’
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Uz oznaku G
pripadna 2 x 2 Ljapunovljeva jednadzba koja daje i-ti dijagonalni blok od X je oblika
0w acgii) xgi) x&ii) xgi) 0 —wi | | -1 0
—w; —t xgm) ac:(g”) xén) acé”) wi  —t; 0 -1
Rjesenje prethodne jednadzbe je

242
R 2w; ;‘ti 1
X’i’i — Qwi t; 2w; ,

+

_ 1 1
2w; t;

te je u konacnici rjesenje pocetne jednadzbe (6.5) dano s

X1 [ 2w2+t2 1
v Y. 2w2t; T 2w; _
X = s X” = wzlt‘ 1w1 , 1= ]., , S, (67)
Xnn 2w; t;
-~ Joo
X = i=s+1,...,n.
23 O 0 b ) b

Iz formule (6.7) za rjesenje Ljapunovljeve jednadzbe (6.5), koristeéi invarijantnost traga
i norme s obzirom na permutaciju, dobivamo eksplicitne formule za funkcije koje pro-

matramo:

a) za trag:

tr (X) =tr(X) = <t21+222>, (6.8)

i=1 i
b) za spektralnu normu:

. dw? + 7 4t /4w? + 12
| X2 = max A(X)= max ! ‘ . ‘ ’ (6.9)

xeo(X) =18 dwit;

¢) za Frobeniusovu formu:

| X || ZS: (2 + tlz + 5 ) (6.10)
F= st at53 .
t? 4cu;L 2%‘2

i=1

pri Gemu je t; = f1(w?)+w? fa(w; ?). Primjetimo da izraz t; ovisi o parametrima, odnosno

t; je zapravo oblika t;(w;; a1, ..., ), i =1,...,n.
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U sljede¢em poglavlju promotrit ¢emo optimalne parametre za neke konkretne oblike

prigusenja, tj. za konkretne odabire funkcija f1 i fo u (6.3).

6.3 Razliciti oblici prigusenja
6.3.1 Prigusenje oblika D = aM

Najjednostavniji oblici prigusenja su D = aM i D = K. Model prigusenja D = aM
vrlo je jednostavan i u smislu racunanja optimalnih parametara, jer se mogu dobiti
eksplicitne formule za optimalne parametre za svaki od tri promatrana minimizacijska
kriterija a), b) i c).

Prigusenje D = oM, a > 0 je oblika (6.3) uz f; := «, fo := 0. Tako definirano

prigusenje D u faznom prostoru zadovoljava
3'DP =ad" MO = al.

Kako je za ovu vrstu prigusenja t; = «, za sve i = 1,...,n, formule (6.8) i (6.10) mogu

se reducirati na oblik
28 ae- 1

(X)) =—+ 7 > (6.11)

o P w?’

2s . a? 3
X = | — —+ —=). 6.12
X7 ¢a2+i:1(4w§+2w3) (6.12)

Jos je preostalo pogledati oblik na koji se reducira formula (6.9). U tu svrhu najprije
pogledajmo na kojoj neprigusenoj svojstvenoj vrijednosti se postize maksimum na desnoj

strani izraza (6.9). Definirajmo funkciju g: Ry — R formulom

B 4% + o + av4w? + a2

4w2a

g(w;a)

Vrijedi
2
dg(w;) _ Vigrar — VA’ +o? —a
- 5.3 <0, YVa >0,

odnosno da je g padajuéa funkcija varijable w pa se maksimum na desnoj strani od (6.9)

postize na wy. Sada je spektralna norma dana s

4w? + a? + ay/4w? + a2
1X |2 = — ! . (6.13)

2
dwia




80 Poglavlje 6 Optimizacija parametara pri modalnom prigusenju

Odredimo sada optimalan parametr o > 0 za prigusenje proporcionalno masi, D = oM,

s obzirom na kriterij a), b) i c).

Za optimalni parametar s obzirom na kriterij a), odnosno kriterij tr(X) — m>i{)1, odredimo
e

derivaciju od (6.11) po a:

dir(X) ~ 2s 1 ® 1

25w

(6.14)

doe a2

Izjednac¢imo li (6.14) s nulom, dobivamo tocku lokalnog minimuma

S
* —
Qer(X) = 2 s 1-°
i=1 2
k2

Nadalje, u svrhu odredivanja optimalnog parametra s obzirom na kriterij b), odnosno

kriterij || X |2 — m>i{]1, odredimo derivaciju od (6.13) po «:
(0%

a? —4w? + o’
Xz _ HMRVEE S, (6.15)

do dwia?

Nakon izjednac¢avanja izraza (6.14) s nulom, dobivamo tocku lokalnog minimuma
aﬁXH2 = w1/ 2(\/5 — 1)

Naposlijetku, u svrhu odredivanja optimalnog parametra s obzirom na kriterij ¢), od-

nosno kriterij || X||p — Inil(r)l, odredimo derivaciju od (6.12) po a:
a>

d|| X ||% 45 1 1
==t e 1
da a3 + 205171 w (6.16)

Izjednac¢imo li (6.16) s nulom, dobivamo tocku lokalnog minimuma

*
= 4 —
XX r .

Kako su sve tri promatrane funkcije (6.11) — (6.13) strogo konveksne na (0, co), slijedi

da su lokalni minimumi ujedno i globalni, tj. optimalni parametri postoje i jedinstveni.
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Sazeto, jedinstveni optimalni parametri za prigusenje oblika D = aM, « > 0 s obzirom

na kriterije a), b) i ¢) dani su (redom) s

S 8s

Mr(x) = 2

10 -
z:l 2 i 1 4
7 ’L

Primjedba 6.3.1. Primjetimo da optimalni parametar s obzirom na kriterij minimalne

spektralne norme ne ovisi o s, odnosno ne ovisi o tome koji dio spektra Zelimo prigusiti.

6.3.2 Prigusenje oblika D = K

Slican pristup onome iz prethodnog poglavlja moze se koristiti i za odredivanje opti-
malnih parametara za prigusenje proporcionalno krutosti, tj. prigusenje oblika D =
BK, B> 0. To je takoder uz f1 := 0, fo =  prigusenje oblika (6.3). U ovom slu¢aju je

DD = T K = 02

it;=pw? i=1,...,n.

Pogledajmo na koji oblik se u ovom sluc¢aju reduciraju formule (6.8) — (6.10). Za trag i

Frobeniusovu normu vrlo jednostavno iz (6.8) i (6.10) dobivamo formule

sB 21
tr( X)=—+4+-=) —, 6.18
0=F+53 5 (6.18)
B%s 2 3
X% = f+2( 2t 3 53) (6.19)
4 [2w w2
Za odredivanje formule za spektralnu normu, najprije trebamo ispitati monotonost funk-
cije
h(w: 5) 4w? + (Bw?)? + (Bw?) VAw? + (Bw?)? _ 4+ B%® + Bwy/4 + 5%2
w; B) =
’ 4w?(fuw?) 4w? 3
Vrijedi

dh(w; 8) _ \/4+/32 7 AVt -
dw Buw3

<0, V3 > 0,

odnosno h padajuéa funkcija varijable w pa se maksimum na desnoj strani od (6.9)

postize na wy. Sada je spektralna norma dana s

4+ BPuf 4 Bwiy/4 + Brwi
1X |2 = ! L (6.20)

4Bw?
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Odredimo sada optimalni parametar 8 > 0 za prigusenje proporcionalno krutosti, D =

BK, s obzirom na kriterij a), b) i ¢).

U svrhu odredivanja optimalnog parametra s obzirom na kriterij a), odredimo derivaciju
od (6.18) po S:

dtr(X 2 1
Z; ):;_W;w? (6.21)

Izjednacimo li (6.21) s nulom, dobivamo tocku lokalnog minimuma

. 1< 1
Ba(x) = 2 E;w?

Nadalje, kako bi odredili optimalni parametar s obzirom na kriterij b), odredimo deri-
vaciju od (6.20) po f:

8202 + Bui g
iixty P o
g 4?32 ' '

Izjednac¢imo li (6.22) s nulom, dobivamo tocku lokalnog minimuma

1
Bix|, = o1 2(v5 —1).

Naposlijetku, odredimo jos optimalni parametar s obzirom na kriterij c¢). Derivacija od

(6.19) po § dana je s

d| X|iE _ Bs 4 s
_ps_ 2 2
a3 5 (6.23)

Izjednac¢imo li (6.23) s nulom, dobivamo tocku lokalnog minimuma

8- 1
* _ 4
Bixie = | 32 1: o
1=

Sli¢no kao i kod prigusenja proporcionalnog masi, i ovdje su sve tri promatrane funkcije
(6.18) — (6.20) strogo konveksne na (0, 00), iz ¢ega slijedi da su lokalni minimumi ujedno

i globalni, tj. optimalni parametri postoje i jedinstveni su.

Sazeto, jedinstveni Optimalni parametri za prigusenje oblika D = K, 8 > 0 s obzirom

na kriterije a), b) i ¢) dani su (redom) s

1 1 8 1
*Btr(X) =2 7 fB||X||F > BHXHQ \/T (6.24)
=1

2—1 Wi 2— w
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Primjedba 6.3.2. Primjetimo da, kao i u slucaju D = aM, i u slucaju D = K
optimalni parametar ﬁﬁ‘XHQ ne ovist 0 s, odnosno ne ovisi o tome koji dio spektra Zelimo

Prigusiti.

Optimalni parametri za prigusenja oblika D = oM i D = K mogu se dovesti u vrlo

blisku vezu. Iz izraza (6.17) i (6.24) lako se vidi da optimalni parametri zadovoljavaju
* 4 % "
ahnBicn =4 alx) B = 2V4 afxpBixg, =205 - 1),

Sto znaci da rjeSenje problema optimalnih parametara za jedan od problema D = aM i

D = BK izravno daje i optimalne parametre za drugi problem.

6.3.3 Rayleigh-evo prigusenje D = aM + K

Proporcionalno prigusenje kod kojega je matrica prigusenja izrazena kao linearna kom-

binacija matrica mase i krutosti,
D=aM+pK, o, 20, a+#0,

naziva se Rayleigh-evo? prigusenje. U faznom prostoru Rayleigh-ovo prigusenje dano je
S
o7 (aM + BK)® = ol + Q2.

U ovom modelu prigusenja optimalni parametri nisu dani eksplicitno kao u prethodnim
modelima prigusenja. U sluc¢ajevima kad koristimo kriterije a) i ¢), optimalni parametri
dani su impolicitno kao jedinstvena rjesenja sustava od dvije nelinearne jednadzbe. Kri-
terij b) ne daje jedinstvene optimalne parametre (ali svi parovi optimalnih parametara
leze na istom pravcu pa se mogu jedni pomoc¢u drugih lako dobiti iz linearne jednadzbe

koju zadovoljavaju).

Najprije promatramo optimizaciju s obzirom na kriterij a). Kako je za ovaj oblik prigu-

Senja t; = a + fw?, slijedi da je trag od X dan s

S 2 2
tr(x) =3 (a Tt @ ;f;‘% ) . (6.25)

=1

Definirajmo funkeiju g (x): R2 - Ry s Jir(x)(, B) = tr(X), pri ¢emu je desna strana

dana formulom (6.25). Izjednacavajuéi parcijalne derivacije funkcije g(x) s nulom,

2Lord Rayleigh (1842.-1919.) - engleski matematicar i fizicar, dobitnik Nobelove nagrade za fiziku
1904. U svojoj knjizi The theory of sound objavljenoj 1877. godine koristi model prigusenja koji se danas
naziva njegovim imenom.
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dobivamo sljedeéi sustav nelinearnih jednadzbi

u -2 1
E — 55 T g — = 0, (6.26)
2 2
i=1 (@ + fuwr)? i1 2w
® —2w? s
E ———4- = 0.
—~ (a + Bw?)? + 2

Rjesenja gornjeg sustava, ukoliko postoje, daju kandidate za optimalne parametre pro-

matranog problema. Pripadni Hessijan je

pri ¢emu t; = a + Bw?. Ocigledno je Y7, ;% pozitivna, kao i

16w 16w

det(H) = ZZ e ZZ t3t3 (6.27)

11]1 ] i=17j=1

° (16w 16w2w2- 16w?
= Z Z t3t3 - t3;3 ’ + t3t3j
i=1j5=i+1 (] (]

S S 16
- £ 5 k-t

Sada uz pretpostavku da nisu svi w;, i = 1,...n jednaki (Sto je sa fizikalnog stajaliSta
vrlo razumna pretpostavka), iz Sylvesterovog kriterija slijedi da je Hessijan H pozitivno

definitan. To znaci da ako optimalni parametri postoje, onda su jedinstveni.

Jos je ostalo za provjeriti egzistenciju optimalnih parametara, odnosno egzistenciju mi-
nimuma funkcije gi,(x). Bududi da se je g, (x) strogo konveksna funkcija, ona sigurno
postiZze minimum na zatvaracu domene. To znaci da ako dokazemo da se minimum ne
postize na rubu domene, onda se mora postizati u njenom interioru, te se onda dobiva

rjeSavanjem sustava (6.26). Dokaz toga dan je u sljede¢oj propoziciji 3

Propozicija 6.3.3. Ako suw; < wy < ... < ws iw; < ws, onda postoji tocka (a*, *) €
D', D' ={0,+00) x (0,400) u kojoj funkcija g: D — R, D = [0,400) x [0,400) zadana

s
> 2 o+ fw?
Gue(x)y (o, B) = ( 5 T 2 >
—\a+ Bw;

2w;

postize globalni minimum.

3Zahvaljujem se prof.dr.sc. Kristianu Sabi na vrlo korisnoj diskusiji vezanoj za egzistencijski problem
razmatran u Propoziciji 6.3.3.
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Dokaz. Funkcija gi,(x) je neprekidna i strogo konveksna funkcija na D. Stoga, da bismo
dokazali gi(x) postize globalni minimum u interioru domene, dovoljno je dokazati da
tocke na rubu domene D, odnosno tocke oblika (0, 5),8 € [0,00), (a,0),a € [0,00) i
(a, B), |[(cr, B)|| = o0 nisu tocke minimuma.

Za tocke koje zadovoljavaju ||(c, B)|| — oo vrijedi g (x)(a,8) — oo, te se u njima
ne postize minimum. Za tocke oblika (0,3), € [0,00), iz nejednakosti aritmeticke i

geometrijske sredine dobivamo

S

2 1 B 1
Gir(x) (0 BZ o T 5822, Z 02
=1 Z =1 Z
L N . 2 lwl g
pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako je § = 2\/ ——— =: (1. Pokazimo da

mozemo pronaéi tocku u D’ u kojoj je vrijednost funkcije gtr( x) manja od g;. Lako se
vidi da je
Hm g (x) (e, B1) = g1,

a—0t

a—0+ Q@ a—0+ o+ Brw?

. dguoo(a, Br) s -2 S01
lim ——————~ = lim Z( )2 +;2w%

2
s 1
1( i:lwz> 32217
5 s
2 =1

- <0,
72

pri ¢emu posljednja stroga nejednakost slijedi iz Cebisevljeve nejednakosti. To znaci da
je za dovoljno mali a dunkcija o — g(x)(a, £1) strogo monotono padajuca funkcija.

Stoga, postoji interval (0, o) takav da je

Gtr(X) (Oé, 61) < 41,

za sve a € (0,ap). Nadalje, to znaci da gi,(x) ne postize minimum u tockama oblika
(0,8), 5 € [0,00). Za tocke (a,0),a € [0,00) vrijedi

2 a1 S01
Jer(x) (s 0)2534‘5;“72224 3;@:917

pri ¢emu vrijedi jednakost ako i samo ako oo = 2 Zs% =: a7. Veé¢ smo pronasli

i=1 w2
tocku u D’ u kojoj je vrijednost od ger(x) manja od g1, pa gi(x) ne postize minimum ni
u tockama oblika («a,0), a € [0, 00).

Time je dokazano da gi;(x) mora postizati minimum u interioru svoje domene. O
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Sli¢no kao za kriterij a), i kriterij ¢) minimalne Frobeniusove norme takoder daje impli-
citno definirane jedinstvene optimalne parametre. Frobeniusova norma za Rayleigh-ovo

prigusenje definirana je s

> a + Bw?)?
||X||%:Z< 2 lotbw)” 3 ) (6.28)

—\(a+ Bw?)? 4w 2w?
Definirajmo funkciju g x|, : R2 - Ry s gx| (e, B) = | X%, pri éemu je desna strana

dana formulom (6.28). Izjednacavaju¢i parcijalne derivacije funkcije g|x, s nulom,

dobivamo sljedeé¢i sustav nelinearnih jednadzbi

- -8 o+ fw?
Z (Oé—|— ﬁW?)B + Z w4 - O’

i=1 i=1 (

° —8uw? o+ fwl
Z (a+ pw?)3 + Z w2 0-
i=1 i i=1 i

Sliéno kao u prethodnom slucaju, moze se provjeriti da je uz pretpostavku da nisu
svi wj, ¢ = 1,...n medusobno jednaki, funkcija g) x|, strogo konveksna i da postize
minimum na (0,00) x (0,00). To znaé¢i da prethodni sustav ima jedinstveno rjesenje,

odnosno optimalni parametri postoje i jedinstveni.
Za razliku od kriterija a) i ¢), za kriterij b) optimalni parametri opéenito nisu jedinstveni.

Sli¢no kao i za (6.13) imamo da se maksimum na desnoj strani od (6.9) postize na w;

pa je spektralna norma za Rayleigh-evo prigusenje dana s

X1 4w? + o+ Bw? + (a+ Bw?) /(4 + B)w? + « (6.29)
2 = . .

4w (o + Pw?)

Definirajmo funkciju g xy,: RZ — Ry s gy x|, (v, 8) = | X |2, gdje je | X |2 dano s (6.29).
Moze se vidjeti da je determinanta Hessijana funkcije g x|, jednaka nuli te je Hessijan
pozitivno semidefinitan, $to za posljedicu ima da optimalni parametri nisu jedinstveni.

Egzistencija optimalnih parametara pokazuje se sli¢no kao i za (6.25).

Nejedinstvenost optimalnih parametara u ovom slucaju mogla se uociti i odmah na
samom pocetku razmatranja. Izraz (6.29) odgovara spektralnoj normi rjesenja 2 x 2
Ljapunovljeve jednadzbe s prvim blokom matrice A" definirane s (6.6). Preciznije, pro-
matrana spektralna norma zadovoljava || X ||2 = || X1]|2, gdje je X1 rjeSenje Ljapunovljeve

jednadzbe

0 w1

AL XD+ XNANT =1, gdjeje Al =
141 1(A1) 1 o —(a+ )
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Sada se vidi da ako je optimalno prigusenje jednako —d,,¢ (odnosno ako je element (2,2)
matrice A} jednak —dop), tada za bilo koji parametar § mozemo izrac¢unati odgovarajuéi

parametar « tako da je a + fw? = dopt. Stoga, skup optimalnih parametara jednak je
S ={(a, ) € R : a+ Bwi = dopt}- (6.30)

U slucaju Frobeniusove norme taj efekt se ne dogada iz razloga S$to taj pristup uzima u

obzir sve blokove od A’.

Naposlijetku, primjetimo da iz slucaja D = oM ili D = BK mozemo odrediti i dyp;.
Znamo da je (a|*|X”2,O) € S. Iz (6.17) i (6.30) vidimo da za odabir (a, 8) = (aﬁXHZ,O)

slijedi da je dopt = w11/2(v/5 — 1) (isti izraz dobiva se i iz (6.24) za odabir («,f) =

(0, 5\TX||2>)' Sada zakljucujemo da je skup parametara za minimizacijski kriterij b) dan
S={(a,8) ER% : a+ fw} =wi\/2(V5 - 1)}.

6.3.4 PriguSenje oblika D = oM + M2/ M—1/2K M-1/2)M1/?

S

U ovom poglavlju promatramo prigusenje oblika

D = aM + BMY2V/ M2 K M~1/2M1"/2, (6.31)

ili u faznom prostoru
TDP = ol + BAQ.

Ovaj slucaj modela prigusenja je vrlo zanimljiv u smislu ra¢unanja optimalnih parame-
tara. Pokazat ¢e se da su za optimizacijske kriterije a) i ¢) optimalni parametri dani

eksplicitno i ne ovisi o dimenziji kao ni o matricama M, K.

Najprije ¢emo promotriti optimizacijski kriterij a). Iz formule (6.8) s t; = a + Sw;

dobivamo da je u ovom slucaju trag matrice X dan s

s 9 ;
(X)) =% <a ot < ;w’gw ) . (6.32)

=1

Izjednacavajuéi parcijalne derivacije od (6.32) s nulom, dobivamo sljedeé¢i sustav neline-

arnih nejednadzbi

5 -2 S.01
=0,
; (o + Bw;)? ; 2w?
S e
— (a+ Bwi)? — 2w
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Lako se provjeri, isto kao i u (6.27), da je uz Hessijan funkcije hy(x)(, 8) = tr(X)
pozitivno definitan (uz uvjet da nisu svi w;, i = 1,...,s isti). To znaci da je hyy(x)(c, 3)
strogo konveksna pa stoga ako promatrani sustav ima rjesenje, ono je jedinstveno. Oc¢i-
gledno par a = 0 i 8 = 2 rjesava navedeni sustav, stoga je optimalno prigusenje oblika
(6.31) s obzirom na kriterij a) dano s ® D® = 2Q, odnosno

D = 2MY2/ M-12 K M—1/2 012,

Ovaj rezultat je specijalan slucaj generalnog rezultata o optimalnom prigusenju koji je

dan u [19], te joS opcenitije u [46].
Optimizacijski kriterij c) daje rezultat slicnog oblika.

1z (6.10) uz t; = a+ Sw; dobivamo da je kvadrat Frobeniusove norme za slu¢aj prigusenja
oblika (6.31) dan s

s 2 2
IX\I%=Z<2+O‘ a—iJrB +6>. (6.33)

=\ (ot fwi)?  dwf 2w 4w?

Opet se lako provjeri da je hy x|, (a, ) = || X||% strogo konveksna funkcija. Izjednacava-

njem parcijalnih derivacija te funkcije s nulom, dobivamo sustav nelinearnih jednadzbi

® —4

*L o+ Buw;
= 4 SRR,
; (o 4 Bwi)? ; 2w}
® —4w; e + 5(,4)@'
S )
2 i Pt

Kako par a =01 8 = 21 rjeSava prethodni sustav, optimalno prigusenje oblika (6.31) s

obzirom na kriterij ¢) dano je s ®' D® = Q%Q, odnosno

D = 21 MY2/ M2 K M—1/2 )12,

Optimizacijskom kriterij b) koji koristi spektralnu normu mozemo pristupiti na isti nacin
kao i u prethodnom poglavlju. Optimalni parametri nisu jedinstveni i slijedi da je skup
optimalnih parametara dan s {(a, ) € R : a + Bw; = wi/2(vV5 — 1), a, 8 > 0}.

Primjerice, jedan par optimalnih parametara je (0, 1/2(y/5 — 1)) i on ne ovisi o dimenziji,

masama i krutostima. Odgovarajué¢e optimalno prigusenje oblika (6.31) s obzirom na
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kriterij b) dano je s @7 D® = {/2(v/5 — 1)Q ili
D =/2(v5 - 1)MY2/ M-12KM-1/2M"/?,

6.4 Numericki primjeri

U ovom poglavlju promotrit ¢emo nekoliko numerickih primjera u kojima ¢e se modi
uocditi neke zanimljivosti koje se javljaju pri proucavanju titranja s modelima priguse-
nja promatranim u prethodnom poglavlju, te s optimalnim parametrima s obzirom na

prethodno uvedene optimizacijske kriterije.

U prvom primjeru medusobno ¢emo usporediti titranja sustava s razli¢itim modelima
unutarnjeg prigusenja i s optimalnim parametrima izracunatim koriste¢i optimizacijske
kriterije a), b) i ¢).

Kako je nas cilj odrediti optimalno prigusenje koje osigurava optimalno iS¢ezavanje po-
maka x, gdje je x rjesenje jednadzbe (2.9), usporedba ée biti napravljena s obzirom na

maksimalnu amplitudu i brzinu iS¢ezavanja pomaka.

Prisjetimo se da se x dobiva koristeéi rjesenje jednadzbe (2.11) koje je dano s

o QP 1z
y=eyo,  gdje je yzlyllzl iy ]
Y2 Pz

Sada slijedi da je
(1) = 2Q (1),

gdje je [y1 ()T, y2(t) 11T = eAyp.

U svrhu medusobne komparacije optimalnih parametara, prvo ¢emo uvesti kriterij uspo-
redbe: maksimalna amplituda pomaka x u danom vremenskom intervalu [tg,¢1]. Mak-

simalna amplituda a,,q; racuna se na sljedeéi nacin

Cmaz = torgfél 112%){11 EAGIE (6.34)

Uz navedeni kriterij, takoder ¢e se promatrati i kako brzo gibanje iS¢ezava, odnosno
vrijeme potrebno da se sustav umiri. U tu svrhu graficki éemo prikazivati ponasanje

pomaka u vremenu (povijest pomaka x).

Primjer 3. Promatrajmo harmonijski oscilator s n masa kao na Slici 6.1. Matrice M i
K iz jednadzbe (2.9) dane su s

M = diag(my,ma,...,my),



90 Poglavlje 6 Optimizacija parametara pri modalnom prigusenju

k14 ks —ko
—ka ko4 ks —ks

_kn—l kn—l + k'n _kn
_kn kn + kn+1

U ovom primjeru promatrat ¢e se sljedeéa konfiguracija:

n = 100,
m;=1, 1=1,...,n,

k=1, i=1,...,n+1.

Nadalje, pretpostavit ¢emo da se zeli prigusiti najmanjih 10 neprigusenih svojstvenih

frekvencija, odnosno da je s = 10.

my meo

k1 ko k‘g kn kn+1

Slika 6.1: Harmonijski oscilator s n masa

Prilikom usporedbe koristit ¢e se sljedecée vrijednosti: yo = 0.01 - [1,1,..., 1]T, to =01
t1 = 500.

Prigusenje oblika D = aM. Najprije ¢emo upsorediti optimalne parametre za pri-
gusenje D = oM s obzirom na kriterije a), b) i ¢). Optimalni parametri, vrijednosti
funkcija koje minimiziramo i maksimalna amplituda ame, (definirane s (6.34)) dani su
u Tablici 6.1.

a tr(X) | IXl2 [ X[lF | ¢mas
Kriterij a) | 0.158 | 253.1908 | 91.0389 | 102.0827 | 0.0891
Kriterij b) | 0.0489 | 448.1499 | 53.5338 | 107.05 | 0.0936
Kriterij ¢) | 0.0912 | 292.3717 | 63.0618 | 84.9275 | 0.0916

Tablica 6.1: Usporedba optimalnih parametra za prigusenje oblika D = oM dobivenih
s razli¢itim optimizacijskim kriterijima

Na Slici 6.2 dan je prikaz pomaka svih masa (preciznije, zbog preglednosti slike dan je
pomak svake pete mase) s obzirom na svaki od kriterija a), b) i ¢). Na Slici 6.3 dan
je graf pomaka 15. i 50. mase u vremenu uz prigusenje D = aM s obzirom na sva tri

kriterija.
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Kriterij a)

-0.1 L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
vrijeme (s)
T T T T T T T
e)
g
<
. 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
vrijeme (s)

Kriterij )

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
vrijeme (s)

Slika 6.2: Pomak svih masa za prigusenje D = M s obzirom na kriterije a), b) i c)

Prema slici moze se zakljuciti da se sustav iz ovog primjera najbrze smirio uz upotrebu
kriterija b), no u slucaju kriterija b) takoder imamo i najveéu amplitudu. Kriterij a) je
dao najmanju amplitudu, dok je kriterij ¢) imao ponasanje vrlo sli¢no kriteriju a), no

uz malo veé¢u amplitudu ali malo brze smirivanje sustava.

Prigusenje oblika D = K. Nadalje ¢emo usporediti optimalne parametre za proma-
tranu konfiguraciju za prigusenje D = SK s obzirom na kriterije a), b) i ¢). Optimalni
parametri, vrijednosti funkcija koje minimiziramo i maksimalna amplituda @, dani su
u tablici 6.2

Na Slici 6.4 dan je prikaz pomaka svake pete mase s obzirom na svaki od kriterija a),
b) ic).
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Pomak 15. mase

Pomak 50. mase
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0.025 |- kriterij a) ||
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0.02|- kriterij c) [T
0.015
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-0.005
-0.01

-0.015 -

~0.02 ! \ \ ! ! ! \ ! \
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

vrijeme (s)

0.08 :
0.07}+ — kriterij a) ||
— kriterij b)
0.06 — kriterij c) [
0.05 |-

0.04 |-

0.03
0.02
0.01

-0.01 B

-0.02 L L L L L L I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

vrijeme (s)

Slika 6.3: Pomak 15. i 50. mase u vremenu za prigusenje D = aM

s tr(X) Xl | [1XlF | amax
Kriterij a) | 25.3191 | 253.1908 | 64.4317 | 87.2567 | 0.0891
Kriterij b) | 50.5505 | 316.16 | 53.5338 | 98.4746 | 0.0846
Kriterij c) | 31.012 | 258.4161 | 58.9312 | 84.9275 | 0.0866

Tablica 6.2: Usporedba optimalnih parametra za prigusenje oblika D = K dobivenih

s razli¢itim optimizacijskim kriterijima

Na Slici 6.5 prikazan je graf pomaka 15. i 50. mase u vremenu uz prigusenje D = 5K s

parametrima iz Tablice 6.2.
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Kriterij a)
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Slika 6.4: Pomak svih masa za prigusenje D = SK s obzirom na kriterije a), b) i ¢)

I kod prigusenja proporcionalnog krutosti vidimo da se navedeni sustav s parametrima
iz kriterija a) i ¢) ponasa vrlo sli¢no, dok s parametrom iz kriterija b) se najbrze smiruje,

no ima i najve¢u maksimalnu amplitudu.

Prigusenje oblika D = aM + SK. Usporedimo nadalje optimalne parametre za
Rayleigh-evo prigusenje D = aM + K. Optimalne parametre ¢emo ra¢unati za kriterije
a), b) i ¢) pri ¢emu treba imati na umu da u ovom modelu prigusenja kriterij b) ne daje

jedinstvene optimalne parametre.

U Tablici 6.3 navedeni su optimalni Rayleigh-evi parametri i pripadna vrijednost funkcija

koje minimiziramo, te u zadnjem stupcu dana je vrijednost maksimalne amplitude a,qz-
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Slika 6.5: Pomak 15. i 50. mase u vremenu za prigusenje D = K

a B tr(X) Xl [ [IX[lFr | ¢mas
Kriterij a) | 0.0626 | 9.2157 | 192.4308 | 56.9576 | 70.7957 | 0.086
Kriterij b) | 0.0486 | 0.3383 | 377.0469 | 53.5338 | 94.3726 | 0.089
Kriterij c) | 0.0456 | 9.7275 | 194.086 | 54.2095 | 69.1698 | 0.087

Tablica 6.3: Usporedba Rayleigh-evih parametara dobivenih s razli¢itim optimizacij-
skim kriterijima

Na Slici 6.6 dan je prikaz pomaka svake pete mase s obzirom na svaki od kriterija a),
b) ic).

Slika 6.7 daje graf pomaka 15. i 50. mase u vremenu uz Rayleigh-evo prigusenje s para-

metrima iz Tablice 6.3.

PriguSenje oblika D = oM + SMY/2VM-12KM-1/2M"2, Na poslijetku, uspore-
dimo i optimalne parametre za prigusenje oblika D = aM~+8MY2V/M-12KM-1/2M1/2,

pri ¢emu takoder za kriterij b) optimalni parametri nisu jednistveni. U Tablici 6.4 dani
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Slika 6.6: Pomak svih masa za Rayleigh-evo priguSenje s obzirom na kriterije a), b) i

c)

su optimalni parametri zajedno s pripadnim vrijednostima funkcija koje minimiziramo,

kao i maksimalna amplituda a,q.

Na Slici 6.8 dan je prikaz pomaka svake pete mase s obzirom na svaki od kriterija a),
b) i ¢). Graf pomaka 15. i 50. mase u vremenu za optimalne parametre iz Tablice 6.4

prikazan je na Slici 6.9.
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Tablica 6.4: Usporedba optimalnih parametara za prigusenje oblika D = aM +

Slika 6.7: Pomak 15. i 50. mase u vremenu za Rayleigh-evo prigusenje

a B tr(X) | IXl2 [ [ X]lF | ¢mae
Kriterij a) | 0 2 188.4713 | 54.8845 | 69.3392 | 0.084
Kriterij b) | 0.0486 | 0.0092 | 438.125 | 53.5338 | 105.108 | 0.093
Kriterij ) | 0 1.6818 | 191.308 | 53.6379 | 68.3406 | 0.085

BMY2V/M-12KM~1/2 )\ 1/?
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Slika 6.8: Pomak svih masa za prigusenje D = aM + SM Y2V M-12KM—1/2)M1/? s

obzirom na kriterije a), b) i c)



98

Poglavlje 6 Optimizacija parametara pri modalnom prigusenju
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Slika 6.9:

Pomak 15. i 50. mase u vremenu za prigusenje D

BM1/2 M-12KM-1/2)1/2

aM +

Pogledajmo jos na kraju ovog primjera sto mozemo zakljuciti o razli¢itim oblicima pri-

gusenja promatranog sustava. Lako se vidi da su vremena is¢ezavanja gibanja, kao i

maksimalne amplitude vrlo bliske. Globalno je najmanja maksimalna amplituda dobi-
vena u slué¢aju modela prigusenja D = oM + SMY/2V/M=1/2K M~1/2M"? i to u slucaju

kriterija a).

U sljedeé¢em primjeru promatra se gibanje sustava s jednim slobodnim krajem (npr.

zgrade) nakon nekog pocetnog pomaka. Usporedit ¢e se procijenjeni Rayleigh-evi para-

metri iz literature s optimalnim parametrima s obzirom na kriterije a), b) i ¢).
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Primjer 4. Promatramo sustav s pet masa ¢iji je model prikazan na Slici 6.10. Takav

sustav moze se modelirati jednadzbom (2.9) gdje je

ma 0 O 0 O
0 my 0O 0 O
M= 0 0 mg 0 0 |,
0 0 0 mygy O
. 0 0 0 0 ms |
[ k1 +ky ko 0 0 |
—ko ko + k3 —ks 0 0
K= —ks  ks+ky kg 0
0 —ky ky+ ks —ks
0 0 0 —ks ks |
i
D =aM + K
"
o
s
e
my
k1

Slika 6.10: Sustav s pet masa i jednim slobodnim krajem

Preciznije, usporedit ¢emo rezultate na referentnoj strukturi danoj u [76] s masama i
krutostima danim u Tablici 6.5 i procijenjenim Rayleigh-evim parametrima o = 0.6,
£ =0.001.

i 1 2 3 4 5
m; | 4000 3000 2000 1000 800
E; | 3.375 x 10° | 3.75 x 106 | 3.375 x 106 | 3 x 106 | 2.25 x 106

Tablica 6.5: Mase i krutosti strukture

Optimalni Rayleigh-evi parametri dobiveni koriste¢i optimizacijske kriterije a), b) i ¢)

prikazani su u Tablici 6.6.
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a B tr(X) | [ X2 | [ X]lr
Referentni parametri | 0.6 0.001 | 5.0802 | 1.3095 | 2.0761
Kriterij a) 23.3228 | 0.0280 | 0.3053 | 0.1263 | 0.1468
Kriterij b) 21.4213 | 0.0002 | 0.411 | 0.1220 | 0.1781
Kriterij c) 21.0949 | 0.0171 | 0.3180 | 0.1228 | 0.1454

Tablica 6.6: Rayleigh-evi parametri dobiveni koristeci razli¢ite optimizacijske kriterije
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Slika 6.11: Povijest pomaka prvog i petog kata strukture

Povijest pomaka prvog i petog kata referentne strukture (s procijenjenim Rayleigh-evim
parametrima « = 0.6, 3 = 0.001) nakon pocetnog pomaka z(0) = [0.5 x 1074,0.6 x
1074,0.7 x 107%,0.8 x 1074,0.9 x 10’4]T i uz s = n prikazana je na Slici 6.11.

Kao sto je i za ocekivati, najveéi pomak je na posljednjem katu, dok je najmanji pomak
na prvom katu. Nakon pocetnog pomaka, struktura se umirila nakon 20 sekundi i

najveca amplituda je pocetna.

Nadalje, usporedit ¢emo povijest pomaka referentne strukture s Rayleigh-evim priguse-
njem s optimalnim parametrima iz Tablice 6.6. Kao Sto je vidljivo na Slici 6.12, struktura
s optimalnim parametrima s obzirom na kriterije a), b) i ¢) ¢e se vrlo brzo prestati gibati

(u nesto kracée od jedne sekunde) i najveéi pomak je takoder pocetni.

Za kriterij b) gibanje i amplituda ovise o izboru optimalnih parametara (koji opéenito

nisu jedinstveni).
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Sazetak

U ovoj disertaciji promatra se problem rjesavanja i optimizacije rjesenja strukturiranih
Sylvesterovih (odnosno Ljapunovljevih) i T-Sylvesterovih matri¢nih jednadzbi, s poseb-
nim naglaskom na parametarski ovisne Sylvesterove, odnosno T-Sylvesterove jednadzbe.
U radnji je pokazano da koristenje strukture moze znacajno doprinijeti ubrzanju pro-
cesa rjesavanja Sylvesterove i T-Sylvesterove jednadzbe, a osobito specijalno povezanih
nizova jednadzbi koji se javljaju primjerice u procesu optimizacije rjesenja parametarski

ovisne Sylvesterove, odnosno T-Sylvesterove jednadzbe.

Zbog odgovarajuce strukture, u radnji se proucavaju Sylvesterove jednadzbe kod kojih
su pripadne matrice zbroj jednostavnih matrica (primjerice dijagonalnih ili blok dijago-

nalnih) s matricama maloga ranga, odnosno jednadzbe oblika
(Ag+ UiV1)X + X(Bo + UsVo) = E,

pri ¢emu su Ag, By jednostavne matrice, a Uy, Vq, Us, Vo matrice malog ranga r. Pri-
mjenom standardne Sherman-Morrison-Woodbury-eve formule moguce je dobiti tako-
zvanu Sherman-Morrison-Woodbury-evu formulu za rjesenje prethodne jednadzbe, sto
omogucava razvijanje algoritma koji koriste¢i strukturu rjesava jednadzbu tog oblika
znatno efikasnije od standardnih algoritama. Algoritam baziran na Sherman-Morrison-
Woodbury-evoj formuli osobito je efikasan za racunanje rjesenja parametarski ovisne

Sylvesterove jednadzbe
(A() - UU1V1)X(U) + X(U)(BQ - ’UUQ‘/Q) =F

za viSe vrijednosti parametra v. Dok je za standardne metode potrebno O(n?) ele-
mentarnih operacija za svaku vrijednost parametra v, metoda bazirana na Sherman-
Morrison-Woodbury-evoj formuli treba O(rkn?), gdje je 7,k < n operacija za prvu
vrijednost od v, dok svako sljedece rjesavanje s drugom vrijednosti od v iziskuje samo
O(rn?) operacija, gdje je k dimenzija pripadnog Krylovljevog potprostora. Osim toga,
ovim pristupom moguée je i derivacije od X (v) racunati u O(rn?) elementarnih opera-

cija, $to omogucava takoder efikasnu optimizaciju rjesenja X (v) s obzirom na parametar
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v. Specijalan slucaj, parametarski ovisna Ljapunovljeva jednadzba oblika
(Ag —vUUT) X (v) + X (v)(Ag —vUUT = E

javlja se pri racunanju i optimizaciji viskoznosti prigusivaca mehanickih sustava s ob-
zirom na kriterij minimizacije usrednjene jedini¢ne ukupne energije. Opisani problemi

proucavaju se u poglavljima 3 i 4.

Sliéno kao u sluc¢aju Sylvesterove jednadzbe, Sherman-Morrisonov-Woodbury-evu for-

mulu moguée je primjeniti i na T-Sylvesterovu jednadzbu oblika
(Ao + U1V1)X + XT(By + U Vo) = E,

pri ¢emu su Ag, By jednostavne matrice, a Uy, Vi, Us, Vo matrice malog ranga. Dobi-
vena formula omogucava konstrukciju efikasnog algoritma za rjesavanje prethodne T-
Sylvesterove jednadzbe, kao i rjesavanje i optimizaciju rjesenja parametarski ovisne 7'-
Sylvesterove jednadzbe. Sherman-Morrison-Woodbury-eva formula za T-Sylvesterovu

jednadzbu promatra se u 5. poglavlju.

Veé spomenuti problem optimizacije prigusenja mehanickih sustava usko je vezan za
Ljapunovljevu jednadzbu. U posljednjem poglavlju proucava se optimalno modalno pri-
gusenje D dinamickog sustava opisanog jednadzbom Mz + Di+ Kz = 0 koje ¢e za dane
matrice mase M i krutosti K osigurati najbolje (s obzirom na neki kriterij) iS¢ezavanje
gibanja sustava u vremenu. Kao optimizacijski kriteriji za ovaj problem koriste se kri-
teriji minimalnog traga, minimalne spektralne norme i minimalne Frobeniusove norme
rjesenja sustavu pripadne Ljapunovljeve jednadzbe. Izvedeni su optimalni parametri
za specijalne tipove modalnog prigusenja, kao Sto su prigusenje proporcionalno masi,
prigusenje proporcionalno krutosti, Rayleigh-evo prigusenje i dr. Trazeni optimalni pa-
rametri dobiveni su optimizacijom rjesenja pripadne parametarski ovisne Ljapunovljeve

jednadzbe obzirom na navedene kriterije optimalnosti i dani su u poglavlju 6.



Summary

The problem of solving and optimizing the solution of structured Sylvester (i.e. Lya-
punov) and T-Sylvester matrix equations is considered in this dissertation, with special
focus on the parameter dependent Sylvester and T-Sylvester equations. It has been
shown that the use of a structure can significantly contribute to acceleration of the pro-
cess of solving the Sylvester as well as the T-Sylvester equation, and especially some
related sequences of equations that arise e.g. in the process of optimization of the solu-

tion of parameter-dependent Sylvester and T-Sylvester equations.

Due to the appropriate structure, Sylvester equations in which matrices are the sum of
simple matrices (e.g. diagonal or block-diagonal) with small-rank matrices are considered

in this dissertation, i.e. Sylvester equations of the form
(Ao + UiV1)X + X(Bo+ UsVa) = E,

where Ag, By are simple matrices and Uy, Vi, U, V5 are matrices with a low rank r. By
using the standard Sherman-Morrison-Woodbury formula it is possible to obtain the so-
called Sherman-Morrison-Woodbury formula for the solution of the previous equation.
The obtained formula can be used for the construction of an algorithm that solves the
equation of the given form much more efficiently than standard algorithms. An algorithm
based on the Sherman-Morrison-Woodbury formula is especially efficient for computing

the solution of the parameter dependent Sylvester equation
(A() - UU1V1)X(U) + X(U)(BQ - ’UUQ‘/Q) =F

for many different values of parameter v. While the standard methods need O(n?)
elementary operations for each different value of parameter v, the method based on the
Sherman-Morrison-Woodbury formula has complexity O(rkn?), where r, k < n for the
first value of v, while each of the following solving processes with the other value of v
needs only O(rn?) operations, where k is the dimension of the corresponding Krylov
subspace. In addition, this approach also allows computation of derivatives of X (v) in
O(rn?) elementary operations, which enables efficient optimization of the solution X (v)

with respect to parameter v.
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A special case, a parameter-dependent Lyapunov equation of the form
(Ag —vUUT)X (v) + X (v)(Ag —oUUT)T = E,

occurs during calculation and optimization of dampers’ viscosity in mechanical systems
with respect to the criterion of minimizing the average total unit energy. The described

problems are studied in Chapters 3 and 4.

Similarly to the case of the Sylvester equation, the Sherman-Morrison-Woodbury formula

can be applied to the T-Sylvester equation of the form
(Ao + U1V1)X + XT(By + U Vo) = E,

where Ag, By are simple matrices and Uy, Vi, Us, V5 are matrices with a low rank r. The
obtained formula is used for the construction of an efficient algorithm for solving the
aforementioned T-Sylvester equation, as well as for solving and optimizing the solution
of the parameter-dependent T-Sylvester equation. The Sherman-Morrison-Woodbury

formula for the T-Sylvester equation is considered in Chapter 5.

The aforementioned problem of optimizing dampers’ viscosity in mechanical systems is
closely related to the Lyapunov equation. The last chapter considers optimal modal
damping of dynamical system described by equation M% + D& + Kx = 0 which will
for given mass and stiffness matrices M and K ensure the best (with respect to some
criterion) evanescence of the oscillations of the system in time. Criteria of minimum
trace, minimum spectral norm and minimum Frobenius norm of the solution of system’s
corresponding Lyapunov equation are used as optimization criteria for this problem.
Optimal parameters for some special types of modal damping, such as mass proportional
damping, stiffness proportional damping, Rayleigh damping, etc. are derived. The
required optimal parameters are obtained by optimizing the solution of the corresponding
parameter-dependent Lyapunov equation with respect to the above-mentioned criteria

of optimality and results are presented in Chapter 6.
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