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1 Osnove kombinatorike

1.1 Osnovni principi prebrojavanja
Princip jednakosti

Teorem 1. Neka su SiT konac¢ni skupovi. Ako postoji bijekcija medu njima,

tada je k(S) = k(T).

Primjer 1. Iz jednog grada prema sjeveru vode 3 ceste, prema zapadu 2 ceste,
prema istoku 2 ceste i prema jugu 1 cesta. Na koliko se razli¢itih nacina moze
cestom izadi iz toga grada ?

Princip sume

Teorem 2. Nekasun € NiSi,...,S, kona¢ni skupovi takvi da je S;NS; = 0,
1 # j (dakle, disjunktni su). Tada je S; U Sy U...U S, konatan skup i vrijedi:

E(S1USU...US,) =E(S1) + E(S2) + ...+ k(Sy).

Primjer 2. Trebamo odabrati jedan par, mladi¢a i djevojku, iz razreda koji
se sastoji od 21 djevojke i 5 mladi¢a. Na koliko razli¢itih na¢ina to mozemo
napraviti 7

Princip produkta

Teorem 3. Nekasun € NiSy,...,S, kona¢ni skupovi (ne nuzno disjunktni).

Tada je njihov Kartezijev produkt kona¢an skup i vrijedi:

k(Sl X 52 X ... X Sn) = k(Sl) . k’(Sz) et ]C(Sn)



Zadatak 1. Muskarac na raspolaganju ima 4 kosulje, 3 kravate, 2 hlaca i 2

para cipela. Na koliko se razli¢itih na¢ina on moZe odjenuti ?

Primjer 3. Iz grada A u grad B vode 4 ceste, a iz grada B u grad C vode 3

ceste. Na koliko se razli¢itih naina moze doéi iz grada A u grad C preko grada
B

Primjer 4. Na nekom Sahovskom turniru svaki je igra¢ odigrao sa svakim

od preostalih igraca jednu partiju. Ukupno je odigrano 78 partija. Koliko je
Sahista sudjelovalo na tom turniru 7

Princip uzastopnog prebrojavanja
Teorem 4. Neka su Ay, ..., A, kona¢ni skupovi i neka je T'C A; x ... X A,

skup uredenih n-torki (ai,...,a,) definiranih na sljedeé nacin: prva kompo-
nenta a; moze se birati na k1 nac¢ina (dakle, medu kp razlicitih elemenata skupa
A1); za svaku ve¢ izabranu prvu komponentu, drugu komponentu as moZzemo
birati na ks razli¢itih nacina itd. Za svaki izbor komponenata a1, as, ... an—1, n-
tu komponentu a,, mozemo odabrati na k,, razli¢itih na¢ina. Tada je kardinalni
broj skupa T' jednak :

E(T)=ky-... kp.

Zadatak 2. Koliko dijagonala ima konveksan n—terokut 7

1.2 Varijacije i permutacije

Primjer 5. Koliko ima medusobno razli¢itih "rije¢i" od 2 slova, a koliko od 3

slova iz skupa {M,O, R, E}?

Varijacija r-tog razreda
Definicija 1. Neka je A = {aq,...a,} skup koji se sastoji od n elemenata i

neka je r € N, r < n. Varijacija r-tog razreda u skupu A je svaka uredena r-
torka medusobno razli¢itih elemenata iz skupa A. Broj varijacija r-tog razreda
n-Clanog skupa je:

V;:n~(n71)~...~(nfr+1):m.



Primjer 6. Na koliko razli¢itih na¢ina pet ljudi moze stati u red?

Permutacija
Definicija 2. Svaku uredenu n-torku skupa od n elemenata zovemo permu-

tacija. Broj permutacija n-¢lanog skupa je:

n

=n-(n—1)-...-2-1=nl

Napomena 1. Permutacija u n-¢lanom skupu je svaka varijacija n-tog razreda

tog skupa, odnosno permutacija n-élanog skupa je svaka bijekcija tog skupa na
samog sebe.

Zadatak 3. Na koliko razli¢itih nacina moZemo n osoba razmjestiti na n

mjesta oko okruglog stola 7

Zadatak 4. 6 muskaraca i 5 Zena trebaju stati u red tako da alterniraju, tj.

poredani su na na¢in muskarac—ena—muskarac—7ena. . . Na koliko je to razli¢itih
nacina moguce napraviti ?

Primjer 7. Koliko ima binarnih nizova duljine 77

Varijacija r-tog razreda s ponavljanjem
Definicija 3. Neka je A = {a1,...a,} skup koji se sastoji od n elemenata.

Varijacija r-tog razreda s ponavljanjem skupa od n-elemenata je svaka
uredena r-torka elemenata iz skupa A. Broj takvih varijacija s ponavljenjem je

n’.

Zadatak 5. Lokot na sifru ima 4 koluta s 10 znamenki {0, 1,...,9}. Lokot se

mo#ze otvoriti ako je na svakom kolutu ispravna znamenka. Koliko ima razli¢itih
sifri 7



Permutacija s ponavljanjem
Definicija 4. Broj permutacija s ponavljenjem skupa od n elemenata

medu kojima je n; elemenata prve vrste, ny elemenata druge vrste, ..., ng
elemenata k-te vrste (pri ¢emu je ny + ng + ...+ ng = n) je:

n!
Pninz,.ne —
n

Primjer 8. Koliko se razli¢itih peteroznamenkastih prirodnih brojeva moZe

napisati pomoc¢u znamenki 3,3,5,7,7,7 7

Zadatak 6. Koliko razli¢itih "rije¢i" moZemo dobiti permutiranjem slova u

rije¢i BANANA ?

1.3 Kombinacije
Kombinacija r-tog razreda
Definicija 5. Neka je A = {aq,...a,} skup koji se sastoji od n elemenata i

neka je r € N, r < n. Kombinacija r-tog razreda u skupu A je svaki r-¢lani
podskup skupa A. Broj kombinacija r-tog razreda skupa od n elemenata je:

Primjer 9. Koliko ima razli¢itih tro¢lanih podskupova skupa A = {a, b, c,d}

od 4 elementa 7

Zadatak 7. U razredu ima 15 djecaka i 10 djevojéica. Na koliko nacina

mozemo odabrati:

a) 3 djecaka,

b) 3 djecaka i 2 djevojcice,

d

)
)
c) jednak broj djecaka i djevojcica,
) petero ljudi, od kojih su barem 3 djevojéice,
)

e) Cetvero ljudi, od kojih su najvise 2 djecaka?



Kombinacija r-tog razreda s ponavljanjem
Definicija 6. Neka je A = {a1,...a,} skup koji se sastoji od n elemenata

i neka je r € N. Kombinacija r-tog razreda s ponavljanjem u skupu A je
svaki r-¢lani multiskup skupa A (elementi se smiju ponavljati). Ukupan broj

takvih kombinacija je:
6;: ( n+r—1 )
r

Primjer 10. Ako je A = {a,b,c}, odredite sve kombinacije drugog razreda s

ponavljanjem u skupu A.

Zadatak 8. Na koliko se na¢ina r = 7 jednakih predmeta moze raspodijeliti

medu n =3 ljudi ?



