
Vjerojatnost i statistika

Gra�evinski fakultet, Sveu£ili²te J.J. Strossmayera u Osijeku,
ak. god. 2015./2016.

8. vjeºbe: Numeri£ke karakteristike diskretne slu£ajne
varijable. �ebi²evljeva nejednakost. Vaºne parametarske

familije diskretnih slu£ajnih varijabli.

30. studenoga 2015.

1 Numeri£ke karakteristike diskretne slu£ajne va-
rijable

De�nicija 1. Neka je (Ω,P(Ω), P ) diskretan vjerojatnosni prostor i

X =

(
x1 x2 . . . xn . . .
p1 p2 . . . pn . . .

)
diskretna slu£ajna varijabla na njemu. Tada jematemati£ko o£ekivanje (o£e-
kivanje) diskretne slu£ajne varijable X jednako

EX =
∑
i∈N

xipi,

ako je red
∑
i∈N
|xi|pi konvergentan, tj. kona£an.

De�nicija 2. Neka je X diskretna slu£ajna varijabla na diskretnom vjerojat-

nosnom prostoru (Ω,P(Ω), P ) i r > 0. De�niramo sljede¢e momente slu£ajne
varijable X:

1. r-ti moment:

E[Xr] =

∞∑
i=1

xri pi,

ako E[Xr] postoji,

2. r-ti centralni moment:

mr = E [(X − E[X])r] ,

ako E [(X − E[X])r] postoji,
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3. r-ti apsolutni moment:

E[|X|r] =

∞∑
i=1

|xi|rpi,

ako E[|X|r] postoji.

De�nicija 3. Drugi centralni moment zove se varijanca slu£ajne varijable

X:
VarX = E

[
(X − E[X])2

]
= E[X2]− (E[X])2.

Napomena 1. Neka su X i Y slu£ajne varijable koje imaju matemati£ko

o£ekivanje, tj. EX i EY postoje. Matemati£ko o£ekivanje ima sljede¢a bitna
svojstva:

1. linearnost: E[αX + βY ] = αEX + βEY ,

2. E[aX + b] = aEX + b, gdje su a, b ∈ R,

3. monotonost: X ≤ Y ⇒ EX ≤ EY ,

4. X ≥ 0 ⇒ EX ≥ 0,

5. X ≥ 0 i EX = 0 ⇒ X = 0.

Napomena 2. Koriste¢i 3. svojstvo matemati£kog o£ekivanja, slijedi da je

varijanca uvijek nenegativan broj:

VarX ≥ 0.

De�nicija 4. Drugi korijen iz varijance zove se standardna devijacija

slu£ajne varijable X, u oznaci σ:

σX = σ :=
√

VarX.

Zadatak 1. Odredite matemati£ka o£ekivanja slu£ajnih varijabli X, X2, X3,

Y , Y 2 i 2X + 3Y , te varijance V arX i V ar Y gdje su slu£ajne varijable X i Y
zadane sljede¢im tablicama distribucije:

a)

X =

(
0 1 2 3 4

1/2 1/4 1/8 1/16 1/16

)
.

b)

Y =

(
−2 −1 0 1 2
1/2 1/4 1/8 1/16 1/16

)
.
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Zadatak 2. - za vj. Za zadatke 2 i 3 s vjeºbi 6 i zadatak 2 s vjeºbi 7 odredite

EX i EY gdje je Y = 3X2 − 2.

Zadatak 3. - za vj. Slu£ajna varijabla X zadana je tablicom distribucije

X =

(
−1 0 1 3 4 8
a 1/8 a− b2 b2 1/4 b

)
,

gdje su a i b nepoznati parametri. Ako EX = 25/8, odredite:

(a) vrijednosti parametara a i b,

(b) varijancu i standardnu devijaciju slu£ajne varijable X.

2 �ebi²evljeva nejednakost

Teorem 1. Neka je X slu£ajna vrijabla koja ima varijancu σ2 i neka je k > 0.

Tada vrijedi:

P{|X − µ| ≥ kσ} ≤ 1

k2
,

gdje je µ o£ekivanje slu£ajne varijable X.

Napomena 3. Primjenom svojstva vjerojatnosti suprotnog doga�aja slijedi:

P{|X − µ| < kσ} ≥ 1− 1

k2
.

Zadatak 4. Neka je X slu£ajna varijabla kojom je modeliran broj ki²nih dana

u Osijeku tijekom jedne godine. Poznato je da je o£ekivani broj ki²nih dana 128,
a standardna devijacija 4. Ocijenite vjerojatnost da broj ki²nih dana u Osijeku
tijekom jedne godine odstupa od o£ekivanog broja barem pet dana.

Zadatak 5. Neka je X slu£ajna varijabla kojom je modelirana visina snjeºnog

pokriva£a na Zaviºanu u prosincu. Poznato je da je o£ekivana visina snijega u
prosincu na Zaviºanu 75 cm, a standardna devijacija 12 cm. Kolika se visina
snijega moºe o£ekivati tijekom prosinca ako �ebi²evljeva ocjena vjerojatnosti
nije manja od 0.9.
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3 Vaºne parametarske familije diskretnih slu£aj-
nih varijabli

3.1 Bernoullijeva slu£ajna varijabla

Neka je X slu£ajna varijabla koja moºe poprimiti to£no dvije vrijednosti
- R(X) = {0, 1}. Takva slu£ajna varijabla ima tablicu distribucije sljede¢eg
oblika:

X =

(
0 1

1− p p

)
, p ∈ 〈0, 1〉.

Slu£ajnu varijablu X zadanu ovom tablicom distribucije nazivamo Bernoullijeva

slu£ajna varijabla, a samu distribuciju Bernoullijeva distribucija s parametrom p.
Parametar p zapravo je vjerojatnost da se realizira vrijednost 1 slu£ajne varijable
X. Matemati£ko o£ekivanje i varijanca Bernoullijeve slu£ajne varijable:

E[X] = p, Var(X) = p(1− p).

3.2 Binomna slu£ajna varijabla

Binomna slu£ajna varijabla vezana je uz nezavisno ponavljanje Bernoulli-
jevog pokusa (koji ima samo dva mogu¢a ishoda: 1 = uspjeh; 0 = neuspjeh).
Svako izvo�enje takvog pokusa opisano je jednom Bernoullijevom slu£ajnom va-
rijablom - sva izvo�enja takvog pokusa modelirana su nezavisnim Bernoullijevim
slu£ajnim varijablama zadanima istom tablicom distribucije. Pretpostavimo
da Bernoullijev pokus ponavljamo nezavisno n puta i da nas zanima kolika je
vjerojatnost da se pojavi to£no k uspjeha, k ∈ {0, 1, . . . , n}:

P (X = k) =

(
n
k

)
pk(1− p)n−k,

jer se u n nezavisnih ponavljanja pokusa to£no k puta (svaki puta sa vjerojat-
no²¢u p) pojavila realizacija koju nazivamo uspjeh i to£no (n − k) puta (svaki
puta sa vjerojatno²¢u (1− p)) realizacija koju nazivamo neuspjeh.

Slu£ajna varijabla X £ija je realizacija broj uspjeha u n nezavisnih ponav-
ljanja istog Bernoullijevog pokusa ima sljede¢u tablicu distribucije:

X =

 0 1 2 . . . n

qn
(
n
1

)
pqn−1

(
n
2

)
p2qn−2 . . . pn

 .

Slu£ajna varijabla X zadana ovom tablicom distribucije zove se binomna slu-

£ajna varijabla. Njezinu distribuciju nazivamo binomnom distribucijom i ozna£a-
vamo X ∼ B(n, p), gdje brojeve n (broj nezavisnih ponavljanja Bernoullijevog
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pokusa) i p (vjerojatnost realizacije uspjeha u jednom izvo�enju Bernoullije-
vog pokusa) nazivamo parametrima binomne slu£ajne varijable. Matemati£ko
o£ekivanje i varijanca binomne slu£ajne varijable:

E[X] = np, Var(X) = np(1− p).

Zadatak 6. Student rje²ava pismeni ispit koji se sastoji od dvadeset pitanja.

Na svako pitanje ponu�ena su samo dva odgovora: to£no i neto£no. Izra£unajte
vjerojatnost da slu£ajnim odabirom odgovora na svih dvadeset pitanja student
to£no rije²i 80 % ispita. Kolika je vjerojatnost da na isti na£in to£no rije²i barem
80 % ispita?

Zadatak 7. Nastavnik na svakim vjeºbama, koje redovito poha�a 40 stude-

nata, na slu£ajan na£in proziva 3 studenta. Odredite vjerojatnost da je student
Marko kroz 7 vjeºbi prozvan na samo jednim vjeºbama (prozivanja na razli£itim
vjeºbama su me�usobno nezavisna).

Zadatak 8. Ako je u proizvodnji nekog proizvoda 5% lo²ih proizvoda, odredite

vjerojatnost da se u slu£ajnom uzorku od 200 proizvoda na�u najvi²e 3 lo²a
proizvoda. Koliki je o£ekivani broj lo²ih proizvoda u uzorku od 200 proizvoda ?

Zadatak 9. - za vj. Kontrolori pregledavaju karte u svakom desetom auto-

busu. Putnik P. se vozio autobusom bez karte sedam puta. Odredite tablicu
distribucije slu£ajne varijable X koja broji koliko su puta kontrolori zatekli put-
nika P. bez karte. Odredite vjerojatnost da su kontrolori barem jedanput zatekli
tog putnika bez karte. Izra£unajte matemati£ko o£ekivanje slu£ajne varijable
X.

Zadatak 10. - za vj. Iz skladi²ta je otpremljeno 600 boca. Vjerojatnost

da se prilikom transporta razbije 1 boca iznosi 0.05. Odredite vjerojatnost da
se na odredi²te dopremi manje od 3 razbijene boce. Koliki je o£ekivani broj
razbijenih boca prilikom tog transporta ?
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