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Fakultet primijenjene matematike i informatike, Sveutiliste u Osijeku

Materijali iz Funkcija vise varijabli
Uvjetni ekstremi funkcija vise varijabli

Uvjetnim ekstremom funkeije u = f (z1,...,2,) nazivamo maksimum i minimum te funkeije dos-
tignut pod uvjetom da su varijable xy,...,z, funkcije f povezane jednadzbama 0i(T1,...,2,) = 0,
i=1....m,m<n.

Trazenje uvjetnog ekstrema svodi se na, traZenje obi¢nog ekstrema funkcije F' (tzv. Lagrangeove funk-
cije),

Fxy, c Ty AL Ap) = flze, ... 2,) Mz, z,) + ~--+Amcpm(:c1,...,a:n),
gdiesu A, i=1,... »m konstantni faktori,

NUZNI UVJETI EKSTREMA

oF _ of Opq Opm, o
3“231-8*21.!_/\13“371_’_ +)\m8:cl = 0

or  of /\13<P1+‘_.+)\ Opm - 0

oz, = Oz, + dz,, " Oz,
o1(T1,...,2,) = 0
Om(z1, ... 2 Tn) = 0.
Akoje (1, ... 1 Thy AT, AT jedno rjeSenje gornjeg sustava, tada funkcija f moze imati ekstrem flzy, ...

u tocki T(xf,... a%).

DOVOLJNI UVJIETI EKSTREMA
Postojanje i karakter uvjetnog ekstrema istrazujemo na osnovu predznaka drugog diferencijala Lagran-
geove funkcije.

0 3
2 _ NI 2
AP (zy,... ;) = ((91171 dry+-- + 8xndxn) Flzy,... z,)

za vrijednosti (z%, ... »Trs AT+, AL pod uvjetom da su dzy, ..., dz, vezani jednadzbama
Do,
dpy = Q‘@ldx1+...+_ﬂd$n=0
(91f1 a-'l:n
o, Ovm
d = dx ot —dz, =
Pm 81’1 1+ + 81’71 n
Iz posljednjih m jednadzbi mozemo izradunati m diferencijala dz;, i = 1,...,m kao funkcije od preostalih
n~m diferencijala dTm1, ..., dz, te ih uvrstiti u drugi diferencijal funkcije F. Time se broj diferencijala
u d*F smanji i tada ispitujemo predznak od ¢2F za (T3, ... x5, N, A
Ako je ‘
(a) d®F(at, ... ,@7,) < 0, funkcija f ima uvjetni maksimum u 7'(z?, .. L ThY.
(b) d®F(az,...,2%) > 0, funkcija f ima uvjetni minimum u T(xy,... z2).
(c) d®F(z3,...,xx) mijenja predznak , funkcija f nema ekstrem ul(zy, ... xx).

(d) d*F(a,. ..

1) < 0ili ®F(a3,... 2%) > 0, tada nema odluke,

1 T5)




Fakultet primijenjene matematike i informatike, Sveuili¥te u Osijeku

Materijali iz Funkcija vise varijabli
Ekstremi funkcija vise varijabli

Definicija 1 Funkcijo u = f(z1,...,%n) u tocki T(ay, .. ., Qn) tma
a) lokalni minimum f(ay,...,an) ako za svaku tocku T'(ay+dz1, ..., an+dan), T' # T iz dovoljno male

okoline tocke T vrijedi nejednakost
T > (D),
t. kada je totalni prirast funkcije f u tocki T, Af = f(I") - f(T)>0.
b) lokalni maksimum f(a1,...,0,) ako za svaku tocku T’ (a1 + dz1,. .., an + den), ' # T iz dovoljno
male okoline tocke T vrijedi nejednakost

HI") < f(T),
t. kada je totalni privast funkcije f u tocki T, Af = f(T") — (I <0.
¢) nema ekstrema ako Af mijenja predznak u tocki T

NUZAN UVJET POSTOJANJA EKSTREMA

Ako diferencijabilna funkcija u = f(%1,..., %) ima ekstrem u totki 7', tada nuzno vrijedi:
’ of of of
—(T) =10 2 (Ty=0, ..., =—{IT)=0 1
D=0 D=0, ., D=0 1)
§to je pak ekvivalentno sa df (z1,...,2,)(T) = 0.
Rjesavanjem sustava jednadzbi (1) dobivamo tocke T, Ty, ..., T, koje zovemo stacionarnim tockama.

One su kandidati za tocke ekstrema.

DOVOLJIJNI UVJETI EKSTREMA
Proi nadin. Neka je T(aa,- .., an) stacionarna totka funkeije u = flz, ... zn), 8. df (@1, .., zo)(T) = 0.
Ako u nekoj dovoljno maloj okoliko totke T vrijedi

(1) d®f(as,...,a,) > 0za (dz1)® +--- + (dz,)? > 0, tada funkcija f ima minimum u tocki T'.
(2) df(ay,...,a,) <0za (dz1)* + -+ (dz,)? > 0, tada funkcija f ima maksimum u tocki T.
(3) d®f(ay,...,a,) mijenja predznak za (dz1)? + -~ + (dza)? > 0, tada funkcija f nema ekstrem u

tocki T

(4) d*f(a1,...,a,) 2 0ili d*flay,--.,an) <0za (dzy)?+-- +(dzy)? > 0, tj. kada za neku kombinaciju
diferencijala d?f(as,...,an) moZe biti jednak nuli, tada nema odluke (moramo dodatno ispitati
ekstreme).

(5) akou totki T vrijedi df (a1, ..., an) = 0,d*f(a1,...,an) =0,..., d"1f(a,...,0,) = 0,d"f(a1,...,an) #
0, tada:

— za n neparan, T nije totka ekstrema
— za n paran, T je tocka ekstrema i to :
(i) T je totka minimuma ako je d"f(as,...,an) >0
(ii) T je totka maksimuma ako je d" f(ay,...,as) <0
(6) ako je df(ay,...,an) =0 za (dz1)? + - + (dws)? > 0, tada nema odluke.
Drugi naéin. Neka je T(a1,...,0n) stacionarna totka funkcije u = flz1,...,2q). Pridruzimo drugom

diferencijalu funkeije racunatom u tocki 7' matricu

a1 a1z 0 Qin 32f
) aij = fzi0a; (1),

,7=1,2,...,n.
ani Qn2 *°°  Qnn

Tada vrijede sljedeée tvrdnje (Silvesterov kriterij):



Fakultet primijenjene matematike i informatike, Sveu&iliste u Osijeku

Materijali iz Funkcija viSe varijabli
Uvjetni ekstremi funkcija vie varijabli

Uvjetnim ekstremom funkcije u = f(w1,...,2,) nazivamo maksimum ili minimum te funkcije dos-
tignut pod uvjetom da su varijable x1,...,, funkcije f povezane jednadzbama ;(zy, coyZn) = 0,
i=1,...,m,m<n,

Trazenje uvjetnog ekstrema svodi se na trazenje obitnog ekstrema funkcije ' (tzv. Lagrangeove funk-
cije),
P2, Bay Aty ey An) = flmn, . n) + A101(@1, -, Tn) + 0+ Ao (@1, 30),

gdjesu A;, i =1,..., m konstantni faktori.

NUZNI UVJETI EKSTREMA

oF _ Bf 8991 8‘10171 _
8561 - 81'1 Alé}; + +)\m—8—§:—1— =0

OF _ of . dp Bpm
il SRS Wik < RUUS I Wil o
Or, Oz, + Yoz, Feot Am O,
e1(@1,.. @) = 0
om(T1,-.,20) = 0.
Akoje (27,..., 75, AT, ..., A%, ) jedno rjeSenje gornjeg sustava, tada funkeija f moze imati ekstrem f(z%,...,a%)

u tocki T'(z3,...,2%).

DOVOLJNI UVJETI EKSTREMA
Postojanje i karakter uvjetnog ekstrema istrazujemo na osnovu predznaka drugog diferencijala Lagran-
geove funkcije.

0 0
dzp(ml)’ .. 71'71) = (%Idxl 4+ THdmn)zF(mlv . 7:1:71)

17
za vrijednosti (27,...,25, A%, ..., A%) pod uvjetom da su dzy, ..., dz, vezani jednadzbama
19, 0
dpr = 7o x4+ -+ c’oldwn——-o
351’»1 al'n
9y, o
dpm = Az 4o+ Az, =0
oz Oz,
1z posljednjih m jednadZzbi moZzemo izracunati m diferencijala dz;, i = 1,...,m kao funkcije od preostalih
n—m diferencijala dz,41, . . ., dz, te ih uvrstiti u drugi diferencijal funkeije . Time se broj diferencijala
u d*F smanii i tada ispitujemo predznak od dF za (@5, ... 20, AT, AL,
Ako je
(a) d?F(at,...,2}) <0, funkcija f ima uvjetni maksimum u T(z,...,z3%).
(b) d*F(a%,..., %) > 0, funkeija f ima uvjetni minimum u T(z3,...,z%).
(c) d*F(z%,..., ) mijenja predznak , funkcija f nema ekstrem u T(x%,..., z*).

(d) d®F(23,...,25) <0ili d2F(a?,...,2}) > 0, tada nema odluke.




(1) d®flay,...,an) > 0za (dz1)? + - - + (dz,)?

> 0 ako i samo ako je

4y a1 a11 a1z as an @1n
ay; > O, a1 G 0, a1 Qga Q3| > 0, vy : >0
31 432 433 an1 Ann
-1 tada je minimum funkeije f u tocki T(as, ..., ap).
(2) d*f(a,...,an) <0 za (dz1)? + -+ (dz,)? > 0 ako i samo ako je
4y a a1 G2 413 an G1n
a; < 0, a a > O, ag1 G2 Qo3| < O, ey (—1)” >0
21 Qa2
a31 G322 433 An1 Onn
i tada je maksimum funkeije f u tocki T{as,...,an).
(8) d*f(a,...,a,) mijenja predznak za (dz1)? + - + (dz,)? > 0 ako su sve determinante razli¢ite od

nule i ne pojavljuje se stucaj (1) ili (2) tada funkcija nema ekstrema u tocki T.

(4) ako je neka od neka od determinanti jednaka nuli, tada nema odluke.
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