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Sazetak. Prikazane su neke elementarne metode rjesavanja nelinearnih
diofantskih jednadZzbi.

Abstract. Some elementary methods for solving nonlinear Diophantine
equations are presented in this paper.
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Diofantskom jednadzbom nazivamo algebarsku jednadzbu s dvjema ili
viSe nepoznanica s cijelim koeficijentima, kojoj se traze cjelobrojna (najcesée)
ili pak racionalna rjesenja. Linearnom diofantskom jednadzbom s n nepoz-
nanica nazivamo jednadzbu oblika

a171 + Aoy + - -+ + apxy, =0,

gdje su x1, 9, - - - , x, Nepoznanice, te ay, as, - - - , a,, b cjelobrojni koeficijenti.
Primjerice 2x 4+ 3y = 7 je linearna diofantska jednadzba s dvije nepoznan-
ice. Sve diofantske jednadzbe koje nisu linearne nazivamo nelinearnim dio-
fantskim jednadzbama. U njima se nepoznanice pojavljuju u ¢lanovima viseg
reda, kao na primjer u jednadzbi

2?4+ 2y° =8,

gdje se nepoznanice x i y pojavljuju u ¢lanovima drugog, odnosno trec¢eg reda.
U ovome ¢e radu biti prikazane neke elementarne metode rjeSavanja neline-
arnih diofantskih jednadzbi (neke od tih metoda mozda je ¢ak preambiciozno
nazivati “metodama”, prije mozda "male ideje” ili "trikovi” za rjeSavanje ne-
linearnih diofantskih jednadzbi). Zajednicki nazivnik svim tim metodama
je metoda razlikovanja slucajeva. Jednadzba se najcesce prvo mora zapisati
u odgovarajuci oblik, da bi se kroz razlikovanje dopustenih slucajeva mo-
gao suziti skup potencijalnih rjesenja, te konac¢no i na¢i sama rjesenja. U



zavisnosti od toga kakav zapis jednadzbe koristimo, ili pak po kojoj osnovi
razlikujemo slucajeve dobivamo razli¢ite (pod)metode za rjeSavanje neline-
arnih diofantskih jednadzbi. Neki od prezentiranih zadataka mogu se rijesiti
na vise nacina, koriste¢i razne metode, ili pak kombinacije nekoliko metoda.
Na citatelju ostaje da otkrije te druge puteve u rjesavanju pojedinog zadatka,
ili mozda da barem poneko postojece rjeSenje "olaksa” i ucini elegantnijim.

Metoda faktorizacije

Metoda faktorizacije sastoji se u tome da se jedna strana jednadzbe zapise u
obliku produkta cjelobrojnih vrijednosti, pa uzimaju¢i u obzir drugu stranu
jednadzbe promatramo moguce slucajeve.

Zadatak 1 Nadite sve prirodne brojeve n i proste brojeve p za koje vrijedi
n® 4+ T+ 14n +8 =6p.

Rjesenge:

Uocimo da je

n®+ 7%+ 14n+8 =n3+n? +6n> +6n+8n +8
=n*(n+1)+6n(n+1)+8(n+1)
= (n+1)(n*+2n+4n +8)
=n+1)nn+2)+4n+2)]=n+1)(n+2)(n+4),

te da je 6p = 1-2-3-p potpun rastav broja 6p. Kakojen+4 >n+2 >
n+1>1, toslijedidajen+1=2n+2=3,1in+4 = p jedini moguci
slucaj, pa lako dobivamo n = 1, p = 5 kao jedino rjesenje. A
Zadatak 2 Nadite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe

dry+2y=7.

Rjesenge:
Jednadzbu zapisemo u obliku

yBx+2)=7,



pa kako su y i 3x + 2 cijeli brojevi imamo sljede¢e mogucénosti:
. y=1, 3z+2=7 = x=5/3¢7Z, =1;
I y=-1, 3z+2=-7 = x=-3, y=-—1;
Ir. y=7, 3z+2=1 = x=-1/3¢7Z, y=71,
IV. y=-7, 3z+2=-1 = z=-1, y=-7.
Slijedi da imamo dva rjesenja: (—3,—1)1 (=1, —7). A
Zadatak 3 Nadite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
22° + xy — 3y = 17.
Rjesenge:
Lijevu stranu jednadzbe zapisemo u obliku produkta dva cijela broja:
222 + xy — 3y* = 22% + 3y — 22y — 3y°
= (22 + 3y) — y(2z + 3y) = 2z + 3y)(z —y),
te razlikujemo sljedece slucajeve:
. 22+43y=17, x—-—y=1;
M. 2z+4+3y=1, r—y=17;
. 2x2+3y=-17, v —y=—1;
IV. 22 +3y=-1, z—y=-17.
Rjesavanjem pripadnih sustava linearnih jednadzbi u slucaju I. dobivamo
x =4,y =3;uslucaju Il. y = —=33/5 ¢ Z; u slucaju Illl. y = 19/5 ¢ Z; te u
slucaju IV. y = 33/5 ¢ Z. Prema tome imamo samo jedno rjeSenje z = 4 i
y=3. A

Zadatak 4 PokaZite da jednadzba
(z—y)>+@y—2>+(z—2)>°=35
nema cjelobrojnih rjesenja.

Rjesenge:

Lijevu stranu jednadzbe rastavimo u produkt:

(r =y’ + (y—2)°+ (z —2)°
=@-y+ty—2)[(z—y’—(r-yly—2)+(y—2)? = (v -2)°

=@-2)[(e -y’ —(@-yy—2)+{y—2)7>— (22

=(z—2)[(x—y)(r =2y +2)+ (y — 2z + x)(y — )]

=(z—2)(x—y)Bz—3y) =3(x —2)(x —y)(z —y),
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pa slijedi da je lijeva strana jednadzbe djeljiva s 3. Kako 35 nije djeljivo s 3,
to jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja. A

Zadatak 5 Odredite sve prirodne brojeve n za koje je n* — 4n + 16 potpun
kvadrat nekog prirodnog broja.

Rjesenje:
Za neki prirodni broj m mora vrijediti
m?=n®—4n+16=n’> —4dn+4+12 = (n —2)* + 12.
Odavde slijedi da je
12=m*>~(n—-22=(m+n-2)(m—-n+2).

Kako su zbroj i razlika dva cijela broja uvijek iste parnosti (u ovom slucaju
to su brojevim in —2), te m+n —2 >0 (zbog m,n > 1), razlikujemo dva
slucaja:

. m4+4n—-2=2, m—n+2=06;

II. m+n—-2=6, m—n+2=2.
U prvom sluc¢aju dobivamo m =4, n = 0, a u drugom m = 4, n = 4. Kako
nula nije prirodan broj, imamo samo jedno rjesenje n = 4. A

Zadatak 6 Neka je p > 2 fiksan prost broj. Nadite x,y € 7Z takve da vrijedi
22+ 2py —y* =0.

Rjesenje:
Jednostavnim transformacijama polazne jednadzbe dobivamo
v? =yt + 2py —p* = —p’
2 —(y* = 2py +p?) = —p°
2’ —(y—p)*=—p
2

(r+y—p)xr—y+p) =-p°.

Bududi da su jedini djelitelji broja —p? brojevi +1, +p i +p?, to razlikujemo
Sest slucajeva:

. z4+y—p=-1, xz—y+p=7p*;
. z24+y—p=p% x—y+p=—1;
. z+y—p=1, 2x—y+p=—p*;
IV. a+y—p=—-p?, x—y+p=1;
V. 2+y—-p=-p, 2—-y+p=p;
VI. z4+y—p=np, T—y+p=—p.



Rjesavanjem pripadnih sustava linearnih jednadzbi u slucaju I. dobivamo

T = P22;17 Yy = —%; u slucaju II. x = %;1, Yy = @;QU slucaju III.
P 2’1, Yy = __(p+21) ;uslucaju IV. x = —102;1, Yy = —@Q u slucaju V.

xr =0,y = 0; te u slucaju VI. x = 0, y = 2p. Kako je p neparan, to su i
rjeSenja u prva cetiri slucaja cjelobrojna, pa ukupno imamo Sest rjesenja. A

T = —

Metoda kvocijenta

Osnovna ideja ove metode slicna je kao kod metode faktorizacije, samo sto
sada jednu stranu jednadzbe zapisujemo u obliku kvocijenta (razlomka) dviju
cjelobrojnih vrijednosti, dok s druge strane jednadzbe imamo takoder cjelo-
brojnu vrijednost. Zbog toga nazivnik tog razlomka mora dijeliti brojnik,
Sto nam daje klasifikaciju mogucih sluc¢ajeva. Spomenuti kvocijent u praksi
najcescée dobijemo tako da se jedna nepoznanica izrazi kao racionalna funkcija
druge.

Zadatak 7 Nadite sve prirodne brojeve n za koje n + 2 dijeli n* + 2.

Rjesenge:
s . . . . . 4
Treba naéi prirodne brojeve n za koje je i %2
n+2

prirodan broj. Budu¢i da je

nt+2 _ ni42n3—2n3—4n?+4n?48n—8n—16416+2

n+2 n+2
n3(n+2)—2n2(n+2)+4n(n+2)—8(n+2)+18

n+2
_ (n+2)(n3—2n?44n—8)+18 3 2 . 18
= o =n’—2n°+4n 8+n+2,

nuzno je i dovoljno da je nl—JfQ prirodan broj. Uzimajuci u obzir da jen+2 > 3
slijedi da je n + 2 € {3,6,9, 18}, odnosno n € {1,4,7,16}. A

Zadatak 8 Nadite sve dvoznamenkaste brojeve koji su tri puta veci od pro-
dukta svojgih znamenki.

Rjesenge:
Oznacimo li s ab trazeni dvoznamenkasti broj, tada mora vrijediti ab =
3ab, odnosno 10a + b = 3ab. To je ekvivalentno s 10a = b(3a — 1), odakle
dijeljenjem s 3a — 1 # 0 dobivamo
10a
’ _ 8a734aus

3(33(171% 3
a—1)4+a+3 a+3
3a—1 =3+ 3a—1"



Sada slijedi da £ mora biti cijeli broj, pa kako je a € {1,2,---,9} prov-

jerom za a = 1 dobivamo b = 5, za a = 2 dobivamo b = 4, dok za a > 3

vrijedi 3a — 1 > a + 3, pa 3‘16:31 ne moze biti cjelobrojan. Dakle, imamo dva

dvoznamenkasta broja s trazenim svojstvom: 151 24. A

Metoda zbroja

Metoda zbroja je slicna metodi faktorizacije, samo $to sada jednu stranu
jednadzbe zapisujemo u obliku zbroja (najcesée nenegativnih) cijelih brojeva,
te dalje diskutiramo slucajeve koji mogu nastupiti.

Zadatak 9 Postoje li dva cijela broja sa svojstvom da je njihova suma dvostruko
manja od sume njihovih kvadrata.

Rjesenje:
Oznacimo li ta dva broja s x i y, tada vrijedi

o’ +y’ =2 +y),
ili drugacije zapisano

P —2r+1+y*—2y+1=2
(x =1+ (y—1)* =2.

Jedini nacin da se broj 2 napise kao suma kvadrata dvaju cijelih brojeva je kao
suma dviju jedinica, pa slijedi da je (r —1)*> = (y—1)?> = 1, odnosno r — 1 =
+1 = y—1. Sada lako dobivamo da su x i y jednaki 0 ili 2, te su parovi brojeva
koji zadovoljavaju uvjet zadatka dani skupom {(0,0),(0,2),(2,0),(2,2)}. A

Zadatak 10 Nadite x,y € Z koji zadovoljavaju
52% + 5yt +du + 4z = 5.

Rjesenge:
Jednostavnim transformacijama jednadzbu zapisujemo u obliku

4o v 4o+ 1+ 2® 4oy + 4yt +yt =6
2z 4+ 1)*+ (z+2y*)? +y* =6.



Uoc¢imo da na lijevoj strani gornje jednadzbe imamo sumu triju nenegativnih
brojeva. Ukoliko bi bilo |y| > 1, vrijedilo bi i y* > 16, pa bi lijeva strana
jednadzbe bila veca od 6. Dakle, nuzno je y € {—1,0, 1}.

Ako je y = 0 dobivamo

2z +1)4+2*=6
S5a2 +4x —5=0.
RjesSenje te kvadratne jednadzbe je z12 = %\/ﬁ ¢ 7, pa u ovom slucaju
nema rjesenja.

Ako je y = £1 naSa jednadzba postaje

2z 4+ 12+ (x+2)*+1=6
522+ 8r =0
z(br +8) =0,

pa je 21 =0, 25 = = ¢ Z. Stoga imamo dva rjesenja x =0,y = 1, te z = 0,

Metoda ostataka

Metode produkta, kvocijenta i zbroja su koristile sli¢nu ideju da se razlic¢itim
transformacijama jednadzba (ili njezin dio) zapise u odgovarajuéem obliku
(produkta, kvocijenta, odnosno zbroja), te se taj zapis koristi kao baza za
ispitivanje mogucih slucajeva. Metoda ostataka koristi drugaciju ideju: raz-
likovanje slucajeva se vrsi ispitivanjem ostataka koje daju dijelovi jednadzbe
pri dijeljenju s nekim cijelim brojem (najcesce nekim od brojeva 2,3, 4,5, 10),
te njihovim usporedivanjem.

Metoda posljednje znamenke

Metoda posljednje znamenke je podmetoda metode ostataka koja koristi ispi-
tivanje ostataka pri dijeljenju brojem 10. Preciznije, razdvajanje slucajeva
se vrsi promatranjem zadnje znamenke nekih dijelova jednadzbe, te njihovim
uskladivanjem.

Zadatak 11 U cijelim brojevima rijesite jednadzbu

2% + 10y = 1234567 .



Rjesenge:

Poznato je da kvadrat cijelog broja uvijek zavrsava nekom od znamenaka
0,1,4,5,6,9. Kako 10y zavrsava znamenkom 0, to slijedi da z? + 10y moze
zavrSavati nekom od znamenaka 0, 1,4, 5,6, 9. Buduéi da broj 1234567 zavrsava
znamenkom 7, to slijedi da jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja. A

Zadatak 12 Postoje li prirodni brojevi m i n koji zadovoljavaju jednadzbu
n! 4+ 5m* = 147926 ?

Rjesenge:

Uocimo da 5m? moZe zavrSavati znamenkama 0 i 5. Kako za n > 5, n!
zavrsava znamenkom 0, to slijedi da u tom slucaju n! + 5m? moze zavrsavati
znamenkama 0 i 5. Buduéi da 147926 ne zavrsava tim znamenkama, to slijedi
da za n > 5 jednadzba nema rjesenja. Preostaje ispitati Sto se desava kada
je n jedan od brojeva 1,2, 3, 4:

n=1 = 1+5m?=147926 = m=+/29585¢ Z;
n=2 = 2+5m?=147926 = m=/147924/5¢ Z;
n=3 = 6+5m?=147926 = m=172;

n=4 = 24+45m?®=147926 = m=./147902/5¢ 7.

Dakle jedino rjesenje je n = 3, m = 172. A
Zadatak 13 Nadite cjelobrojna rjesenja jednadzbe
5% + yt = 194482 .

Rjesenje:

Ako je x < 0 tada 5% nije cijeli broj, a kako y* i 194482 to jesu, slijedi da u
ovom slu¢aju nema rjesenja.

Ako je z = 0 onda je y* = 194481, sto povlaéi da je y = 21.

Ako je x > 0 tada 5% zavrSava znamenkom 5, pa buduéi da y* nuzno zavrsava
nekom od znamenaka 0, 1,5, 6, to slijedi da 5% + y* mora zavrSavati jednom
od znamenaka 5, 6,0, 1. Kako 194482 zavrsava znamenkom 2, to slijedi da u
ovom slucaju nema rjesenja.

Dakle jedino rjesenje je x = 0, y = 21. A



Metoda parnosti

Metoda parnosti je takoder podmetoda metode ostataka koja koristi ispiti-
vanje ostataka pri dijeljenju brojem 2. Najsec¢ée se razlikuju dva slucaja:
kada je neka od nepoznanica parna, odnosno neparna, te se odvojeno vrse
daljnja ispitivanja.

Zadatak 14 Postoje li cijeli brojevi m i n koji zadovoljavaju jednadzbu
n* +16m = 79937

Rjesenge:

Ako bi n bio paran broj tada bi lijeva strana jednadzbe takoder bila parna,
a kako je 7993 neparan, to ne bismo imali rjeSenja. Stoga je, ako rjesenje
postoji, nuzno n = 2k + 1 za neki cijeli broj k. Uvrstimo li taj izraz u nasu
jednadzbu dobivamo

(2k + 1)* + 16m = 7993

(4k? + 4k + 1)® + 16m = 7993

16k* + 16k + 1 + 32k3 + 8k* + 8k + 16m = 7993
8(2k* + 2k* + 4K* + k* + k) + 16m = 7992 | : 8

2(k* + K+ 2k +m) + k(k+ 1) = 999.

Buduéi da je produkt dva uzastopna cijela broja uvijek djeljiv s 2 (dakle 2
dijeli k(k+1)), to slijedi da je cijela lijeva strana u zadnjoj jednakosti parna.
Kako je 999 neparan, znaci da jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja. A

Metoda karakteristicnih ostataka

Promatraju se ostaci pri dijeljenju bilo kojim cijelim brojem (osim ve¢ disku-
tiranih brojeva 2 i 10).

Zadatak 15 PokaZite da jednadzba
2* +y* = 2006
nema cjelobrojnih rjesenja.

Rjesenje:
Prvo uo¢imo da je kvadrat parnog broja uvijek djeljiv s 4 (4|4k* = (2k)?),
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dok kvadrat neparnog broja pri dijeljenju s 4 daje ostatak 1 ((2k + 1)? =
4(k*+k)+1 =1 (mod 4)). Budu¢i da 2006 pri dijeljenju s 4 daje ostatak 2,
slijedi da sui z i y neparni. Oznacimo li x =2m+ 1,y =2n+1 (m,n € Z)
iz jednadzbe slijedi

(2m +1)? 4+ (2n + 1)% = 2006
4(m*+m+n?+n)=2004 |:4
m(m+1) +n(n+1) =501.

~—
parno

Buducdi da su lijeva i desna strana u zadnjoj jednakosti razli¢ite parnosti, to
slijedi da jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja. A

Zadatak 16 Za koje cijele brojeve x iy broj x* +y* pri dijeljenju s 25 daje
ostatak 37

Rjesenge:

Trazimo brojeve x i y takve da je 2* 4+ y* = 25m + 3 za neki m € Z. Uocimo
da tada z* + 9* i pri dijeljenju s 5 daje ostatak 3. Pogledajmo sada kakve
sve ostatke pri dijeljenju s 5 moze davati cetvrta potencija cijelog broja:

I. 2=0(mod5) = !
. z=41(modb5) = 2!
Il. z=42(modb) = z*

Dakle, z* i y* pri dijeljenju s 5 mogu dati samo ostatke 0 ili 1, pa onda z*+y*
pri dijeljenju s 5 moze davati ostatke 0,1 ili 2, a nikako 3. Slijedi da trazeni
cijeli brojevi x i y ne postoje. A

Zadatak 17 Koliko rjesenja u skupu cijelth brojeva ima jednadzba
3 —=2Y=57
Rjesenje:
Iz 3* = 5+ 2Y > 5 slijedi da je x > 2, paonda 2¥ =3* -5 >3%2 -5 =14

povlaci da je iy > 2.
Zay=2iz 3% = 5+ 22 = 9 slijedi z = 3.

10



Zay > 2 je 2Y djeljivo s 8, pa je 5+ 2Y =5 (mod 8). Pogledajmo sada kakve
ostatke pri dijeljenju s 8 daje 3*. Razlikujemo dva slucaja, kada je x paran,
odnosno neparan:

. z=2k = 3*=3*%=9"= (1)) =1 (mod 8);
I z=2k+1 = 3*=3%1=3.9"=3.(1)"=3(mod8).

Slijedi da 3* = 5 + 2¥ pri dijeljenju s 8 ne moze dati ostatak 5 pa stoga za
y > 2 rjeSenja nema i jedino rjesenje je x = 2, y = 2. A

Metoda nejednakosti

Ova metoda se cCesto koristi da bi se smanjio skup moguéih rjesenja dane
jednadzbe, a zatim se na tom smanjenom skupu razlikuju slucajevi. Metoda
nejednakosti se ¢esto koristi i u kombinaciji s nekom drugom metodom za
rjeSavanje nelinearnih diofantskih jednadzbi kao primjerice u Zadatku 10 s
metodom zbroja.

Zadatak 18 U skupu prirodnih brojeva rijesite jednadzbu
al + bl =c!.
Rjesenge:

Ocito mora biti @ < ¢ i1 b < ¢. Bez smanjenja opcenitosti neka je i a < b.
Jednostavnom transformacijom iz jednadzbe dobivamo

bl ¢l
! — ) =
al(1+—-=) =0,
a kako je a! > 0 to je nuzno
b! !
1+- %20,
al  al
odnosno
c bl bl el
=———= (-1).
al  al al bl
~—~—
EZ €7

Za a < b bilo bi % > 1 pa gornja jednakost ne bi mogla vrijediti, te je stoga

nuzno a = b pa je
c!

11



Zbog ¢ > b > 1 gornja jednadzba nema rjesenja za ¢ > 2, te joj je ¢ = 2,
b = 1 jedino rjesenje. Naravno, tada je i a = 1 te smo dobili jedinstveno
rjeSenje polazne jednadzbe. A

Zadatak 19 U skupu prirodnih brojeva rijesite jednadzbu
a+b+c=abc.

Rjesenge:
Bez smanjenja opcenitosti neka je a < b < ¢. Tada je

abc=a+ b+ c < 3c,
odnosno ab < 3, pa razlikujemo tri slucaja:

I. a=1, b=1,;
II. a=1, b=2;
. a=1, b=3.

Uvrstavajuci te vrijednosti u polaznu jednadzbu I. slu¢aj vodi na kontradik-
ciju (2 =0), II. daje ¢ = 3, a III. daje ¢ = 2 §to je pak kontradikcija s b < c.
Dakle, jedino rjesenje je (1,2, 3). A

Zadatak 20 Nadite sve prirodne brojeve a, b, c za koje je
1 N 1 n 1
a b ¢
Rjesenge:
Uoc¢imo prvo da svaki od trazenih brojeva mora nuzno biti veéi od 1. Bez
smanjenja opcenitosti neka je 1 < a < b < c¢. Tada iz
11 1 3
l=-4-4+-<°
c T a

<
a b -

slijedi da je a < 3, odnosno a moze biti 2 ili 3.
Ako je a = 2, tada iz

2 b
slijedi da je b < 4, odnosno b moze biti jedan od brojeva 2, 3,4. Sada se lako
izracuna da b = 2 vodi na kontradikeciju (% = 0); b = 3 daje ¢ = 6; dok iz

b = 4 dobivamo ¢ = 4.

1 1 1 2
<z
c b

12



Ako je a = 3, tada iz
2

SN

1
+- <
c

S|

slijedi da je b < 3, pa je (zbog 3 = a < b) nuzno b = 3, te lako dobivamo i
c=3.
Dakle, ukupno imamo tri rjesenja (2, 3,6),(2,4,4) i (3,3, 3).

Zadaci za vjezbu
Zadatak 1 Nadite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
v =axy+3.
Zadatak 2 Nadite sve prirodne brojeve n i proste brojeve p koji zadovo-
ljavaju
3p? +4=nt.

Zadatak 3 Nadite sve pravokutne trokute s cjelobrojnim duljinama stranica
kojima je opseg jednak povrsini.

Zadatak 4 Nadite sve nenegativne cijele brojeve x i y za koje je
(xy —7)* = 2® +9°.
Zadatak 5 Nadite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
(z+y)?=2"+19°.
Zadatak 6 DokazZite da jednadzba
-yt =4
nema cjelobrojnih rjesenja.
Zadatak 7 Nadite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
22% + 5y = 1001.
Zadatak 8 Nadite sve prirodne brojeve m,n za koje je

m? — n! = 2001.
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Zadatak 9 Nadite sve prirodne brojeve k, m,n za koje je
3(km +mn + nk) = 4kmn .
Zadatak 10 DokaZite da jednadzba
e+ = (@ -1 =y’

nema rjesenja u skupu prirodnih brojeva.
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