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Predgovor

Pojam simetri¢nog pozitivnog sustava uveo je K. O. Friedrichs u svom radu [Fr] iz
1958. godine, te se takvi sustavi danas Gesto nazivaju i Friedrichsovi sustavi. Zelja mu
je bila tretirati jednadzbe mjesovitog tipa (poput Tricomijeve jednadzbe) na jedinstven,
unificiran nacin, zamjenjujuci razlicite tehnike koje se temelje na uvrijezenoj klasifikaciji
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi na elipticke, parabolicke i hiperbolicke. Takoder je
uveo zanimljiv nacin zadavanja rubnog uvjeta pomoc¢u matricnog polja definiranog na rubu
domene, te originalnu karakterizaciju dopustivih rubnih uvjeta. Te Friedrichsove ideje su
se pokazale plodonosnima, te je do sada objavljeno mnogo radova koji se bave simetri¢nim
pozitivnim sustavima: [P], [PS], [LP], [Ral], [Ra2] i [J] su neki od znacajnijih. Koristeéi
Friedrichsov pristup dobiveni su i odgovarajuéi rezultati za jednadzbe mjesovitog tipa (vidi
radove C. S. Morawetz u popisu literature, posebno [M2]).

U radu [EGC] iz 2007. godine autori A. Ern, J.-L. Guarmond i G. Caplain iznose nesto
drugaciji pogled na teoriju Friedrichsovih sustava. Osim sto su je iskazali u apstraktnim
terminima Hilbertovih prostora i operatora na njima, takoder su uveli drugaciji nacin
postavljanja rubnog uvjeta, ¢ime izbjegavaju pitanja vezana uz tragove funkcija iz prostora
grafa. Rubne uvjete zadaju pomocu dva jednostavna geometrijska uvjeta, te pokazuju da
su to i dovoljni uvjeti za bijektivnost linearnog operatora na Hilbertovom prostoru.

Istrazuju i pitanje veze razlicitih nacina zadavanja rubnog uvjeta, koji svi koreliraju
s ve¢ poznatim uvjetima za originalni pozitivni simetricni sustav uveden u [Fr]. Prim-
jerice, zapis pomocu rubnog operatora ima bliske veze s ve¢ spomenutim zapisom pomocu
matri¢nih polja definiranih na rubu domene. Autori pokazuju da su geometrijski uvjeti
ekvivalentni zapisu pomocu rubnog operatora ukoliko postoje dva specificna neprekinuta
linearna operatora P i ), ali ne znaju da li je taj uvjet uvijek ispunjen. Takoder pokazuju
da geometrijski uvjeti povlace i maksimalnost rubnih uvjeta.

Prostori grafa linearnih diferencijalnih operatora prvog reda pokazuju se kao prirodan
prostor rjesenja Friedrichsovih sustava, te su tema prvog poglavlja. Slijedeéi [J] iznesena
su osnovna svojstva prostora grafa, s tim da su mnogi dokazi pojednostavljeni i skraceni.
Posebna paznja posvecena je pitanju tragova funkcija iz tog prostora, sto je vazan ¢imbenik
pri zadavanju rubnih uvjeta. Dani su i primjeri u kojima su promatrani standardni dife-
rencijalni operatori prvog reda (V, rot, div).

U drugom poglavlju se bavimo simetri¢cnim pozitivnim sustavima: prvo je iznesen
dio Friedrichsove teorije, s naglaskom na ekvivalenciji tri razli¢ite grupe zahtjeva pomocu
kojih se zadaju rubni uvjeti, te onda apstraktni pristup iz [EGC]. Uoé¢ili smo da se prirodno
pojavljuje specifican indefinitni skalarni produkt pomocu kojeg se geometrijski uvjeti mogu
elegantnije zapisati, te neki dokazi pojednostaviti. Upotrebom Kreinovih prostora je dokaz
da geometrijski uvjeti povlace maksimalnost rubnog uvjeta bitno pojednostavljen, te je
pokazano da vrijedi i obrat: maksimalnost rubnog uvjeta povlaci geometrijske uvjete.
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Konstrukcijom kontraprimjera je pokazano da gore spomenuti operatori P i () ne moraju
uvijek postojati, iako su i u tome primjeru geometrijski uvjeti ekvivalentni onima zada-
nim preko rubnog operatora. Time je pitanje ekvivalencije ta dva zapisa rubnog uvjeta
u opc¢enitom slucaju i dalje otvoreno. Diskutirani su i neki posebni slucajevi u kojima
ekvivalencija vrijedi.

Takoder je razmatrana veza izmedu matricno zadanih rubnih uvjeta (kao u [Fr]), te
onih preko rubnog operatora. To pitanje je zanimljivo i zbog boljeg razumijevanja odnosa
izmedu rezultata iz [EGC] i onih poznatih od ranije. Matri¢no rubno polje na prirodan
nacin zadaje rubni operator, pa se namece pitanje uvjeta na matri¢no polje koji osiguravaju
zadovoljavajuca svojstva rubnog operatora. U radu su prikazani takvi uvjeti na matri¢no
polje, te je na primjerima provjerena njihova upotrebljivost.

U tre¢em poglavlju se bavimo polulinearnim nesparenim hiperbolickim sustavima
prvog reda. Carlemanov, Broadwellov i Maxwellov sustav, koji predstavljaju diskretne
modele za Boltzmannovu jednadzbu, su upravo ovog tipa. Prvo je dan pregled rezultata
vezanih uz obi¢ne diferencijalne jednadzbe, koji su kasnije potrebni za dobivanje sto bo-
lje ocjene na rjesenje. Slijedi rezultat lokalne egzistencije i jedinstvenosti za polulinearni
nespareni hiperbolicki sustav (vidi [Tal], [Ta5]), zajedno sa specificnim ocjenama na rje-
senje. Ovdje je taj rezultat dokazan uz nesto izmjenjene pretpostavke, koje ne mijenjaju
bitno dokaz, ali omogucuju nesto bolje ocjene na rjesenje. Ocjene na rjeSenje i njegovo
vrijeme egzistencije su glavno razmatrano pitanje ovog poglavlja. Pokazano je kako postic¢i
najbolju ocjenu na rjesenje i vrijeme egzistencije rjesenja (najbolju izmedu svih moguéih
ocjena odredenog tipa — onog danog teoremom egzistencije i jedinstvenosti). Na neko-
liko akademskih primjera prikazana je usporedba s prije poznatim rezultatima. Kratko je
diskutirana i L? verzija (za p € (1,00)) teorema egzistencije i jedinstvenosti.

U Dodatku je dan kratak pregled oznaka i definicije nekih pojmova, s posebnim
naglaskom na koristenim funkcijskim prostorima, te rezultatima vezanim uz Kreinove pro-
store.

Ovaj rad je nastao pod vodstvom mog prijatelja i mentora prof. Nenada Antonica, te
mu ovom prilikom najtoplije zahvaljujem.

Zahvaljujem se i prof. Kresimiru Veseli¢u, doc. Luki Grbisi¢u, doc. Marku Vrdoljaku,
dr. Martinu Lazaru, kao i svim ¢lanovima Seminara za diferencijalne jednadzbe i numericku
analizu, na primjedbama i sugestijama iznesenim prilikom izlaganja dijelova Rada.

Posebna zahvala Patriciji, izmedu ostalog i na bezuvjetnoj podrsci.
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I. Prostori grafa



Prilozi teoriji Friedrichsovih i hiperbolickih sustava
1. Definicija i osnovna svojstva

Neka je p € [1,00], p' njegov konjugirani eksponent definiran s zl? + 1% =1, te ne-
ka su d,r,[ prirodni brojevi i © C R? neprazan otvoren skup. S M, = M;,(C) u
ovome poglavlju oznacavamo prostor svih kompleksnih matrica tipa [ X r. Za dane ma-
tricne funkcije Ay € WI’OO(Q;MM), ke l.d, iC e L>*(Q;M;,), definiramo operator
L:1LP(Q;C") — D'(; CY) formulom
d
Lu = Zak(AkU) + Cu,
k=1
te operator L : Lp/(Q; Cl) — D'(©; C") (koji je formalno adjungiran operator operatoru
L) izrazom

d d
~S oA + (c* +3 akA;;)v
k=1

O¢ito je da su £ i £ linearni operatori, stovise:

Lema 1. £ i £ su neprekinuti, uz jaku topologiju na LP i Lpl, te slabu x na prostoru
distribucija.
Dem. Dokazat ¢emo tvrdnju za £, dok se za £ dokaz provodi analogno. Buduéi da je
operator deriviranja d), : D'(€; C!) — D'(Q; C!) neprekinut, to je dovoljno pokazati da je
(za proizvoljni B € L*°(£2; M; ,)) mnozenje matricom B: u +— Bu neprekinuto s LP(€); C")
u D'(Q; CY), sto pak jednostavno slijedi iz neprekinutosti preslikavanja u — Bu s LP(Q; C")
u LP(Q; CY), i neprekinutosti ulaganja LP(Q; C!) — D'(Q; C).

Q.E.D.
Napomena. Tvrdnje gornje leme vrijede i ukoliko L? promatramo uz slabu (za p €
[1,00)), odnosno slabu * (za p = oo) topologiju. Zaista, LP(Q; C!) opskrbljen slabom
topologijomls (razmotrit ¢emo slucaj p < oo) je opet neprekinuto ulozen u prostor dis-
tribucija, pa je dovoljno uociti da je preslikavanje u — Bu neprekinuto s LP(Q; C") u
LP(Q; CY) i u paru slabih topologija [Br, str. 39]. Slicnim argumentom se tvrdnja pokaze i

za p = 00. ]

Lako se moze provjeriti da je vektorski prostor
WEP(Q; C7) = {u € LP(Q; C") : Lu € LP(Q; CH}

normiran, uz normu definiranu formulom

1
(Uit gucmy + ILUIE ) T P € [1,00)

max{ ull(o0n), [ Culeaicn o P =0
Posebno, u slucaju p = 2 koristimo oznake W52(Q; C") = H5(Q;C"), te | - [lc20 =
|- llzoa =1 - |lz, i tada je norma inducirana sljede¢im skalarnim produktom:

(ulv)c=(ulv)ca:=(u| V>L2(Q;C’“) + (Lu | £V>L2(Q;Cl)'
Lako se vidi da je W4 (©; C") izometricki izomorfan prostoru grafa operatora £ (tocnije
njegove restrikcije na W5P(Q; C"))
Tr = {(uv) € LP(Q;C") x LP(Q; CY - v = Lu},

uz naslijedenu normu iz LP(Q; CT) x LP(€); C!). Preciznije, izometrija je dana s u +— (u, Lu).
Stoga se (WEP(Q; CT), || - || z,p) naziva prostor grafa ili graf-prostor.

lullzp = llullzpe =
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Prostori grafa

Teorem 1. Normirani prostor (W5P(Q; C"), || - [|z,) je Banachov; k tome, za p € [1,00)
taj je prostor separabilan, a za p € (1, 00) refleksivan i uniformno konveksan.
Dem. Dovoljno je pokazati da iskazane tvrdnje vrijede za izomorfan prostor I'y. Pokazimo
najprije da je I'z zatvoren u LP(Q; C) x LP(Q; C!). Zaista, uzmemo li niz (uy, Luy) iz 'z
koji konvergira k (v,w) € LP(€; C") x LP(Q; C"), onda iz
u, — v u LP(Q;C") i Lu,—w u LP(Q;CH,

te Leme 1, slijedi da je Lv = w i time je prva tvrdnja dokazana.

Buduéi da je LP(Q; C") x LP(Q; C!) separabilan (za p € [1,00)), to je onda i T'z
separabilan.

Za p € (1,00) je LP(Q; CT) x LP(€; C!) uniformno konveksan, pa je to i svaki njegov
potprostor, dakle i I'z. Konaé¢no, prema Milman-Pettisovom teoremu je svaki uniformno

konveksan Banachov prostor ujedno i refleksivan [Br, str. 51], odakle slijedi i posljednja
preostala tvrdnja.

Q.E.D.

Pogledajmo sada nekoliko primjera prostora grafa u kojima je £ jedan od operatora
gradijenta, divergencije ili rotacije.

Primjer 1. Nekaje Lu:=Vu. Uzr=1,1=d,C=0, te (za k € 1..d)
Ap(x) = e,
gdje je e, k-ti jediniéni vektor u R? (zapisan kao vektor—stupac), je

Lv = —divv,

WVYP(Q) = {ueLP(Q): Vue LP(Q;CY)} = WhP(Q).

Takoder jei || - [lv,p = || - [[wir()- Posebno, za p =2 je HY(Q) = HY(Q). .
Primjer 2. Ako je Lu:=divu,ondajer=d, [ =1, C =0, te je
Ap(x) = ¢,
za k € 1..d. Sada je .
Lv=—-Vuv,
pa )
WIP(Q; C?) = {u e LP(Q;CY) : divu € LP(Q)} = L5 ().
Vrijedi i || - [laiv p = [ - [z (), @ za p =2 je HY (Q) = L3, (). .
Primjer 3. Uzmemolid=31iLu:=rotu,ondajer=101=3, C=0, te
0 0 0 0 0 1 0 -1 0
Aix)=10 0 —-1], As(x)=10 0 0], Az(x)=|1 0 O
01 0 -1 0 0 0 0 0

Bududi da je A} = —Ay, k € 1..3, to slijedi
Lu= Lu=rotu.
Takoder je
WP (0 %) = {u € LP(Q: CY) : rotu € LP(% CH)} = L2, (9,

te |l llvot.p = II - HLfot(Q)v azap=2je H (Q) = L, (Q).



Prilozi teoriji Friedrichsovih i hiperbolickih sustava

Gustoca glatkih funkcija

Prostori grafa dijele mnoga svojstva s klasicnim Soboljevljevim prostorima, mada
su dokazi tih svojstava za prostore grafa Cesto tezi i tehnicki zahtjevniji. Jedno od tih
zajednickih svojstava je i gustoca glatkih funkcija, a dokaz za prostore grafa je slozeniji
utoliko $to se na odredenom mjestu pojavljuje samo slaba konvergencija niza u L (umjesto
jake kao u slucaju Soboljevljevih prostora), te je potrebno koristiti Mazurov teorem da bi
se dobila jaka konvergencija. To je i razlog zbog kojeg prikazani dokaz ne vrijedi za p = 1.

Teorem 2. Neka je p € (1,00), te v € W5P(Q; C") takav da je suppv € K(2). Tada za
svaki € > 0 postoji funkcija v. € CX(§; C") za koju je

IV =vellep <e.

Dem. Neka je (p,,) izgladujuéi niz, te izaberimo n dovoljno velik (takav da je d(0€2, supp v)>
%) Tada je konvolucija

(=)o) = [ pulx = y)viy)dy. xRS
Q

dobro definirana, te je p, xv € C2°(Q; C"), i

pnxv—v u LP(Q;C")
(vidi [LL, str. 58]). Prema Lemi 1 tada i
(1) Lpp*v) — Lv u D'(Q;ChH.

Iz Leibnitzove formule (za derivaciju produkta glatke funkcije i distribucije) je

B

L(pn ) = | (0xAR) (o V) + Ax(Ok(pn + V)| + Clpn V).

e
I

1

a kako su pp, *x v, Ok(pn ¥ v) € C°(2;C"), te O Ak, A, C € L*®(; M) (za k € 1..d), to
slijedi da je niz (£(py * v)) sadrzan u LP(Q; C!). Sada iz (1) slijedi

Vo Cx@C) [ Lo e — [Lre,
Q Q

a zbog gustoée CX(Q; CH) u LpI(Q; Cl) i

(2) L(pn*v) — Lv u LP(Q;CH.

Neka je € > 0 fiksan. Odaberimo podniz niza (p,) (koji radi jednostavnosti i dalje
jednako oznacavamo), takav da je
- e 1
2 2n
Zbog (2) iz Mazurovog teorema ([Ru, str. 67]) slijedi da postoje brojevi s € N i A1, Mg, ..,
As € (0,1), sa svojstvom Y>> _; A; = 1, te brojevi n(i) € N, i € 1..s, takvi da je

(3) (Vn eN) [pn * v = VlLp:cr)

) H; Xillongy #¥) = Ly LP(Q;C) = % '



Prostori grafa

Uz oznaku ve := 3771 Aipp) ¥ v € C2(Q;C") je

Lve = NL(pngi) * V) |
=1

pa formula (4) postaje

Lv: — Lv

<&
Lr(clh) 2
Kako je zbog (3) i

Ve = V[lLr(0;cr) = HZ Ai( Py ¥V — V)

P Lr(Q;C")
> Eem 1 Eem 1l ¢
<Y Aillongy #v =) <5 i <5251 <5
, 2 L on(i) = 4L~ 2
1=1 1=1 =1
to iz definicije norme na W5?(Q; C") slijedi
p—1

1\ 5
H%—vhm<gg) <e.

Q.E.D.
Korolar 1. Neka je p € (1,00), te v € W5P(Q; C) takav da je suppv € K(Q). Tada za
svaki € > 0 1 svaki 6 > 0 postoji funkcija ¢ € C°(K(0,0)) za koju je

Iv—g v, <e.

Dem. Za ¢ mozemo uzeti konveksnu kombinaciju iz dokaza prethodnog teorema:

S
i=1

uz uvjet da na pocetku dokaza (prethodnog teorema) odaberemo podniz izgladujuéeg niza,
¢iji svi ¢lanovi imaju nosa¢ u K(0, 9).

Q.E.D.

Sljedeéi teorem se dokazuje analogno kao i za klasicne Soboljevljeve prostore (vidi
[AF, str. 67]), pa stoga njegov dokaz ovdje izostavljamo.

Teorem 3. Zap € (1,00) je C®(Q; C") N WEP(Q; C") gusto u W5P(Q; CT).
S Uy oznacavamo skup (filtar) svih okolina tocke x € R%.

Definicija. Kazemo da skup © € R? ima svojstvo segmenta, ukoliko postoji familija

N = {(Nx, yx) € Uy x R : x € 00}, takva da je

(Vx e dN)(Vz e ClIQN Ny)(V7 € (0,1)) z+71yx € Q.



Prilozi teoriji Friedrichsovih i hiperbolickih sustava
Geometrijska interpretacija svojstva segmenta je da 2 ne moze istovremeno lezati s
obje strane svog ruba.

Teorem 4. Ukoliko je p € (1,00) i) ima svojstvo segmenta, onda su restrikcije na 2
funkcija iz prostora C°(R%; C") guste u W5P(Q; CT).

Dem. Dokaz provodimo u tri koraka.

I. rezanje na glatke funkcija s omedenim nosa¢em: neka je f € CX(R?), takva da

je
1, za |x|<1
J@) = {0, za |x|>2"
te fn(x) := f(3), zan € N (vidi sliku).

A

Oznac¢imo
Q, ={xe:|x|>n},
a = max ||Az|lLe(q
max [[Agllreem,)
te vy, 1= fuv, za dani v € W5P(Q; C"). Koristeéi Leibnitzovu formulu za deriviranje

produkta glatke funkcije i distribucije dobivamo

d d
2% lun(gicny = || (Orf) Ay + ;fw\kv) IOV e

k=1
< C1al|V fallis (@, mey IVILe@aicry + | fallue @) 1€Vl ot
< Ol fallwrse ) VIl 2 p.2,
< C2|’f"wl=°0((z)HV”LZLQn g

za neke pozitivne konstante C1, C1, Co (koje ne ovise o n iv). Odavdje slijedi (za C5 > 0)

v =vallcpo = IV —Vallzpon
< |IVllzpan + IVallcpo. < CsliVlizpan -

Bududi da je (prema Lebesguevom teoremu o dominiranoj konvergenciji)
lim |[|v =0
T [Mlpa, =0,

to slijedi da se svaka funkcija iz W5P(Q; C") moze proizvoljno dobro aproksimirati (u
| - ||z, normi) funkcijom iz WEP(Q; C") s omedenim nosacem. Ako uzmemo u obzir tvrd-
nju Teorema 3, onda lako slijedi da se svaka funkcija iz W5P(€; C") moze proizvoljno
dobro aproksimirati glatkom funkcijom iz WP (; C") s omedenim nosacem u €. Stoga je
teorem dovoljno dokazati za takve funkcije.
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Prostori grafa

I1. svodenje na lokalnu aproksimaciju: neka je u daljnjem funkcija v iz C*°(2; C") N
WEP(Q; CT), takva da je suppv omeden u . Ako s A oznac¢imo familiju iz definicije
svojstva segmenta, tada je skup

F :=suppv \ (UxegnlNx) €

kompaktan u R?, pa stoga postoji otvoren skup Ny, takav da je FF € Ny € CINy C
Q. Familija {No} U {Nx : x € 0Q} ¢ini otvoren pokriva¢ kompakta suppv u R, pa

postoji konacan potpokriva¢ {No, N1, ..., Nk }. Izaberimo otvorene skupove N;, takve da
je N; CNZ,Z'EOKtedajesupvaNOUN1U UNK Nekaje]:—{fa a € A}
particija jedinice pridruzena otvorenom pokrivacu {NO, Ni,...,N K } skupa supp v, te neka

je fi (lokalno konacna) suma svih f, € F za koje je ¢ najmanji indeks sa SVOJstvom da
je supp fa C N;. Uocimo da je tada El 1fZ = 1 na suppyv, te oznacimo v; := flv Kada

bismo za svaki i € 0..K i svaki € > 0 mogli na¢i v.; € C(R% C"), takav da je

g
||V - V57’i||£7p < K+ 1 )

tada bi za v, 1= Zfio ve i vrijedilo

K K
v =vellep = | 2o vi =D ve
1=0 1=0 £

i teorem bi bio dokazan.

ITI. konstrukcija lokalne aproksimacije: primijetimo da je svaki v; iz C>°(2; C") N
WEP(Q; CT), te suppv; C N; Nsuppv. Posebno, supp vo € Ny je kompaktno sadrzan u €,
pa je vo € CX(€; C") i mozemo uzeti v. o = vg. Fiksirajmo sada i € 1..K, te prosirimo v;
nulom van Q. Tada je v; € C°(R¥\ T;C"), gdje je I' := d9Q N CIN;. Oznac¢imo s y # 0
vektor pridruzen skupu V; iz definicije svojstva segmenta, te za n € N definirajmo

1 1
ry=T——-y={x—-y:xeTl},
n n

V(%) == vi(x + %y) :

K
< Z Vi = veillep <€,
=0

.

Za n dovoljno velik (takav da je % < min{1,

segmenta je ', N C1Q = () (vidi sliku).

d(N;,0N;)

Iyl }) je I'y € N;, a zbog svojstva

o0

Takoder je supp v, kompaktno sadrzan u N;, v, € C°(R?\ T',,; C"), te je v, omedena na
CIQ. Zbog toga je i
d
Lv, = Z [(8kAk)Vn + ALOgvn| + Cv,y,
k=1
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omedeno na €, pa je v, € WEP(Q; C"). Buduéi da je translacija ¢ — g(z + ¢) neprekinuta
(po ¢) na LP, to
v, —v; u LP(;C") kad n— oo,

pa sli¢cno kao u dokazu Teorema 2 dobivamo i

Ly, — Lv; u LP(CH kad n— .
Neka je € > 0 fiksan. Odaberimo podniz niza (v,) (koji jednako ozna¢avamo), takav da je
1 € 1
4 K+1 277
Sada slicno kao u dokazu Teorema 2 koristimo Mazurov teorem (vidi [Ru, str. 67]), te
odabiremo konaénu konveksnu kombinaciju ¢lanova niza (Lv,,), takvu da je

HZ N L) — LV
7=1

Ozna¢imo u, ; := Z 1 AjVn(j), tako da je Lug; = Z

(5) (VneN) v~ villuaucr) <

€
K+1
AjLv

1
Lp(Q;Cl) 4

n(j), te da vrijedi

€
<

1
6 HE .~ Ly, - .
( ) Ue i Vi e 4 K+1

Zbog (5) je

Jue,i = villLe(;cr) —HZ)‘ vi)

Lr(Q;C7)

< Z Ajll(vig) = vi)llr o)
j=1

S

1 € 1 1
< = - — < -
4 K+1;2n(1) 4

=1 1«
Z?IZ reul

Sto zajedno sa (6) daje

1 € 1 1 €

- .9p

4 K+1 S92 K +1

Iz definicije funkcije uz; 1 svojstava funkcija v,,(;) slijedi da funkcija u.; pripada prostoru
C®(R%\ ( jzlfn(j)); C"), te da je suppu.; kompaktno sadrzan u N;. Kako je i C1Q2 N
N; kompaktno sadrzan u R% \ (Uj.:ll“n(j)), to prema Urysonovoj lemi mozemo odabrati

luei = Villzp <

funkeiju ¢ € C°(R?) takvu da je ¢ = 1 na C1QNsupp uc i, te ¢ = 0 izvan nekog kompakta
koji ne sadrzi U§:1Fn(j)- Tada je v.; := @u.; trazena funkcija.

Q.E.D.

Prosirenje na cijeli R?

Kao i kod Soboljevljevih prostora, mnoga svojstva prostora grafa su vezana uz odgo-
varajuéu regularnost (ruba) domene. U svezi s tim najcesée se pojavljuje pojam Lipschit-
zovog skupa, odnosno skupa s Lipschitzovim rubom. U literaturi postoje razlicite (mada
vrlo slicne) definicije toga pojma (za neke reference vidi [BC, str. 350]), koje su ¢esto i
ekvivalentne. Mi ¢emo ovdje slijediti [W1, str. 38], gdje je svojstvo Lipschitzovog ruba
nazvano N%! svojstvo, te je vrlo prezicno i detaljno definirano, §to olaksava neke tehnicke
racune.
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Definicija. Kazemo da je otvoren skup  C R? Lipschitzov (odnosno da ima Lip-
schitzov rub) ukoliko za svaki x € 0f) postoji okolina Nx € Uy, ortogonalna koordinatna
transformacija Ky : R — R%, brojevi ax, 3x > 0, te funkcija fx : R~ — R, tako da,
ukoliko s (y1,92, - . .,yq) 0znacimo nove koordinate (dane s transformacijom Kx), i s

P(Oéx) = {(y17y27 cee 7yd—1> : |y2| < ox, iel.d— 1}
kocku u R%1 duljine stranice oy, vrijede sljedeéa svojstva:
a) fx|P( ) je Lipschitzova funkcija;
Qx

b) Dio ruba 92 N Nx je (u novim koordinatama) graf funkcije fX|P(

ozx).

o0 N NX = {(y17y27 .. '7yd717fx(y17y27 .. '7yd71)> : (y17y27 .. '7yd71) € P(QX)}v

Qn Nx = {(yhy% .- -ayd) € Rd : (y17y27 .- '7yd—1) € P(Oéx) &

Tx(Wi,2, - Yd—1) <ya < fx(y1,y2, -, Ya—1) + ﬁx} ;

(C19)° NN = {12 0a) €RT: (1,92, 9a-1) € Plaw) &

Tx(Wi,92, -, Yd—1) — Bx < vya < fx(y1,y2, ... 7yd—1)} -

"
Moze se provjeriti da Lipschitzovo podrucje zadovoljava svojstvo segmenta.

Sa Wé’p(Q; C") u daljnjem oznacavamo zatvara¢ prostora C°(€; C") u WP (Q; CT).
Isto tako, za danu izmjerivu funkciju v : @ — C7, s v : RY — C” oznacavamo njezino
prosirenje nulom na cijeli R%:

v(x), x€
0, inace
Prije nego li dokazemo sljedeci teorem napomenimo da svaka Lipschitzova funkcija na
ima Lipschitszovo progirenje na cijeli R? (vidi [EG, str. 86]). StoviSe, prosirenje se moze
odabrati tako da Lipschitzova konstanta ostane ista (Kirszbraunov teorem, [Fe, §2.10.43]).
Teorem 5. Neka je Q Lipschitzovo podrudje, te neka je s Ay € Wl (R M) (za
k € 1..d) oznaceno jedno Lipschitzovo prosirenje matricne funkcije Ay. Oznac¢imo s C neko

omedeno prosirenje funkcije C na cijeli R%, te definirajmo operator L : LP(R%CT) —
D'(RY; CY) formulom

d
Lu = Z dx(Agu) + Cu.
k=1
Tada su za v € W5P(Q; C") sljedece tvrdnje ekvivalentne:

a) ve W5P(Q; Cr);
b) v € WEP(RE, CT).



Prilozi teoriji Friedrichsovih i hiperbolickih sustava

Dem. Pokazimo da prva tvrdnja povlaci drugu: neka je v € Wg’p (Q; C"), te v pripadno
progirenje nulom. Jasno je da je v € LP(R% C"), pa jos preostaje pokazati da je i LV €
LP(RY; CY). Oznacimo s (¢,,) niz u CX(Q; C"), takav da

Yn — v u WEP(Q:CT).
Posebno, tada i ¢, — v u LP(R%; C"), te Ly, — Lv u LP(Q; C!). Uocimo da je
Len = (Lon) — (Lv) u LPR%CY,

dok je prema Lemi 1
Lp, — Lv u D'(RLCH.

Jedinstvenost limesa (u prostoru distribucija) povlaéi £v = (Lv) € LP(R% CY), i time je
jedna implikacija dokazana. Uo¢imo da do sada nismo koristili da 2 ima Lipschitzov rub.

Da bismo dokazali drugu implikaciju, postupamo slicno kao u dokazu Teorema 4:
prvo koristimo niz funkcija (f,,) da bismo dokaz sveli na slu¢aj kada v (odnosno v) ima
omeden nosag, te postupajuci analogno dobivamo familiju V, skupove F', No, N1, ..., Nk,
No, N1, ..., Nk, particiju jedinice {f, : o € A}, te funkcije f;, i € 1..K. Oznacimo V; =
fiv, i €0..K, tako da je Zfio V; = V i uo¢imo da je (prema Teoremu 2) vy € Wg’p(Q; Cn).
Da bismo dokazali tvrdnju dovoljno je (za fiksan ¢ € 1..K) aproksimirati v; nizom iz
CX(Q; C") (u WEP(Q; CT) normi).

Neka je (y1,2,...,yq) ortogonalan koordinatni sustav, te fx, : RI-! — R Lips-
chitzova funkcija (konstante L) pridruzena paru (x;, N;) iz definicije Lipschitzovog ruba.
Oznacimo s

C = {(y1,y2,..-,yd) ERd:yd>L(§yJ2)%}
=

stozac (u novim koordinatama), te s

U

-1

Cy = {(yhyz,---,yd) eR:ya—yj >L< <yf_y;'(>2>
=1

N =

}

njemu kongruentan stozac s vrhom u tocki x € 9Q N N, gdje su (y§, ¥, ..., y)) trans-
formirane koordinate tocke x. Pokazimo sada da za svaki x € 002N N; vrijedi Cx N N; C €.
Zaista, za proizvoljnu tocku z = (y7,v3,...,y5) € Cx N N je

<
Il

d—1

vi— s> LYW - ) >

J=1

|

in(y%vyga cee 7?/2—1) - sz(yfayga cee 7?/5-1)

Z in<y%7y§7 s 7y§71) - fxl<yi(7y%(7 s 7y()1<71> )

pav ZbOg yZl( = in (yi:yga e 7y§71) (jer je X c aQ m NZ)7 Sh.]edl yg > in<y%7y§7 s 7y271)7
odnosno z € QN N;.

Uzmimo sada ¢ > 0 fiksan, i ozna¢imo ¢ := %d(@Ni,ﬁNi). Neka je ¢ : R — C
glatka funkcija, za koju je supp ¢ C K(0,d) N C, te (vidi Korolar 1)
: : £
(7) !\Vz’—@*vi|£,p<m-
Tada je i

supp ¢ * v; C suppv; + (K(0,8) N C) C (C1Q N N;) + (K(0,6)NC) C ClQNN;,
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pa niz funkcija (v,,), definiran s
. , 1
Wn(y) i= (e x0) (y = == (0.0,....0.y)), yER,
nlydl T
zadovoljava suppv, C QN N;, za dovoljno veliki n (takav da je % < 9), odnosno v,, €
CX(€; C"). Sada analogno kao u tre¢em dijelu dokaza Teorema 4, konstruiramo V. ; €

C2°(€2; C"), koji je konaéna konveksna kombinacija ¢lanova niza (v, ), takav da je

S £
[ % Vi = Vel £p < AR+ 1)’
sto u kombinaciji sa (7) povlaci
L £
Vi = Veillep < Kl

Q.E.D.

2. Operator traga

U ovome odjeljku zelimo definirati pojam traga za funkcije iz prostora grafa. Najprije
¢emo dokazati nekoliko pomoé¢nih rezultata.

Lema 2. Neka je zadovoljen jedan od sljedeca tri uvjeta:
a) ue WP(Q;C") ive W' (Q;C), zap € [1, 00);
b) uc WhP(Q;C") ive WH(Q; C"), za p € (1, 00);
c) u,v e Whe(Q; C").

Tada vrijedi Leibnitzova formula:
Ok(u-v) =0gu-v+u-0ogv, kel.d.

Dem. a) Neka je (uy) niz u C*®(€; C") N WP(Q; C"), takav da u, — uu WHP(Q; C"),
i neka je k € 1..d fiksan. Leibnitzova formula za derivaciju produkta glatke funkcije i
distribucije povlaci

Ok(up - v) = Opup - v+ Uy - Opv.

Zav e Wl’p/(Q; C") iz Holderove nejednakosti slijedi
Up-v—u-v u LYQ)
Opup, -V — Opu-v U Ll(Q)
Up - Opv — u-Opv u LYQ).

Gornje kovergencije povlace i slabu * konvergenciju u prostoru D'(2), a kako je deriviranje
neprekinuto u topologiji na prostoru distribucija, to posebno vrijedi i

Op(up - v) — Op(u-v) u D'(Q).

Kombiniraju¢i spomenute konvergencije u prostoru distribucija s gornjom Leibnitzovom
formulom dobivamo tvrdnju.

b) U ovom slucaju dokaz se provodi slicno kao u (a), te se gornji argumenti mijenjaju
samo utoliko §to imamo jake konvergencije u prostoru L?(2), a ne u L'(Q).

c) Kada su u i v Lipschitzove funkcije, onda one imaju klasi¢nu derivaciju skoro svu-
da, i te derivacije su jednake njihovim distribucijskim derivacijama [EG, str. 235]. Bududi
da Leibnitzova formula vrijedi za klasi¢ne derivacije (po tockama), to vrijedi i za distribu-
cijske.

Q.E.D.

11
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Lema 3. WYP(Q; C") je neprekinuto ulozeno u WP (€; C"), za p € [1,00]. Ukoliko je
p € (1,00) i) zadovoljava svojstvo segmenta, onda je to ulaganje i gusto.
Dem. Za u € WP(Q; C") je u, dpu € LP(Q; C"), k € 1..d, pa iz Leibnitzove formule slijedi

d
— Z [8kAku + Akﬁku} +Cuell(Q;Ch,
k=1

sto povlaci u € W5P(Q; C"). Isto tako se lako vidi da je

d

[LullLp0,cty < Chllulleicry + C2 Z [0kullLr(:cry < Csllullwiricry s
k=1

pajei
Jull
za neke pozitivne konstante C1, Cy, C3, Cy, i time je dokazana prva tvrdnja.
Ukoliko je p € (1,00) i 2 zadovoljava svojstvo segmenta, onda je (prema Teoremu 4)
CX(R%;, CT) gusto u WHP(Q; C™). Bududi da je CX(R% CT) € WEP(Q; C), to slijedi i
druga tvrdnja.

£y < Callullwrrsery s

Q.E.D.
Lema 4. Zav € LP(Q;C") (p € [1,0]) i ¢ € D(Q; C) je

'D/(Q;Cl)< £V, (02 >D(Q;Cl) = /V . EQO dx s
Q

gdje - oznacava realni skalarni produkt.

Dem. Prvo uo¢imo da gornji izraz ima smisla, jer je Lv € D'(€; C!), te Lo € L>®°(Q; C")
ima kompaktan nosac. Koriste¢i Leibnitzovu formulu i definiciju distribucijske derivacije
dobivamo

Q/V.de:g/v- [—
:Q/V.[_kzl

:/ ZAkV Ok + Cv - cp]d

M=~

Op(Afep) + (c* + i GkA;;) go} dx
k=1

e
I

1

B

Aloyp + CT¢] dx

A —
= - ’D’(Q;Cl)< A, 0@ )pioict) Tt (CV. @) pascr
k=1
d
= Z pr:el Ok(Arv), @ ) pascry Torasct) (CV, @ )pact
k=1

=pr(a;ct) { LV, @ )posct) -
Q.E.D.
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Tvrdnje gornje leme vrijede i ako zamijenimo uloge operatora £ i L.

Iz tehnickih razloga ¢emo u ostatku ovog odjeljka razmatrati samo slucaj p = 2,
odnosno promatramo prostor H%(Q; C"). Takoder, dodatno pretpostavljamo da je €
omeden i Lipschitzov. Tada je 0f) po dijelovima graf Lipschitzove funkcije, pa se prema
Rademacherovom teoremu (Lipschitzova funkcija ima derivaciju skoro svuda [EG, str. 81])
moze definirati jediniéna vanjska normala v = (vq,vs, . .., 1) € L®(0Q; R?). Definirajmo
preslikavanje A, € L*(0Q; M) s

d
= ZW;(X)A

k=1
Zam € N, s Ttp : H(Q;C™) — H%(GQ; C'™) ¢emo oznacavati operator traga,

as & H%(ﬁQ; C™) — H(Q; C™) njegov desni inverz-operator podizanja (vidi [WI,
str. 120-133]).

Teorem 6. Zau € H'(Q;C") iv € HY(Q; C!) vrijedi
(Lu | V)r2.cn = (U] Lv)izcn = (AuTinu | Tinv)iego.cr -
Dem. Dokaz prvo provodimo za u € C°(R%; C") i v € CX(R% CY). Koristedi (uzastopno)

Leibnitzovu formulu dobivamo

d
(Lu|V)reacn — (u\ﬁv}Lz Q) /Zak Ayu) vdx—l—/u-ZA}i@kvdx
k=1

[8k(Aku) “V+ Agu- 8;&] dx

S

M= M- I

6k(Aku . V) dx ,

e
I
—

L

Sto uz teorem o divergenciji povlaci
d
(Cu | V>L2(Q;Cl) - (U | ,CV L2 Q;Cr) /Zl/k Aku -V)‘aﬂ dsS = /AAVU‘aQ -V‘aﬂ ds,
o0 k=1 o0
¢ime je tvrdnja za ovaj slucaj dokazana.
Neka je sada u € C°(R%; C") i v € HY(Q; CY), te neka je (v,) niz u C°(R?; CY) koji
konvergira k v u H'(Q; C!). Tada
(Lu | Vn>L2(Q;Cl) — (Lu| V>L2(Q;Cl)a
a kako Lv,, — Lv u L2(Q; C") (5to slijedi iz Leme 3 i definicije £-norme), to i
(ul £~Vn>L2(Q;cr) — (u| £~V>L2(Q;Cr)-

S druge pak strane, zbog Tyiv, — Tyiv u H%(ﬁQ; Ch), vrijedi Tivp, — Tgpv u
L2(09; C), sto povlaci
(AvTmu | Tava ) 2000t — (AvTmu | Tmv)re gty »
te je time tvrdnja dokazana i za ovaj slucaj.
Aproksimirajuéi u € HY(Q; C") funkcijama iz C°(R%; C"), i postupajuéi sliéno kao
gore, tvrdnja se lako pokaze za u € H'(Q; C") i v € H (Q; C).
Q.E.D.
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Neka su u € HY(Q; C") i v e HY(Q; C!). Koriste¢i Schwartz-Cauchy-Bunjakovskijevu
nejednakost (za L? skalarni produkt) dobivamo

(AyTiu | TH1V>L2(8Q;Cl) < ’<£U | V>L2(Q;Cl)’ + ’<U | £V>L2(Q;C’”)

< HCUHL2(Q;cl)HVHL2(Q;CZ) + HUHLQ(Q;CT)HZVHLQ(Q;CT)
< lullzlviz

odnosno, za z € H%(aQ; Ch) je

(AvTiu | 2)r290,c1) < llullz - [[€mzll 2

< Cillulle - €mallm@en < CullullelEml - Nzl 3 (60501)

za neku konstantu €7 > 0. To povlaci da je preslikavanje
Z+ <AVTH1U | Z>L2(8Q;Cl)

neprekinut antilinearan funkcional na H%@Q C!), norme manje ili jednake C1||ul|z[|Ex||.
Drugim rije¢ima, za fiksan u € HY(Q; C") preslikavanje ( A, Typu | - )y 2 (00:C1) Je iz prostora

*_(89, C'). Stoga je dobro definirano preslikavanje 7, : H'(Q; C") — H~ (GQ, ChHs
Teu = (A Tu | - )12a0:01)

Jasno je da je to preslikavanje linearno, a lako se vidi i da je neprekinuto ukoliko Hl(Q, C")
promatramo uz normu | - || 2. Buduéi da je HY(Q; C") gusto u H4(Q; C"), to se Tz moze
na jedinstven nacin prosiriti do neprekinutog lineranog preslikavanja na cijeli H(Q; C).
Kako 7, opcenito nece biti surjekcija, to ima smisla promatrati prostor njegove slike
HZ(09; CY) == Im T, C H*%(GQ; ch,
te surjektivni operator traga 7 : HX(Q; C") — H4(9Q; C!), definiran s
Tru = Tru.

Teorem 7. Vrijedi
Ker 7, = H5(; C").

Dem. Za ¢ € CX(Q;C") je ocito Trep = 0, a kako je C2°(€; C") gusto u H5(9; C") i 7
neprekinut, to je

Ker 7, D H5(Q; C").
Da bismo dokazali drugu inkluziju uzmimo v € Ker 7z, te kao i prije, oznacimo s v nje-
govo prodirenje nulom na cijeli R?. Neka je £ prosirenje operatora £ kao u Teoremu 5.

Definirajmo njegov formalno adjungirani operator Ls

(C + Z 8kA*>

koji je onda prosirenje (u smislu Teorema 5) operatora L. Prema Teoremu 5 dovoljno je
pokazati da je v € HX(R?; C"). Jasno je da je v € L2(R% C"), pa preostaje pokazati da je
Lv € L2(R% Ch).

Mg

k=1
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Za ¢ € D(RY C!), prema Lemi 4, iz definicije operatora traga slijedi

~ v

D’(Rd;Cl)< Ly, ¢ >D(Rd;Cl) —D'(R%CH < (ﬁv)v ¥ >D(Rd;Cl) =

:/V-Z¢dx—/(ﬁv)-¢dx

jer je Tpv = 0. To povladi da je £V = (Ev) c L2(R% CH.
Q.E.D.

Jednostavno se vidi da je restrikcija T operatora 7z na (Ker 77)* neprekinuta li-
nearna bijekcija s (Ker 77)* na Hg—(@Q; C!). Stoga je dobro definiran operator podizanja
Ec  HE(09; Cl — HE(Q;C7) s

Preslikavanje £/ je ocito linearno, Im &, = (Ker 77)* = H5(; CT)L, te je
Trérz=1z, z € H=(0Q; CY),

sto opravdava naziv operator podizanja. Ukoliko je Hg—(@Q; C!) zatvoreno u H-2 (09; Ch),
onda je ¢ i neprekinut [Ku, str. 389)].

Teorem 8. Zaz € H5(0Q; C!), infimum skupa {|jul|z : u € HX(Q;C") & Tru =z} se
dostize u jedinstvenoj tocki u, = Epz.
Dem. Lako se vidi da je T (z) = £z + Ker Tz, pa (zbog Epz € (Ker I)t) za v € Ker I
vrijedi
|z +vllc® = (Ecz+v | Ecz+v) e = [1€czl > + Iv]I2*.
Buduéi da je 0 € Ker 7z, to slijedi da je
inf{||Ecz+ vl :veKerTs} =min{||Erz+ |z :veKer T} = || €22,

i £,z je jedina tocka u kojoj se dostize gornji minimum.

Q.E.D.
Ukoliko za z,w € H(9Q; C!) definiramo

(z|w)7, = (Ez|Ew)r,

onda je jednostavno provjeriti da je (- | -)7, skalarni produkt na HE(09;CY.  Ako
H%(9Q; C!) promatramo uz generiranu normu

1zll7, = I€czllc
tada su (prema prethodnom teoremu) 77 i £, omedeni linearani operatori norme 1.
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Napomena. Prirodno se postavlja pitanje odnosa dviju normi na Hg—(aQ; Cl), norme

| - ||z, 1 one naslijedene iz H*%(ﬁﬁ; C!). Jednostavno se moze vidjeti da za proizvoljan

z € H2(0Q; C!) vrijedi

HZH L(Hﬁ(Q;CT);Hf%(aQ;Cl)) ) HZHTL :

Sada ¢emo dati nesto drugaciji opis prostora Im&p: neka je O : H5(Q; C") —
D' (Q; C") operator definiran formulom
Ov:=LLv+V,
te oznacimo

HEO(Q, C7) ={v e L2(;C") : Lv e L2 CH & Ovel?Q;C")}
—{ve H(Q;C") : Ov e L}(Q;C")} C HA(Q: CT).

Kako je L(H~O(Q;C")) C HE(Q; C!), to ima smisla promatrati operator
Tro HEO(,CT) — H 2(00;C7),  Tro:=-TzoL,
gdje je )
T, HE(Q; C) — H3(09; C")
operator traga definiran analogno kao i 7z: zav € H'(Q; C') je 7 v neprekinut antilinearan
funkcional na H%(aQ; C"), zadan s

(T7v,w) = (A, Tipv | W )12(90:Cr) - S H%@Q; c",

H™2 (90;C7) H? (09;C")

gdje je A, = — 22:1 VA = —A;, € L*(0; M,;). Dalje 7zv prosirujemo po nepreki-
nutosti na cijeli H*(Q; C!). Kao i prije, za v € H(Q; CY) i w € HY(Q; C") je

(Lv| w)re,cr) — (V| £W>L2(Q;Cl) = (A T | Tw)12(90,07) -
Akov e HE(Q; C!) aproksimiramo funkcijama iz H!(£2; C!), dobivamo da vrijedi

(CV | W>L2(Q;CT) — (V | £W>L2(Q;Cl) :Hf%(aQ;CT) <T£V’TH1W>H%(8Q;CT) .
Ukoliko sada uzmemo v € H~O(Q; C") (5to povlaci Lv € HZ(Q; C!)) i u gornjoj formuli
zamijenimo v s —Lv, dobivamo

< —TECV, TH1W > 1

<T£7OV77’H1W> H2 (99;C7)

H™3 (00;C7) H2 (90;C)  H™2(90:C7)
= —(LLv | wW)rzq.cr) + (LV | Lw)r20.ct)

= (vIw)e = (Ov|w)r2acn
zaw € HY(Q; C).
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Lema 5. Zav € H5(Q;C") i ¢ € D(Q; C") vrijedi
;e\ OV, @ )pscry = (V] ¢)c.

Dem. Prema Lemi 4 za u € L2(€; C!) i ¢ kao gore je

ey Lu, @) pesery = (u | L) 2.0t 5
pa ako za v € HX(Q; C") u gornjoj jednakosti stavimo u = Lv, te s obje strane jednakosti
dodamo
D’(Q;CT)<V> ‘P)D(Q;CT) = (v| 90>L2(Q;CT)>
dobivamo trazenu tvrdnju.

Q.E.D.

Teorem 9.
Im&r = Ker O = {v e H59(Q;C") : Ov =0} .

Dem. Najprije uocimo da je zaista KerO = {v € H*9(Q;C") : Ov = 0}, jer ako za
v € H5(Q; C) vrijedi Ov = 0 € L2, tada je i v € H&O(Q; C").
Ako je v € Im Ep, onda je prema prethodnoj lemi
el OV, @ )pa,ery =0,
za @ € D(; C"), pa slijedi Ov = 0.

Pretpostavimo sada da je v € Ker O, te oznac¢imo u = E,7yv € Im &, (tako da je
Tz(u—v) =0, odnosno u — v € H5(€2; C")). Tada jei O(u—v) = Ou — Ov = 0, pa slicno
kao prije dobivamo

(u=v]p)e=0, eCX(C).
Kako je C°(Q; C") gusto u H5(2; C"), to slijedi da je u —v = 0, odnosno v =u € Im &.
Q.E.D.
Rezultat analogan Teoremu 9 moze se pokazati i za operator L. Preciznije, ako je
Op =LL+T,
onda je

Im&z =KerOf = {v € Hﬁ’oi(Q; ch: Osv =0},

Primjeri

Pogledajmo sada kako izgledaju operator i prostor traga za poznatije diferencijalne
operatore prvog reda: gradijent, divergenciju i rotaciju.
Primjer 4. Veé smo vidjeli da je HY(Q) = H'(Q). Buduéi da je na H'(Q) definiran
surjektivan operator traga Ty : HY(Q) — H%(ﬁﬁ), postavlja se pitanje odnosa izmedu
operatora Ty i 7y : HY(Q) — HY(09; CY) < H_%(ﬁQ; C%). Kako je u ovom primjeru
Ap(x) =ex, k€ l.d, toje Ay = Eg:1 VA = v, pa iz definicije 7y i Teorema 6 slijedi
dazauecHY(Q)ize H%(ﬁﬁ; C%) vrijedi
(Tyu,z)

= (vTu,z)

_1 1 _1 1 ;
H™ 2 (69;C4) H2(09;C%)  H™2(9Q;C) H2 (99;C9)

odnosno )
Tv = vTjp € H2(09; CY) .
Bududi da je 71 surjektivan, to je i

Im Ty = HY(0Q; C?) = {vv: v € H2(0Q)} = vH2(9Q) < L2(99; CY).
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Primjer 5. Ako je Lu = divu, onda se lako provjeri da je A, = v, pa je za funkcije iz
L2 () definiran normalni trag Tgy , koji je zau € H'(Q;C%) i 2 € H%(ﬁQ) dan formulom

(v-Tqu,z) 1

(Tgiyu,z) 1 = 1 1.,
H2(0Q) H 2(09) H2 (99)

H™ 2 (00)
te prosiren po gusto¢i do neprekinutog linearnog operatora na L?hv(Q). Poznato je i da

je njegova slika H3Y (9€2) jednaka cijelom prostoru H*%(ﬁﬁ) (za dokaz vidi [DL, 1X.1.2]).
Dakle, Tgi, : L2, () — H™2(99) je surjekcija.

Primjer 6. Uzmemo li d =31 Lu = rotu, onda iz

0 0 O 0 0 1 0 -1 0
Ax)=[0 0 1|, Ax=1]0 00|, Asx)=]|1 0 o0f,
01 O -1 0 0 0 0 0
slijedi da je
0 —U3 1]
A, = V3 0 -,
—19 %41 0

pa se lako provjeri da je

(Ve¢eC®) Agf=vxE.
Stoga je za funkcije iz L2 () definiran tangencijalni trag Trot , koji je za u € H(Q; C3) i
ze H%(ﬁﬁ; C3) dan formulom

(ot u,z) (v X Tiiu, z)

1 1 = 1 1 )
H™ 2 (59;C3) H2(0Q;C3) H™2(00;C3) H2 (09;C3)
te prodiren po gustoéi do neprekinutog linearnog operatora na L2 (). Sama karakteri-

rot
zacija tragova funkcija iz L2 (€2) je nesto kompliciranija (za detalje vidi [Ta3]):

Hywaﬂmﬁ):{vefr%«xhc%;(aneﬁfaaﬂnomaeH%Q»

3 (90) }

(v, Vo), =3 P )y

_1 1 _1
H™2(0Q;C3) 2(0Q;C3) H™2(09Q)

3. Dualni prostor

O uvom odjeljku éemo poblize opisati duale prostora W5P(Q; C") i W§’p (Q; C").
Pokazat ¢e se da i ovdje vrijede slicni rezultati kao i za klasi¢ne Soboljevljeve prostore. U
¢itavom odjeljku pretpostavljamo da je p € (1,00), te da € ima Lipschitzov rub.

Teorem 10. Za svaki S € W5P(Q; C")/ postoje wy € Lp/(Q; C')iwg € Lp/(Q; Ch), takvi
da je
(8) (Vv e WEP(Q; CT)) SV:/W1~VdX+/W2-EdX.
Q Q
Ukoliko s Vg oznac¢imo skup svih (wy, ws) € Lp/(Q; C") x Lp/(Q; C!) za koje vrijedi gornji

izraz, tada postoji jedinstveni w € Vg takav da je

||S||W£7;D(Q;CT)/ = ||W||Lp/(Q;CT)XLP/(Q;Cl) = inf{||W||LPI(Q;CT)><LP/(Q;Cl) W E VS} .
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Dem. Na pocetku poglavlja smo konstatirali da je W5P(Q; C") izometricki izomorfan pot-
prostoru I'y prostora LP(€; C") x LP(Q; C!). Stoga element S duala prostora W4?(Q; C")
mozemo shvatiti kao neprekinut antilinearan funkcional na I'z. Prema Hahn-Banachovom
teoremu u (uniformno konveksnom) Banachovom prostoru postoji (jedinstveno) nepreki-
nuto i antilinearno prosirenje funkcionala S na cijeli LP(€; C") x LP(Q; C!) koje je iste norme
kao i S. Oznac¢imo to prosirenje s W = (W, Wa) € LpI(Q; C") x LpI(Q; C!). Jasno je da je
W € Vg, a kako je svaki w € Vg progirenje funkcionala S sa I'z na LP(Q; C™) x LP(Q; CY),
to jei
||S||W£,p(g;cr)’ < ||W||Lp/(Q;CT)><LP’(Q;Cl)7

pa slijedi

HSHWI:,p(Q;Cr)’ = ”W”LP’(Q;CT)XLP’(Q;Cl) = inf{HW”LP’(Q;CT)XLP/(Q;Cl) tw e Vg}.

Q.E.D.

Teorem 11. Oznacimo s U vektorski prostor svih distribucija T € D'(Q2; C") za koje
postoje wy € Lp/(Q; C)iwy € Lp/(Q; Ch), takvi da je

T:W1—|—£~W2.

Tada vrijedi:
a)
VS eWEr( Qe TeU) T= S .
D(Q;CT)
Ako je W kao u prethodnom teoremu, onda je T = W; + L.

b) Woﬁ’p (€ Cr)/ je izometricki izomorfan prostoru U, uz normu na U definiranu s
T = inf{H(Wl,WQ)HLPI(Q;CT)XLPI(Q;CI) :(w,wp) €LP (Q; CT) x LP (Q; CY)
& T=wy+ [',Wg} )

Dem. a) Za dani S € W5P(Q; CT)/ neka je w kao u prethodnom teoremu. Tada za
@ € D(Q; C") (prema Lemi 4) vrijedi

Sg0:/\7v1-¢dx+/v~v2-wdx
Q Q

= /\7\'1 L@ dx +pia.cn) ( L2, 0 ) pocr)

=pr;cr) (W1 + LW, @ )pa.cr -

sto povlaci S|/D(Q.CT) =T =Wy + LWy € U, i takav T je ocito jedinstven (i u D'(€; C")).

b) Za T =w; + Lws € U i ¢ € D(Q; C") (zbog Leme 4) vrijedi

pe T, @)peoer) = /Wl -de+/w2 -Lpdx,
Q Q
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pa koristenjem Holderove nejednakosti (prvo za LP-normu, a onda za p—normu na RQ)
dobivamo

() D’(Q;CT)< T, 90>D(Q;C’“) < ||W1||Lp’(Q;Cr)||90||LP(Q;CT) + ||W2||Lp’(Q;CZ)||590||Lp(9;cl)

< ||(W1aW2)||Lp’(Q;Cr)><Lp’(Q;cl)||90||£,p-

To povlaci da je T' neprekinut na D(Q;C") u || - ||z, normi, pa ga na jedinstven nacin

mozemo prosiriti do neprekinutog antilinearnog funkcionala 7}, na Woﬁ’p (€; C"). Stoga je
/

dobro definirano preslikavanje f: U — WOL P(Q;C") s

f(T) =Ty,

/
koje je ocito linearna injekcija. Pokazimo da je f i surjekcija: za dani Sy € Woﬁ’p(Q; cn),
prema Hahn-Banachovom teoremu u uniformno konveksnom prostoru, postoji jedinstven
S € WEP(Q; CT)/ koji zadovoljava

|W£’p(Q~CT) - SO i HSHVV[:ZD QCT HSOHWCP ch) :
0 )

Neka su w = (wy,wg) € Lp/(Q C") x Lp( :C!) i Vg kao u prethodnom teoremu. Tada
se upotrebom Leme 4 lako provjeri da je f(T) = Sp za T' = w; + Lws, pa slijedi da je f
surjekcija.

Za dani T' € U oznacimo

Ur = {(wi,wa) € L7 (Q;C") x LY (0, CY) : T = wy + Lwo},
So = f(T), te S, wi Vg kao gore. Tada zaw € Vg i € D(Q2; C"), slicno kao prije, vrijedi

per (T )pocry = Se = /Wl '¢dX+/W2 - Lp dx

Q Q
=D/(Q;Cr) (w1 + Lwa, >D(Q;CT) ’
pa slijedi da je Vg C Up. Stoga je i
D yerg,0ry = 19lwengery = mindiwliy @iernxwr o W € Vsl
> inf{[|wl[ (@:Cr)xLr (:cl) S W E Ur}.
S druge strane je zbog (9)
W EU) 17D hyenge < M@ ariao:

odnosno
D ygenrory < MM icryeis s - € U}
pa uzimajuci u obzir da je w € Uy slijedi
) yepory = Ml oy iy w € Ur) = [T
Buduéidaje f: U — Wé’p(Q; C’")/ linearna bijekcija, te Wg’p(Q; C’")/ Banachov prostor,
to slijedi da je || - ||y zaista norma na U, uz koju je U Banachov prostor, te je tada f

izometrija s U na Wg’p(Q; CT)/.
Q.E.D.
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Pokusajmo sada bolje opisati skup Vg iz Teorema 10. Promatrat ¢emo samo slucaj
p = 2, premda analogan rezultat vrijedi i za opéeniti p € (1, 00) (vidi [J, str. 60]).

Teorem 12. Skup Vg iz Teorema 10 jednak je zatvorenom afinom prostoru

A=W+ {(u,u2) € LA CT) x LA CH : Trup =0 & up = —Lus}.

Dem. Neka jew = (wy,wg) € Vg, te w = (W, W) kao u Teoremu 10. Tada za ¢ € D(Q2; C")
vrijedi

(w1 = w1 | @)rzcn) + (we = W2 | Lo )20 =0,
pa je

pracrl Lwa —Wa), @ )piery = (wa —Wa | L) 2.1y = —(W1 — Wi | @) 12(0.07) »

sto povlaci £(wg —Wa) = —(wy —w1) € L2(Q; C"), odnosno wy —Ws € HZ(Q; C!). Nadalje,
za v € HY(Q; C™) vrijedi

0= (w1 —wi|V)eacr) + (w2 — W2 | Lv)120.0n

—(L(wz2 —W2) | V)r2(0,cr) + (W2 — W2 | Lv)12(0.cty
<TL~',(W2 — \7V2), TH1V >H

THZ(09;C7) 3 (00;Cr)
pa slijedi da je 7z(wa — wg) = 0, odnosno w € A.
Obratno, zaw € A iv e H(Q;C) je

(wi = w1 | v)peucr) + (w2 — W2 | Lv)1200.01

= —(L(wz —W2) [ v)120,cr) + (W2 — Wa | LV)120.01
(Tz(wo —w2), Tiv ) 0,

TH3(00;C7)
a kako je H'(Q; C") gusto u H*(Q; C"), to gornja tvrdnja vrijedi i za v € H*(Q; C"), sto
povlaci w € Vg.
Da bismo vidjeli da je A zatvoren u L2(Q; C") x L2(Q; C'), dovoljno je primijetiti da
je )
A=T2Q;C") x T (0) N {(u1,up) € LA C") x LA, CY) s uy = —Lug},

te da su oba clana gornjeg presjeka zatvorena. Naime, prvi clan je zatvoren, jer je 7

neprekinut, a za drugi se zatvorenost pokaze analogno kao za I'y u dokazu Teorema 1.
Q.E.D.
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Prilozi teoriji Friedrichsovih i hiperbolickih sustava
1. Definicija i osnovni rezultati

Neka su d,r € N, te Q C R otvoren i omeden skup s Lipschitzovim rubom. Nadalje,
neka matriéne funkcije Ay € Wh°(Q; M.(R)), k € 1..d, i C € L>°(Q; M,.(R)) zadovoljava-
ju sljedeca svojstva:

(F1) matricne funkcije Ay su simetriéne: A = A;— ;
d
(F2) (3 >0) C+C™ + Z O Ay > 2101 (ssna Q).
k=1

Tada se diferencijalni operator prvog reda £ : L2(€; R") — D'(Q; R") dan formulom

d
Lu:= Z Ok (Agu) + Cu
k=1

naziva Friedrichsov operator ili pozitivan simetrican operator. Shodno tome se (za dani
f € L2(Q; R")) sustav parcijalnih diferencijalni jednadzbi

Lu=f

naziva Friedrichsov sustav ili pozitivan simetrican sustav. Takav sustav je prvi pro-
matrao K. O. Friedrichs (vidi [Fr]) s ciljem dobivanja osnovnih rezultata (egzistencija,
jedinstvenost,. .. ) za parcijalne diferencijalne jednadzbe mjesovitog tipa (poput Tricomi-
jeve). Kao sto ¢emo poslije vidjeti (potpoglavlje 5), mnoge jednadzbe i sustavi parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi (razlicitog tipa) se mogu svesti na simetricne pozitivne sustave,
te je velika prednost Friedrichsove teorije Sto nadilazi uvrijezenu klasifikaciju parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi na elipticke, hiperbolicke i parabolicke.

Friedrichs je predlozio i praktican nacin zadavanja rubnih uvjeta pomoc¢u matri¢nog
polja definiranog na rubu domene, koji omogucuje tretiranje razli¢itih vrsta rubnih uvjeta
(Dirichletov, Neumannov, Robinov — pogledati primjere nize). Pokazuje se prakti¢nim
to matri¢no polje pisati kao razliku dvaju polja A, — M, gdje je M € L*(0Q; M, (R))
dano polje (za razlicite M dobivamo razli¢ite rubne uvjete), a A, definirano kao u prvom

poglavlju:
d

Ay = Ay € L0 M,(R)),
k=1
pri ¢emu je v = (vy,1v9, -, jedinicna vanjska normala na 02. Za matri¢no polje
M : 992 — M, (R) Friedrichs pretpostavlja sljedeca dva uvjeta: za skoro svaki x € 0f
vrijedi

(FMT) (V€ eR") M(x)£-£=>0,

(FM2) R’ = Ker (A,,(X) - M(x)) + Ker (A,,(x) + M(x)) ,

te takav M naziva dopustivim rubnim uvjetom. Tada promatra sljede¢u zadac¢u: za dani
f € L2(; R") nadi u koji zadovoljava

{Eu:f
(AV —1\/I)U‘89 =0 -
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Takoder pokazuje jedinstvenost glatkog (C!) rjesenja (uz pretpostavku (FM1), ali veé se
definicija slabog rjesenja pokazuje problematicnom zbog nejasnog znacenja pojma traga
za funkcije iz prostora grafa. Mnogi autori su kasnije pokusali dati zadovoljavajuéi smisao
pojmu slabog rjesenja, te dobili odgovarajuce rezultate (jedinstvenost, egzistencija, do-
bra postavljenost, regularnost rjesenja), uz neke dodatne pretpostavke. Izmedu ostalog,
pokazuje se potrebno zahtijevati odredenu regularnost u rastavu (FM2), §to se moze lijepo
iskazati ukoliko se rastav u (FM2) prikaze koriste¢i projekcije na R".

Definicija. Dvije matrice P, Q iz M, (R) nazivamo parom projekcija ukoliko vrijedi
P+Q=1I i PQ=QP =0.
"
Lema 1. Dvije matrice Ay, A_ € M, (R) zadovoljavaju Ker A} + Ker A_ = R" ako i
samo ako postoji par projekcija P, P_ € M, (R), takvih da je
AL =(AL+A )P, i A_=(AL+A_)P_.
Stovise, za svaki takav par projekcija vrijedi InP, C Ker A_ i ImP_ C Ker A.
Dem. Pretpostavimo da postoji par projekcija za koje vrijedi gornja tvrdnja. Tada za
EcR vrijedi E =16 =P £+ P_E, te je
P ecKerP_ CKerA_ i P g eKerP CKerAy,
pa slijedi jedna implikacija.
Neka je sada Ker A + Ker A_ = R". Tada postoji par projekcija P4, P_, takvih da
jeImP, CKerA_iImP_ C KerAy. Tada je i

(At +A_ P =A P, =A(I-P_)=A,,
(At +A )P_.=A P =A_(I-P,)=A_,
¢ime je dokazana i druga implikacija.
Q.E.D.
Direktna posljedica gornje leme je sljedeé¢i rezultat.
Lema 2. Matri¢na funkcija M zadovoljava (FM2) ako i samo ako za skoro svaki x € 0f)
postoji par projekcija P (x), P_(x), takvih da je
(A, + M) (x) =2A,(x)P(x) i (A, —M)(x) =2A,(x)P_(x).
"
Pokazimo sada da je transponirani rubni uvjet dopustivog rubnog uvjeta takoder
dopustivi rubni uvjet. To je ve¢ Friedrichs uocio, a omogucuje jos jednu korisnu karakteri-

zaciju uvjeta (FM2). Da bismo to dokazali, potrebno nam je nekoliko tehnickih rezultata.
Najprije uo¢imo da je (FM1) ekvivalentno s

(V&€ € R) (M(x) +MT(X))5 >0 (ssxe€d),

odnosno s
(VEeR") M'(x)¢-£€>0 (ss x € 09).

Ta tvrdnja trivijalno slijedi iz ¢injenice da je realna matrica M pozitivno semidefinitna
ako i samo ako je njezin simetri¢ni dio pozitivho semidefinitan, odnosno ako i samo ako je
njezina transponirana matrica pozitivno semidefinitna, sto pak trivijalno slijedi iz

(M+M")g-g=2Mg - £=2M'¢ €.
Lema 3. Ako je matrica M € M,.(R) pozitivno semidefinitna, onda je Ker M = Ker M " .
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Dem. Bududi da je M+MT simetri¢na i pozitivno semidefinitna, to za svaki & € R” vrijedi
0<M+MNE-(M+ME< A€ (M+MT)E =2\ ME - £,

gdje je Ay najveéa svojstvena vrijednost matrice M + M. Posebno, za € € KerM
dobivamo
0<M+MNHE-M+ME<0,

odnosno (M +MT)€ =0, pa slijedi i M"& = 0. Analogno se dokaze i Ker M D Ker M.
Q.E.D.

Lema 4. Neka vrijedi (FM2) i A, (x)§ = 0 za neki x € 09, £ € R". Tada je (A, +
M)T (x)¢ = (A, — M)T (x)¢ = 0, pa i M (x)¢ = 0.
Dem. Za P_ kao u Lemi 2 vrijedi

(A, — M) T (x)€ = (2AV(X)P_(X))T5 — 2P (x)A,(x)€ = 0.

Analogno se pokaze i (A, + M) (x)€ = 0, odakle onda M ' (x)& = 0 trivijalno slijedi.
Q.E.D.

Napomena. Dokazi gornjih dviju lema su preuzeti iz [Fr], a moze se pokazati da vrijedi
i vise: KerM = KerM" = Ker A,,, dok je dokaz analogan onome za operatore u Lemi 11
nize.

Teorem 1. Ako je zadovoljeno (FM1)—(FM2), onda za skoro svaki x € 0X) vrijedi i

(FM3) Im (A,,(x) - M(x)) N Im (A,,(X) + M(x)) — {0}

Dem. Dokaz provodimo za fiksan x, kojeg radi jednostavnosti ispustamo u daljnjem pisa-
nju. Nekajew € Im (A, —M) NIm (A, +M). Tadajew = (A, —M)&- = (AL +M)E,
zaneke £_.&, € R". Tada za P_ P, kao u Lemi 2, te n_ :=P_&_, ny = P_ & vrijedi
w=(A,—M)¢_=2A,P_¢& =2A,P P & =2A,P_n_=(A,—M)n_,
w= (A, +M)§; =2A,P & =2A,P P L =2A,P iy = (Ay + M) .

Takoder je ne € ImP1 C Ker (A, F+ M), pa vrijedi

M(ns 1) = 5[ (Av + M) — (A~ M)| (- +7)

= 2 [A + My — (A M ] = Sw—w) =0,

Avln = n) = 5[(Ay+ M)+ (A~ M) (1 — )
1

= 5[ (A +M)n; — (A, —M)n_| =

Lema 4 sada povlaéi M (g, —n_) = 0, pa iz Leme 3 slijedi M(n, —n_) = 0, to zajedno
s M(ny +m-) =0 daje Mn, = Mn_ =0. Sada iz (A, + M)n_ = 0 slijedi A,n_ =0,
paiw= (A, —M)n_ =0, ¢ime je teorem dokazan.

Q.E.D.
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Koristeé¢i prethodni teorem lako se moze vidjeti da je i M" dopustiv rubni uvjet
(uz pretpostavku da je M dopustiv rubni uvjet). Naime, kako za svaka dva potprostora
U iV prostora R” vrijedi U + V = (Ut N V1)L a za svaku matricu B € M,(R) je
ImB = (Ker BT)*, to lako slijedi da je (FM3) ekvivalentno s

(FM4) R = Ker (AV(X) - MT(X)) + Ker (A,,(x) + MT(X)) .

Zamjenom uloga M i M u gornjim razmatranjima se lako vidi da je (FM1)—~(FM2) ekvi-
valentno s (FM1)—(FM4). Primjenom Leme 1 dobivamo sljedeéi rezultat.

Korolar 1. Neka matricna funkcija M zadovoljava (FM1). Tada su sljedeée tvrdnje ek-
vivalentne:

a) M zadovoljava (FM2);

b) Za skoro svaki x € 0) postoji par projekcija P (x), P_(x), takvih da je

(A +M)() =28, (0P1 () i (A — M)(x) = 24, (x)P_(x);
¢) Za skoro svaki x € 0 postoji par projekcija Q+(x), Q_(x), takvih da je

(Ay + M)(x) =2Q: (0AL(x) | (Ay — M)(x) = 2Q_(x)A, (x).

Dem. Iz Leme 2 znamo da je (a) ekvivalentno s (b).
Ako vrijedi (a), tada vrijedi i (FM4), pa prema Lemi 1 postoji par projekcija S (x),
S_(x) (ssx € 00N), takvih da vrijedi

(A, +M7)(x) =2A,(x)S(x) 1 (A, —M")(x)=2A,(x)S_(x).
Tada je i
(Ay +M)(x) =28 (x)AL(x) i (A, —M)(x)=2S"(x)A,(x),

a kako je Q4 (x) := S](x), Q_(x) := S!(x) takoder par projekcija, to vrijedi (c).
Ako je ispunjeno (c), to prema Lemi 1 vrijedi i (FM4), pa slijedi (FM2).
Q.E.D.

Razliciti nac¢ini zadavanja rubnog uvjeta

Osim Friedrichsovih dopustivih rubnih uvjeta, u literaturi se mogu naci i drugi sli¢ni
nacini zadavanja rubnih uvjeta. Tako je primjerice P. Lax predlozio promatranje maksimal-
nih rubnih uvjeta: za familiju N = {N(x) : x € 092} potprostora prostora R" kazemo da je
maksimalan rubni uvjet ukoliko je (za skoro svaki x € 9§2) N(x) maksimalan nenegativan
s obzirom na A, (x), odnosno ukoliko vrijedi

(FX1) N(x) je nenegativan s obzirom na A, (x): (VEe N(x)) Ap(x)£-£€>0,

(FX2)
ne postoji potprostor nenegativan s obzirom na A, (x), a da je pravi nadskup od N(x).

Napomena. Moze se lako provjeriti da je uvjet (FX2) ekvivalentan s tvrdnjom da je
dim N(x) jednaka broju nenegativnih svojstvenih vrijednosti matrice A, (x).
Uoc¢imo da N mozemo shvatiti i kao funkciju s 92 u skup svih potprostora prostora

R" (sto ¢emo cesto i raditi). .
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Sada promatramo zadac¢u

Lu=f
{u(X)GN(X), x €00

Umjesto maksimalnih rubnih uvjeta u literaturi se mogu naci i nesto drugaciji uvjeti
na gore definiranu familiju N (vidi [PS]): neka N(x) i N(x) := (A, (x)N(x))* zadovolja-
vaju

(FV1) ]Y(X) je nenegativan s obzirom na A, (x): (V€ e ]~V(X)) A, (x)E-£€>0,
N(x) je nepozitivan s obzirom na A, (x): (VEe Nx)) Ap(x)€-£<0,
(FV2) NG = (AL GONG)E | N(x) = (AN GO),

za skoro svaki x € 9. Prvi uvjet u (FV2) je zadovoljen prema definiciji N, te je tu
stavljen zbog kasnije analogije s odredenim uvjetima u apstraktnom slucaju (vidi sljedece
potpoglavlje).

U ovome potpoglavlju ¢emo pokazati da su uvjeti (FM1)-(FM2), (FX1)-(FX2) i
(FV1)-(FV2) medusobno ekvivalentni (precizan smisao je dan u sljedeca tri teorema).
Pokazimo najprije da (FM1)-(FM2) povlaci (FX1)-(FX2).

Teorem 2. Neka matricno polje M : 0Q — M,.(R) zadovoljava (FM1)-(FM2). Tada
N(x) := Ker (A,,(x) . M(x))

zadovoljava (FX1)-(FX2).

Dem. U dokazu ispustamo pisanje varijable x. Na pocetku uo¢imo da iz (FM1) i definicije
N jednostavno slijedi (FX1). Dokaz tvrdnje (FX2) provodimo u nekoliko koraka.

a) Oznacimo N := (A, N)* i pokazimo najprije da je N = Ker (A, +M"): za¢ € N
je & Ayv =0 zasvaki v € N, pa za proizvoljan y € R’ vrijedi

(A, +MN)Ey=(2A,Py) €y =26 APy =0,

jerje Pyy € N =Ker (A, — M) (P4 je kao u Lemi 2). Zbog proizvoljnosti y slijedi da je
Neka je sada & € Ker (A, + M), Zav € N je A,v = Mv, pa slijedi

1 1
€AV =26 (Ay+M)v= §(A,,+MT)E-V:0,
odnosno & € N. .
b) Pokazimo da je C° N N = CY N N, gdje je
CO={(cR AL £E=0}.
Neka je v.e CONN. Za proizvoljne z€ Ni A€ R jeiA\v +z € N, pa iz (FM1) slijedi

0<MWAV+z)- (AV+2z)=A,(Av+2) (A\v+2)
=NAV- AV Az +Ayzoz.
0 >0

Zbog proizvoljnosti A € R slijedi da je v- A,z = 0, za z € N, §to povlaci v € N.
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Neka je sada v e CO°NN. Prema (a) je onda M"v = —A, v, pa za proizvoljne A € R
iz e R" (koristeéi (FM1)) dobivamo

0<MOAV+2) - AWH+2z)= N Mv - v+ I\Mv-z+ \Mz-v+ Mz -z
=\v - M'v+AMv-z+Xz-M'v+Mz-z
= NAvV-vVIAM-A,)v-z+Mz-z .
0 >0

Zbog proizvoljnosti A i z slijedi (M — A, )v =0, odnosno v € N.

c) Pretpostavimo da (FX2) ne vrijedi, odnosno da postoji vo € R"\ N takav da je
potprostor S := [vg] + N nenegativan s obzirom na A,. Bududéi da je vo = Pyvg+P_vy
(gdjesu Py i P_ kaouLemi2), te P1vg € N, to je dovoljno pokazati da je P_vy € N (tada
bi bilo vg € N, a to je kontradikcija s pretpostavkom). Koristeéi P_vg = vg—Pyvg € 5,
P_vy € Ker (A, + M) i (FM1) dobivamo

0 S AVP_VO . P_VO = —MP_VO : P_VO S 0,
Sto povlaci
AVP_VO : P_VO = MP_VO : P_VO = 0,
te posebno P_vq € €.
Za proizvoljne A e Riv e R" je \AP_vg+ P, v e S, paje
0<A,(A\P_vg+Pyv) - (A\P_vog+Pyv)=2\P_vy-A)P.v+ AP, v -P,v,
—_——

>0
odakle slijedi P_vg - A,P.v = 0. To pak, zajedno s 2A, P, = A, + M povlaci
(VveR") (A, + MNP _vy-v=0,

odnosno (A, + M")P_vy. Prema (a) je onda P_vy € N, a kako je i P_vy € 9, to iz
(b) slijedi P_vg € N.
Q.E.D.

Pokazimo sada da (FX1)-(FX2) povlaci (FV1)-(FV2) (i dalje ispustamo varijablu x
u zapisu).
Teorem 3. Ako N zadovoljava (FX1)-(FX2), onda N i N := (A,N)‘ zadovoljavaju
(FV1)-(FV2).
Dem. a) Pokazimo najprije da je Ker A, C N: kada to ne bi bilo istina, onda bi postojao
y € Ker A, \ N, pa bi za proizvoljne a, § € R, £ € N vrijedilo

A (ay + B8) - (ay + ) = BPALE € >0,

a Sto bi bila kontradikcija s maksimalnos¢éu prostora N.

b) Pokazimo da vrijedi (FV1), odnosno da za svaki €& € N vrijedi A € - € < 0:
pretpostavimo suprotno, da postoji y € N za koji je Ayy -y > 0. Tada je ocitoy ¢ N,
paje N C [y] + N. Bududi da za proizvoljne a, 3 € R i & € N vrijedi

Au(ay + BE) - (ay + BE) = ®Ayy -y +2a8A,6 -y +5%ALE - € >0,
0
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to slijedi da je [y]+ N nenegativan s obzirom na A, a §to je kontradikcija s maksimalnoséu
prostora N.

¢) Pokazimo da vrijedi (FV2), odnosno da je N = (A, N)*: ako je £ € N, onda za
svakiy € N vrijedi A € -y = 0. Kako je A&y =€&-Ayy, to slijedi da je € € (A,,N)L i
jedna inkluzija je dokazana.

Ako je € € (A, N)L, slicno kao gore dobivamo da je

(VyeN) A,f-y=0,
odnosno A€ € N+, Bududi da je
Nt = (A N =A,N,

to postoji z € N takav da je Ayé = Apz. Onda je € —z € Ker Ay, pa je prema (a) i
& —zc N, sto povlaci £ € N (jer je z € N) i time je dokazana i druga inkluzija.
Q.E.D.

Preostalo je jos pokazati da iz (FV1)—(FV2) slijedi (FM1)—(FM2) (u smislu sljedeceg
teorema).

Teorem 4. Neka su N i N familije potprostora u R" koje zadovoljavaju (FV1)-(FV2).
Tada postoji matricna funkcija M : 0Q — M, (R) koja zadovoljava (FM1)-(FM2) i

N(x) := Ker (AV(X) - M(x)) i N(x):= Ker (A,,(x) + MT(X)) :

Dem. Dokaz provodimo za fiksan x, kojeg ispustamo u zapisu. Oznacimo s O i O orto-
gonalni komplement prostora N N N u N, odnosno N redom, te S := (N + N)*. Tada
je o
R" = O+(NNN)+0O+8S.
Definirajmo projektore (matrice) P: R" — NiQ: R" — N na sljedeéi nacin: za dani
£ € R irastav
E=&6+&+E&+&

u skladu s gornjom direktnom sumom, je
PE:=&1+&, QE=&+&.
Pokazimo sada da matrica
M:=(1-Q)A,(P+Q-PQ) -~ (P +Q - Q'PA(I-P)

zadovoljava trazene uvjete. Dokazujemo redom tvrdnje:
a) Vrijedi Q"TAL,LP =0iP"A,Q = 0: zaista, za y,z € R" je

QTA,,Py z=A,Py-Qz=0,

(jer je APy € A,N i Qz € N, te vrijedi (FV2)), pa slijedi Q" A,P = 0. Analogno se
pokaze i PTA,Q = 0.
b) Pokazimo da vrijede sljedece dvije tvrdnje:
VyeR") Q'A,y=0 =— yeN,
(Vy € R") P'Ay=0 = yeN.
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Za z € R proizvoljan, i QT A,y =0 je
0=Q'Ayy-z=y-A,Qz,

paiz ImQ = N i (FV2) slijedi y € (A, N)* = N. Analogno se pokaze i druga tvrdnja.
c) Pokazimo (FM1): jednostavnim racunom se pokaze da je M + M'" =2PTA,P -
2Q" A, Q, pa za proizvoljan &€ € R", zbog (FV1), P€ € N i Q¢ € N, vrijedi

(M+MT)E-€=2A,PE-PE—2A,Q€ - Q€ > 0.
d) Vrijedi MP = A, P i Q"M =-Q"A,: prvo uocimo da je P+Q—PQ identiteta
na N + N, §to za posljedicu ima (zbog InP = N i ImQ = N)
P+Q-PQP=P i
QP +Q -Q'P)=[(P+Q-PQQ]' =Q'.
Sada, koristeéi (I-P)P=0=Q"(I- Q") (a), iz definicije matrice M dobivamo

MP=(I1-Q)A,P=A,P,
Q'M=-Q'A,(I-P)=-Q"A,.

e) Pokazimo da je N = Ker (A, — M): iz (d) slijedi da je (A, — M)P = 0, sto
zajedno s ImnP = N daje N C Ker (A, — M). Za dokaz druge inkluzije uzmimo & € R",
za koji je A & = ME, te koristeéi (d) dobivamo

0=Q' (A, +M)¢ =2Q"A¢,

Sada iz (b) slijedi & € N.

f) Vrijedi N = Ker (A, + M"): dokaz se provodi slicno kao u (e), s tim da se prvo
pokaze da vrijedi M'Q = —A,QiP"M' = PTA, (analogno kao u (d)), te ga stoga
ovdje izostavljamo.

g) Preostalo je jos pokazati (FM2): dovoljno je provjeriti da za dani y € R" postoji
z € R", takav da je

(A, +M)y = (A, + M)Pz.

Naime, tada je y — Pz € Ker (A, + M), Pz € Ker (A, — M), te y = (y — Pz) + Pz.
Zbog (d) je QT (A, +M) = 0, odnosno Im (A, + M) C KerQ', sto zajedno s
ImA,P=A,N=Nt=(ImQ)* =KerQ"

daje Im (A, + M) C Im A, P. Stoga za proizvoljni y € R" postoji z € R", takav da je
(A, + M)y =2A,Pz= (A, + M)Pz,
gdje druga jednakost u gornjem izrazu slijedi iz (d).
Q.E.D.

Iz prethodna tri teorema slijedi da su uvjeti (FM1)-(FM2), (FX1)-(FX2) i (FV1)-
(FV2) medusobno ekvivalentni. Oni sami nisu dovoljni za odgovarajuée rezultate egzis-
tencije i jedinstvenosti, te je potrebno traziti dodatna svojstva, koja su u literaturi obi¢no
vezana uz regularnost rubnog uvjeta i uz dodatne pretpostavke na matri¢no polje A, .
Dodatna regularnost rubnog uvjeta (kao i sama definicija slabog rjesenja), u zavisnosti
od toga koji se od gornja tri ekvivalentna zapisa koristi, moze se izraziti na razne nacine.
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Primjerice, ukoliko se koriste dopustivi rubni uvjeti, dodatna regularnost se moze traziti
kroz pripadnost projekcija P i P_, odnosno Q4+ i Q_, odredenoj klasi funkcija. Tako
se uz uvjet Q,Q_ € 007%(89; M, (R)) moze pokazati egzistencija slabog rjesenja (vidi
[J]). Sto se tice pretpostavki na A, (koje se pokazuju bitnima za dokaze jedinstvenosti),
jos je Friedrichs pretpostavljao da je rub nekarakteristican, odnosno da je A, invertibilno
na 012, ili pak da A, ne mijenja rang na okolini ruba (pri tom je A, na odgovarajudi
nacin prosirena na tu okolinu). U radu [Ral] ta je pretpostavka oslabljena, te se zahtijeva
da je rub karakteristican konstantnog multipliciteta, odnosno da A, ne mijenja rang na
0€). Tu je, uz dodatne pretpostavke na rubni uvjet, dokazana egzistencija i jedinstvenost
slabog rjesenja. U [Ra2| je pretpostavka karakteristicnog ruba konstantnog multipliciteta
dodatno oslabljena.

2. Apstraktni pristup

U radu [EGC]| autori A. Ern, J.-L. Guermond i G. Caplain iznose nesto drugaciji
pristup problematici Friedrichsovih sustava — iskazuju teoriju u opcenitijem, apstrakt-
nom okruzju (na razini Hilbertovih prostora), te daju dovoljne uvjete (analogone uvjeta
(FV1)—(FV2)) uz koje je pripadni operator izomorfizam. Takoder istrazuju vezu izmedu
razlicitih nac¢ina zadavanja rubnog uvjeta (koji koreliraju s uvjetima na matriéni rubni uv-
jet u Friedrichsovom pristupu). U ovome, a djelomicéno i u sljede¢em potpoglavlju, biti ée
izneseni osnovni rezultati [EGC]|, uz odredene preinake. Naime, uocili smo da se zapis i neki
dokazi mogu pojednostaviti ukoliko se iskazu u terminima prostora indefinitnog skalarnog
produkta. Osim pojednostavljenja, taj ¢e zapis (uz koristenje teorije Kreinovih prostora)
omoguciti i dobivanje novih rezultata u sljede¢em potpoglavlju, vezanih prvenstveno uz
meduodnos razlic¢itih nacina zadavanja rubnog uvjeta.

Neka je L Hilbertov prostor nad poljem realnih brojeva (prema Rieszovom teoremu
reprezentacija, L je onda izomorfan svome dualu, pa u daljnjem identificiramo L’ s L), te
D C L gust potprostor. Nadalje, neka su 7,7 : D — L neograniceni linearni operatori,
koji zadovoljavaju

(T1) Vo, €D) (T )= {p|TV)r;
(T2) Fe>0)(VeeD) |(T+Dellr <cllollr;
(T3) Buo>0)(VeeD) (T+T)e| )= 2uollell .

Kao posljedica (T1) operatori T' i T su zatvorivi (jer im je formalno adjungirani

operator gusto definiran). Oznacimo njihova zatvorenja s T i T, te pripadne domene s

D(T) i D(T).

Ako definiramo (- | -)p = (- | ) + (7T | T-)r, lako se provjeri da je (D, (- | -)7)
unitaran prostor (norma || - ||z se obitno naziva graf-norma ili norma grafa). Oznac¢imo
njegovo upotpunjenje s Wy. Analogno smo mogli definirati i (- | )7, a zbog (T2) su
norme || - |7 i || - |7 ekvivalentne na D. Zbog zatvorivosti operatora T je Wy neprekinuto

ulozeno u L, te je slika prostora Wy po tom ulaganju jednaka D(T) = D(T). Stovise, Wy

je izometricki izomorfan s D(T'), promatramo li oba uz graf-normu.
Bududi da su operatori T, T : D — L neprekinuti u paru normi (|||, ||-]|z), to svaki
od njih mozemo prosiriti po gustoci do jedinstvenog operatora iz £(Wy; L). Ta prosirenja

operatora T' 1 T' su upravo jednaka operatorima 7" i T (uzimajuéi u obzir izomorfizam
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izmedu Wy i D(T)). Radi jednostavnosti zapisa u daljnjem operatore T i T oznacavamo s
T iT, redom. Sada su T,T € L(Wy; L), te se lako provjeri da svojstva (T1)-(T3) vrijede
iza p, ¢ e Wy.
Lako se vidi da su sljede¢a ulaganja neprekinuta (W, promatramo uz normu || - ||z, a
Lz |- ]lp):
WO — L = L/ — Wé .

Neka je T* € L(L; W() adjungirani operator operatora T : Wy — L, definiran s
(Vu e L) (Vv e W) Wé(f*u,v)WO = (u|Tv)p,
Posebno, zbog (T1), za u € Wy je
<Tuv> =(Tul|wv >L:W6<TU7U>W07

pa slijedi da je T' = T‘* . Dakle T : Wy — L — W mozemo shvatiti kao neprekinut

linearan operator s (WO, |- llL) u Wy, cije je jedinstveno neprekinuto prosirenje (W je

gusto u L) na cijeli L upravo operator T*. Analogno je i T* jedinstveno neprekinuto

prosirenje operatora T na L. U skladu s tim, a radi jednostavnosti pisanja, za operatore T*

i T* € L(L; W}) ¢emo ubudude koristiti oznake T i T, redom, te su stoga T, T € L(L; WY).
Uz takve oznake za proizvoljne u € L i ¢ € Wy vrijedi

<1> Wé(Tu7<p>W0:<u|T90>L 1 Wé(TU790>W0:<u|T90>L

Napomena. Za gore provedenu konstrukciju operatora T,T € L(L; W) nismo koristili
svojstvo (T3). .

Lema 5. Svojstva (T1)—(T2) povlace da je T+T € L(L; L) i (T+T)* = T+T. Posebno,
svojstva (T2)—(T3) vrijede i za ¢ € L.

Dem. Clnjenlca da T+ T € L£(L; L) je posljedica svojstva (T2) i konstrukcije prosirenja
operatora T i T do L(L; W{). U svrhu dokazivanja samoadjungiranosti operatora 7"+ T,
za dane u,v € L uzmimo nizove (uy) i (v,) u D koji konvergiraju k u, odnosno v, u L. Iz
(T1) slijedi ) 3

(T +T)un | vn)r = (un [ (T +T)on)L

pa prijelazom na limes, koriste¢i T + T € L(L; L), dobivamo
(T+T)u|v)p={u|(T+T)L

Uvazavajuci neprekinutost, na analogan nacin se pokaze da svojstva (T2) i (T3) vri-
jedeiza ¢ € L.
Q.E.D.

Ako oznacimo
We={uelL:TueL}y={ueclL:TueclL},

onda se lako moze vidjeti da je (W, (- | - )7) unitaran prostor, te da sadrzi Wy. Takoder,
za proizvoljine u € W i ¢ € Wy vrijedi

(2) (Tulo)p=(u|Te)r i (Tulp)p=(u|Tp)L
Lema 6. Ako vrijede (T1)-(T2), onda je (W, (- |-)r) Hilbertov prostor.
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Dem. Da bismo dokazali potpunost, uzmimo Cauchyjev niz (u,) u W, te uo¢imo da su
tada nizovi (uy,) i (T'u,) Cauchyjevi u L, te stoga i konvergiraju. Oznac¢imo li pripadne
limese s v i v redom, dovoljno je pokazati da je Tu = v. Za ¢ € Wy proizvoljan vrijedi

(vl =lm(Tu, | ¢)r =lim(u, | To)r = (u|T)r=(Tulp)L

odakle zbog gustoée Wy u L slijedi Tu = v.
Q.E.D.

Zelimo rijesiti sljedeéu zadaéu: za dani f € L naéi u € W takav da je Tu = f.
Preciznije, zelimo nac¢i dovoljne uvjete na potprostor V' C W, uz koje je T|V 'V — L

izomorfizam. U tu svrhu ¢e nam biti koristan rubni operator D € L(W; W’) definiran (za
dane 7" i T') na sljedeéi nacin:

wA Du,vhw o= (Tu| vy — (u|Tv)r,  wveW.
Lema 7. Ako je ispunjeno (T1)-(T2), onda za svaki u,v € W vrijedi

wr Du,v)w = ( Dv,u)w .

Dem. Za proizvoljne u,v € W je
wA Du, vy —pr (Dv,udw = (Tu | v — (u | To)p
—(To|u)p+ (v ]| Tu)r
(T+Tu|v)y = (u| (T+T)v)L=0,

kao posljedica samoadjungiranosti operatora T+ T'.
Q.E.D.

Prethodna lema tvrdi da je, uz prirodnu identifikaciju prostora W i njegovog drugog
duala W operator D jednak svome adjungiranom operatoru D* € L(W"; W').

Primjer 1. (Friedrichsov operator) Neka su (kao na pocetku poglavlja) d,r € N, te
Q) C R? otvoren i omeden skup s Lipschitzovim rubom, i neka matriéne funkcije Ay €
WL, M, (R)), k € 1..d, i C € L>®(Q;M,(R)) zadovoljavaju (F1)-(F2). Ozna¢imo
D :=D(:R"), L =L*Q;R"), te definirajmo operatore 7,7 : D — L formulama

d
Tu :zZ@k(Aku) + Cu,

k=1
~ d d
Tu:=—> O(Afu)+ (CT +) A} )u
k=1 k=1

gdje Oy oznacava klasicnu derivaciju po k—toj varijabli (A su Lipschitzove funkcije, pa
imaju klasi¢nu derivaciju u skoro svakoj tocki). Jednostavno je provjeriti da tada 7T i
T zadovoljavaju (T1)~(T3) (operator T je definiran tako da bude formalno adjungiran
operatoru 7', odnosno da vrijedi (T1), (F1) povlaci (T2), dok je (T3) direktna posljedica
(F2)). Stoga se T i T mogu progiriti do operatora iz £(L; W}).

Na pocetku ovog poglavlja smo Friedrichsov operator £ definirali na nesto drugaciji
nac¢in: £ i £ su bili formalno definirani istim formulama kao T i T gore, ali smo u tim
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formulama uzimali distribucijske derivacije i operatore £ i £ promatrali kao neprekinu-
te (deriviranje je neprekinuto u distribucijama, kao i mnozenje omedenom funkcijom na
L2(Q; R")) linearne operatore s L2(Q; R") u D'(; R"). Medutim, W} je neprekinuto ul-
ozeno u D'(;R") (jer je D(; R"), promatran uz svoju topologiju strogog induktivnog
limesa, neprekinuto i gusto ulozen u Wy uz topologiju generiranu graf-normom), pa su i
operatori T'i T iz L(L*(Q; R"); D'(Q; R")). Kao takvi, oni se podudaraju s operatorima £
i £ zato §to se podudaraju na gustom skupu D = D(Q; R") (ovdje koristimo ¢injenicu da
je klasi¢na derivacija Lipschitzove funkcije jednaka distribucijskoj skoro svuda).
Prostor W je sada dan s

d
W={ueLl*(QR"): ) 0Ok(Agu)+ Cuec LR} =H (R"),
k=1
gdje smo u gornjoj sumi uzeli distribucijske derivacije. Ako s v = (v1,19,...,14) €

L>(09; R?%) oznacimo jediniénu vanjsku normalu na 92, te

d
A, = Ay,
k=1
tada za u,v € D(R% R") rubni operator D ima reprezentaciju

wr Du,v)w = /AV(X)U|39<X> ~V‘aQ<X)dS<X) :
o0

Stoga mozemo ocekivati da operator D (u apstraktnom pristupu) ima ulogu matri¢ne
funkcije A, u Friedrichsovoj teoriji. Isto tako, ako se pogleda definicija operatora traga za
graf—prostore u prvom poglavlju, ocito je da operatorom D zapravo zamjenjujemo operator
traga.

Sljedeca lema opravdava naziv rubni operator za operator D.

Lema 8. Uz pretpostavke (T1)—(T2), jezgra i slika operatora D su dane s
KeD=Wy i ImD=Wj={geW: (YueWo) wlg,u)w=0}.

Posebno, Im D je zatvorena u W'.
Dem. Pokazimo najprije da je Wy C Ker D: za proizvoljnje ¢ € Wy i v € W zbog (2)
vrijedi .

wA{ Do, v)w =(Te|v)—(¢|Tv)L=0,

pa je zbog proizvoljnosti v € Wi Dp = 0.
Pokazimo sada da je Wé) C Im D: prema Rieszovom teoremu reprezentacija, za dani
fe Wé) postoji z € W, takav da za svaki v € W vrijedi

wA f,oyw =(z|v)p+(Tz|Tv)L.
Koristedi (1) i f € W, za proizvoljni ¢ € Wy dobivamo

wil TTz,0)wy = (T2 | To)p = —(z o)+ (fle)r=—(z | ¢)L.
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Stoga je TTz = —z € L, pajeiu:=Tz € W. Uotimo da je tada Tu = —z, pa koristeéi
samoadjungiranost operatora D, za proizvoljni v € W imamo

W’<DU7U>W:W’<D%U>W .
=(Tv|u)p—(v|Tu)r
=(Tv|uw)r+{v|z)r=w {fv)w,

sto povlaci Du = f, odnosno f € Im D.
Bududi da za proizvoljne v € W i u € Ker D vrijedi
wi Dv,w)w =w: (Du,v)w =0,
to slijedi Im D C (Ker D), pa kombinirajué¢i do sada dokazane tvrdnje slijedi
W CIm D C (Ker D) C WY,

odnosno Im D = (Ker D)? = W{. Buduéi da su Wy i Ker D zatvoreni, to slijedi i Ker D =
(Ker D)0 = (WQ)° = W
Q.E.D.

Napomena. Cinjenica da je Im D zatvorena ¢e biti kljuéna za kasniju primjenu teorije

Kreinovih prostora i dobivanje novih rezultata. .

Lako se provjeri da je s
[u|v] ==p (Du,vdw = (Tu|v)—(u|Tv), wveW

definiran indefinitni skalarni produkt na W (za definiciju i osnovna svojstva prostora in-
definitnog skalarnog produkta vidi Dodatak). Oznac¢imo

Cti={ueW:[u|u]>0},
CT={ueW:|[u|u] <0},
cV:=Cctnc.

Neka su V i V potprostori prostora W koji zadovoljavaju

(V1) vcet, Vco;

(V2) vV =VH vV =VH

[L]

gdje oznaka - stoji za [ | - ]-ortogonalni komplement.

Napomena. Zapisemo li gornje uvjete pomocu operatora D, kao u [EGC], onda (V1)
postaje
(\V/UEV) W/<DU,U>WZO,

(VoeV)  widDvv)y <0,

dok je (V2) dan s ) )
V=DWV), V=DW),

pa je analogija s uvjetima (FV1)—(FV2) za Friedrichsov sustav ocita.
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Lema 9. Neka vrijedi (T1)~(T2) i (V2). Tada su'V i V zatvoreni, te je Ker D = Wy C
Vnv.
Dem. (V2) povlaci da su V i V zatvoreni, a zbog Ker D = Wy slijedi da je Wy[L]v za svaki
v e W, pa je (opet zbog (V2))i Wy CV NV.

Q.E.D.

Lema 10. Ako vrijede (T1)-(T3) i (V1)-(V2), onda su operatori T' i T L-koercitivni na
V', odnosno V', redom (s konstantom koercitivnosti ). Preciznije

(VueV)  (Tulu)y > polul;
(YoeV) (Tw|v)p 2 pollvl-

Dem. Iz definicije indefinitnog skalarnog produkta je jasno da za svaki w € W vrijedi
1 - 1
(Tw | why = S (T +Tyw | w)r + 5w w],
N 1 - 1
(Tw | w)p = (T +Tyw | w)p - 3[w]|w],

odakle iz (T3) slijedi

—_

(Tw|w)p > pollwllf + 5w | w],

— DN

(Tw|w)r > pollwlf — S[w | w].

[\]

Tvrdnja sada jednostavno slijedi iz (V1).
Q.E.D.

U dokazu osnovnog teorem egzistencije i jedinstvenosti ¢emo koristiti sljedec¢i rezultat.

Teorem 5. (Banach—Necas—Babuska) Neka su V' i L dva Banachova prostora i L' dual
prostora L. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne

a) T € L(V; L) je bijekcija;

b) Vrijedi:

{v, Tu)

Fa>0)(YueV) sup E> allully;

vernjoy  Ivllz
(Voel) ((VUEV) L/<U,TU>L:O> = v=0.

"
Teorem 6. Ako su ispunjene pretpostavke (T'1) — (13) i (V1) — (V2), onda su restrikcije
operatora T|V V—Li T| _ 'V — L izomorfizmi.

Vv

Dem. Dokazat ¢emo tvrdnju za operator 7. Buduéi da je V' zatvoren potprostor u W, to
je i Hilbertov uz pripadni skalarni produkt. Jasno je da je restrikcija operatora T na V'
neprekinuto linearno preslikavanje s V' u L, pa je za dokaz teorema dovoljno provjeriti da
vrijede uvjeti (b) u Banach-Necas-Babuska teoremu, uz L' = L. Dokazimo prvu tvrdnju:
Lema 10 povlaci da je (za proizvoljan u € V C L)

sup (wlTuyr o (ulTu)r o pollulz _

verr{oy lvllz [l ]|z
Ako gornju nejednakost podjelimo s pg i pribrojimo joj sljede¢u jednakost
(v|Tu)p _ (v | Tu)r|

sup sup

= = [|Tul|r,
verrjoy  lvllz verrfoy vz
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dobivamo . (0| Tu)
(% U
(1) sup S5 g+ Tl > fullw
1o/ vernfoy  lvllc
pa je prvi uvjet zadovoljen za o = ugil'

Dokazimo da je ispunjen i drugi uvjet: neka je v € L takav da je
VueV) (Tu|v)L=0.
Kako je Wy C V| to iz (1) slijedi
(Ve eWo)  wi{Tv,@)w, = (v|Tu)L =0,
paje Tv=0u W,. Posebno je Twv € L, odnosno v € W. Bududi da je
VueV) [w|v]=(Tu|v), —(u|Tv),=0-0=0,
to je v € VI =V, a kako je T L-koercitivan na V, dobivamo
pollvllz < (Tw|v)r =0,

sto povlaci v = 0 i dokazuje drugu tvrdnju.

Dokaz da je T|‘7 : V. — L izomorfizam se provodi analogno.

Q.E.D.

Gornji teorem daje dovoljne uvjete na potprostore V i V da bi sljedece zadade bile
dobro postavljene:
1) Za dani f € L naéi u € V za koji je Tu = f;
2) Za dani f € L nac¢i v € V za koji je Tv = f.
Njegova vaznost je i u tome §to su uvjeti (V1)—(V2) relativno jednostavni (geometrijski) i
ne ukljuéuju (direktno) pitanje tragova funkcija iz prostora grafa.

Drugi nacin zadavanja rubnog uvjeta

Sada ¢emo razmotriti alternativni nacin zadavanja rubnih uvjeta, koji je u bliskoj
vezi s Friedrichsovom originalnom idejom—dopustivim rubnim uvjetima. U ostatku ovog
poglavlja pretpostavljamo da vrijedi (T1)—(T3) (ponekad ¢emo to i eksplicitno naglasiti).

Pretpostavimo da postoji operator M € L(W; W) koji zadovoljava

(Ml) (V’LLGW) W/(MU,U){/VZO,

(M2) W =Ker(D— M)+ Ker(D+ M).

Analogija izmedu svojstava (M1)—(M2) za operator M i uvjeta (FM1)—(FM2) za matri¢ni

rubni uvjet M je ocita. Pitanje koje se sada prirodno namece je dovoljnost uvjeta (M1)-

(M2) da bi operator T|K (D-11) : Ker (D — M) — L bio izomorfizam? O tome e biti
er -

viSe rijeci u sljede¢em potpoglavlju.

Sada ¢emo istraziti svojstva operatora M (koja opet imaju jaku analogiju sa svojstvi-
ma matri¢nog rubnog polja M u slucaju Friedrichsovih sustava). Neka je M* € L(W; W)
adjungirani operator operatoru M (uz identifikaciju prostora W i W”), zadan s

NVu,v € W)yl M u,v)w =w { Mo, u)w .
Lema 11. Ako M zadovoljava (M1)—(M2), onda je
KerD = Ker M = Ker M*, i

ImD=ImM=ImM*.
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Dem. Pokazimo najprije da je Ker M = Ker M*: za proizvoljne u € Ker M, v e Wil eR
je
0 <y (M(Au~+v), \u+v)w = Al Mo, u)w +w { Mo, v)w,

pa zbog proizvoljnosti A slijedi y«{ Mv,u )y = 0 za svaki v € W, odnosno u € Ker M*.
Analogno se pokaze da je i Ker M O Ker M*.

Pokazimo sada da je Im D = Im M: za f € Im D postoji u € W za koji je Du = f.
Neka su sada us € Ker (D £ M) takvi da je u = uq +u—. Tada je

f=Duy+Du_=—-Muy + Mu_ = M(u— —uy),

Sto povlaci f € Im M. Isto tako se pokaze i Im D D Im M.
Kako za proizvoljan N € L(W;W’) vrijedi Ker N* = (Im N)°, to iz Im D = Im M
slijedi
Ker D = Ker D* = (Im D)? = (Im M)° = Ker M*,

¢ime je prva tvrdnja dokazana.
Sada iz (Ker N)? = Im N* za proizvoljni N € L(W;W’), i Ker D = Ker M, slijedi

Im D = Im D* = (Ker D)? = (Ker M) = Tm M* .

Bududi da je Im M = Im D po Lemi 8 zatvoreno, to je prema teoremu o zatvorenoj slici i
Im M* zatvoreno, pa dobivamo Im D = Im M*, sto dokazuje i drugu tvrdnju.
Q.E.D.

Napomena. Zbog Ker M = Ker D = Wy ima smisla i M zvati rubnim operatorom.

Napomena. Analogon prethodne lema se moze dokazati i za matriéne rubne uvjete za
Friedrichsov sustav (tehnika dokaza je ista). Preciznije, (FM1)—(FM2) povlace

Ker A, (x) = Ker M(x) = Ker M (x) (ss x € 090),

ImA,(x) =ImM(x) = ImM' (x) (ss x € 09).

Uoc¢imo da ta tvrdnja povlaci tvrdnje lema 3 i 4. .

Lema 12. Ako je ispunjeno (M1)-(M2), onda je Du = M*v ako i samo ako je Dv = M*u,
za proizvoljne u,v € W.

Dem. Kako za proizvoljna dva potprostora Uy, Us prostora W vrijedi (U; +Us)? = UYNUY,
to iz (M2) slijedi

Im (D — M*)NIm (D + M*) = W" = {0}.
Neka su sada u,v € W takvi da je Du = M*v. Iz

M*u—Dv=(D+ M) (u—v)=(D—-M)—u-—0)

slijedi da je M*u — Dv € Im (D — M*) N Im (D + M*), odnosno M*u — Dv = 0. Druga
implikacija se dokazuje analogno.
Q.E.D.

Dokazimo sada analogon uvjeta (FM4) za Friedrichsove sustave.
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Lema 13. Neka vrijedi (M1). Tada (M2) vrijedi ako i samo ako je

(M4) W =Ker (D — M*) + Ker (D + M").

Dem. Neka vrijedi (M1)-(M2). Za w € W uzmimo wy+ € Ker (D = M) takve da je
w = wy +w_. Tada je D(ws + w—) = M(w- —wy) € ImM, pa prema Lemi 11
(Im M = Im M*) postoji z € W za koji je D(wy + w_) = M*z. 1z prethodne leme slijedi
M*(ws +w_) = Dz, pa ako oznatimo uy = & (wy + w_ & 2) (tako da je w = uy +u_),
dobivamo

2(D—M"uy = (D—M")(wy+w_+2)=D(wy+w_)—Mz+Dz—M"(wy +w_) =0,

te analogno (D 4+ M*)u_ = 0, sto povlaéi (M4). Na isti nacin se pokaze da (M1) i (M4)
povlace (M2).
Q.E.D.

3. Meduovisnost razli¢itih nac¢ina zadavanja rubnog uvjeta

Do sada smo vidjeli dva nacina zadavanja rubnih uvjeta. Jedan je neposredno preko
potprostora V' i V koji zadovoljavaju (V1)—(V2), dok je drugi preko rubnog operatora M
koji zadovoljava (M1)—-(M2). Vidjeli smo i da svojstva (V1)—(V2) osiguravaju da je zadaca

za dani f € L naciu € V, takav da je Tu = f

dobro postavljena. Svojstva (M1)—(M2) i (V1)-(V2) imaju jasnu analogiju sa svojstvima
(FM1)-(FM2) i (FV1)-(FV2) za Friedrichsove sustave, pa je prirodno pogledati koji bi
bio analogon maksimalnih rubnih uvjeta (svojstva (FX1)—(FX2)) u apstraktnom okruzju.
Pojam maksimalnog nenegativnog potprostora je dobro poznat u prostorima indefinitnog
skalarnog produkta: za potprostor V' prostora (W, [- | -]) kazemo da je maksimalan neneg-
ativan, ukoliko vrijedi

(X1) V' je nenegativan u (W, [- | -]): VcoTt,

(X2) ne postoji nenegativan potprostor u (W, [- | -]) koji je pravi nadskup od V.

Vidjeli smo da su u sluc¢aju Friedrichsovih sustava uvjeti (FM1)-(FM2), (FV1)—(FV2) i
(FX1)—(FX2) medusobno ekvivalentni. Preostali dio ovog potpoglavlja ¢emo proucavati
odnos izmedu uvjeta (M1)-(M2), (V1)-(V2) i (X1)—(X2). U tu svrhu ¢emo koristiti poz-
nate rezultate vezane uz Kreinove prostore, koji su zapisani u Dodatku. Naime, Kreinovi
prostori imaju strukturu koja je dovoljno bliska Hilbertovim prostorima, te stoga za njih
vrijede mnoga svojstva koja znamo u Hilberovim prostorima. Medutim, prostor (W, [ | -])
nije Kreinov (degeneriran je), nego ima samo strukturu indefinitnog skalarnog produkta.
To nam nije dovoljno za dobivanje zadovoljavajucéih rezultata, pa smo prisiljeni promatrati
kvocijentni prostor, za koji ¢emo pokazati da jest Kreinov (za $to je kljuéno da je Im D
zatvorena: vidi Lemu 15 nize).

Oznac¢imo s Q) : W — VVOL ortogonalni projektor na potprostor VVOL prostora W.
W je unitarno izomorfan kvocijentnom prostoru W = W/Wy (izomorfizam je dan s
T — Qx,zax € W, gdje je £ = = + Wy). Stoga je, uz pripadni skalarni produkt, 1474
Hilbertov prostor. Kako je Wy zatvoren u W, to slijedi (vidi [Ku, str. 393])
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Lema 14. Potprostor V- 2O Wy prostora W je zatvoren u W ako i samo ako je Vo= {v:

v eV} zatvoren u W. .

Kljucni argument u dokazu sljedec¢e leme je to sto je Im D zatvorena.

Lema 15. Par (W,[- | -]), gdje je [- | -] : W x W — R indefinitni skalarni produkt
definiran s

~

[alo] ==[ulv], woveW,
¢ini Kreinov prostor.

Dem. Neka je j : W — W izomorfizam (koji postoji prema Rieszovom teoremu reprezen-
tacija) za koji vrijedi

(VfeWNVueW) wfu)yw=_{i(f)u)w.

Tada je G :=jo D : W — W neprekinut linearni operator, te za u,v € W vrijedi

[u | v] =w (Du,v)w = (j(Du) | v)w = (Gu | v)w.

Kako je [u | v] = [v | u], to slijedi da je G = G*, pa je G Grammov operator prostora
(W,[-| -]). Takoder je KerG = Ker D = Wy, te je InG = j(Im D) zatvorena (jer je
Im D zatvorena i j izomorfizam Hilbertovih prostora), pa je prema Teoremu 1 (Dodatak)

(W,[-]-]) Kreinov prostor.
Q.E.D.

Sada ¢emo poblize prouciti vezu izmedu pojmova ortogonalnosti i maksimalnosti u
kvocijentnom prostoru W i polaznom prostoru W.

Lema 16. Neka je U potprostor prostora W. Tada je

~ —

(O =yl

Dem. Neka je ¢ € UM za neki v € UM, Vrijedi

ve Ut (VueU)[u|v]=0

—
=  (YaeD)]a|d] =0 =  oe (O,

Q.E.D.

Lema 17. Neka je V' potprostor prostora W. Tada vrijede sljedece tvrdnje:
a) ako je V maksimalan nenegativan (nepozitivan) u W, onda je V maksimalan neneg-
ativan (nepozitivan) u W;
b) akojeWy C Vi V maksimalan nenegativan (nepozitivan) u W, onda je'V maksimalan
nenegativan (nepozitivan) u W.

Dem. a) Neka je V' maksimalan nenegativan u W. Tada za o € 1% (gdje je uw € V) vrijedi

~

[a]a] =[ulu] =0,

Sto povlaci da je 1% nenegativan u w. Pretpostavimo da 1% nije maksimalan nenegativan,
odnosno da postoji & € W \ 1% (tada jeiv ¢ V), takav da za proizvoljne o, € R, u € V,
vrijedi )

[at+ 0| at+ po] >0.
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Bududi da je (ozu?ﬁv) = au + B0, to je i
[au+ v | au+ Bv] = [(au+ Bo) | (au+ Bv)]| =[ai+ 80| ai + B5] >0,

pa slijedi da je [v] + V' D V nenegativan u W, a §to je kontradikcija s maksimalnoscu
prostora V.

Tvrdnja se analogno pokaze i za slucaj maksimalnog nepozitivnog prostora.

b) Neka je sada V maksimalan nenegativan u W,iWoCV.ZaueVj je

~

[ulu]=[a]a] =0,

pa je V nenegativan u W. Kada ne bi bio maksimalan nenegativan, onda bi postojao
v e W\ V, takav da za proizvoljne o, 8 € R, u € V| vrijedi

[au+ fv | au+ pv] >0
Tada bi bilo i
[ad+ B0 | ot + B0] = [(au/j:ﬁv) | (au/j:ﬁv)]A =|au+pv|au+pPv] >0

pa bi slijedilo da je [0 [0]+V nenegativan u W. Preostaje pokazati da je V # [8]+V, odnosno
daje v ¢ V. Zaista, ako j jev € V, onda postoji u € V, takav da je v € u 4+ Wy. Bududi da
je Wo C V, to slijedi v € V, a sto je kontradikcija.
Ako je V maksimalan nepozitivan, tvrdnja se pokaze na isti nacin.
Q.E.D.

Napomena. [z dokaza gornje leme slijedi da je potprostor V prostora W nenegativan

(nepozitivan) ako i samo ako je V nenegativan (nepozitivan) u W. .

Uvjeti (V1)—(V2) su ekvivalentni uvjetima (X1)—(X2)

Ve je u [EGC] pokazano da uvjeti (V1)—(V2) povlace da je V maksimalan nenegativan
u W. Ovdje ¢emo dati bitno drugaciji (i jednostavniji) dokaz te tvrdnje, te ¢emo dokazati
i njezin obrat.

Teorem 7. B
a) Neka potprostori V' iV zadovoljavaju (V1)-(V2). Tada je V maksimalan nenegativan
u W (zadovoljava (X1)-(X2)) iV je maksimalan nepozitivan u W.

b) Neka je V maksimalan nenegativan u W. Tada V i V := VI zadovoljavaju (V1)-
(V2).

Dem. a) Bududi da je V nenegativan, to je i 1% nenegativan u W. Isto tako jeiV
nepozitivan u W. Iz (V2) i Leme 16 je

— 0 = i

=

pa su zadovoljeni uvjeti Teorema 2 u Dodatku, sto povlaci da je Cl V maksimalan nenega-
tivan u 1. Bududi da je V zatvoren (Lema 9), to jei V = C1V, a kako je Wy C V (Lema
9), to prema Lemi 17.b slijedi da je V' maksimalan nenegativan. Analogno se pokaze da je
V maksimalan nepozitivan.
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b) Budué¢i da je ortogonalni komplement maksimalnog nenegativnog potprostora
nepozitivan (Lema 1, Dodatak), to slijedi (V1). Prema Lemi 17.a je V maksimalan neneg-

ativan u 1, pa je prema teoremima 3 i 4 (Dodatak) V zatvoren i V = (V[L]A) [, Prema
Lemi 16 je onda

V= (VN = (VD) = (v,
Bududéi da je Wy C V' (V je maksimalan nenegativan, pa sadrzi izotropni dio prostora —
Lema 2, Dodatak), te Wy C VI to slijedi da je V' = VI odnosno V = VI i time

je pokazano (V2).
Q.E.D.

Kao posljedicu prethodnog teorema i Teorema 6 imamo sljedeé¢i korolar.

Korolar 2. Neka vrijede (T1)~(T3), V je maksimalan nenegativan u W, i oznacimo V :=
V. Tada su operatori

T :V—L i jﬂ:f/%[]
|V |V

Izomorfizmi.

Veza izmedu uvjeta (V1)—(V2) i (M1)—(M2)

Sljedeéi teorem je dokazan u [EGC], a ovdje je zapisan u terminologiji prostora in-
definitnog skalarnog produkta.

Teorem 8. Neka vrijedi (T1)—(T3) i neka M € L(W;W') zadovoljava (M1)-(M2). Ako
0znacimo

V:=Ker(D—-M) i V:=Ker(D+ M),
onda V i V zadovoljavaju (V1)-(V2).
Dem. Bududi da za u € V vrijedi Du = Mu, to (M1) povlaci
[u|u] =w (Du,u)w =w ( Mu,u)y >0,

odnosno V' C C*. Analogno se pokaze V CC, paje (V1) zadovoljeno.
Pokazimo sada da je V4 C V: uzmimo v € VI, te za proizvoljan z € W neka su
zy € Ker (D + M) takvi da je z = z4 + z_. Tada je

wA (D + M),z yw =w (D + M)zy,v)w =0,
azbog z. € V=Ker(D+ M) teve VHjei
wA M0,z yw =w (Mz—,v)w =w (Dz—,v)w = [2- |v] =0.
To zajedno daje
wA (D + M), z)w =w (D + M")v, 24 )w +w (D + M )v, 2 )w =0,

odnosno v € Ker (D 4+ M*) = V. . .
Pokazimo drugu inkluziju, to jest da je VH O V:izaveVi proizvoljan u € V' (za
koji je onda Du = Mu) vrijedi

[l 0] =wr (Duy o) = 3wl (D + My, o) = 3w (D M) uhw =0,

Sto povlaci v € VI .
Analogno se dokaze da je v = v,
Q.E.D.
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Direktna posljedica teorema 6 i 8 je sljedeci korolar.

Korolar 3. Ukoliko vrijedi (T1)-(T3), te ukoliko operator M € L(W;W') zadovoljava
(M1)-(M2), onda su restringirani operatori

:Ker (D — M) — L i :Ker (D+ M*) — L

T|Ker (D—M) |Ker (D+M*)

izomorfizmi. .

Vidimo da su svojstva (M1)-(M2) dovoljna da bi odgovarajuéi rubni problem bio
dobro postavljen. lako formalno izgledaju jednako kao i Friedrichsovi uvjeti (FM1)—(FM2)
za matricne rubne uvjete, ¢ini se da sadrze vise informacija od njih. O pitanju odnosa
izmedu uvjeta (M1)—(M2) i (FM1)—(FM2) ¢e biti vise rijeci u sljede¢em potpoglavlju.

Prema Teoremu 8 uvjeti (M1)-(M2) povlace (V1)—(V2) (uz V := Ker (D — M) i
V := Ker (D 4+ M*)). Postavlja se pitanje obrata: za dane V i V koji zadovoljavaju (V1)
(V2), postoji li operator M € L(W; W) koji zadovoljava (M1)—~(M2), te V' := Ker (D — M)
iV :=Ker(D+ M*)? Sljedeéi rezultati (dokazani u [EGC]) daju nepotpun odgovor.

Teorem 9. Neka su V i V dva potprostora prostora W koji zadovoljavaju (V1)-(V2).
Pretpostavimo da postoje operatori P € L(W; V) iQ € L(W,V) takvi da je
(VveV) D(v—Pv)=0,
(VveV) Dw—-Qu)=0,
DPQ = DQP.
Definirajmo M € L(W; W) s

wA Mu,v)w =wA{ DPu, Pv)w —w ( DQu, Qu)w
+w (D(P+Q — PQ)u,v)w —w (Du, (P+Q — PQ)v)w

za u,v € W. .
Tada je V := Ker (D — M), V := Ker (D + M*), i M zadovoljava (M1)-(M2). .

Tehnicki zahtjevan dokaz gornjeg teorema inspiriran je (Friedrichsovim) dokazom Teo-
rema 4, te ga ovdje ne¢emo prikazati. Dok je u kona¢nodimenzionalnom slucaju (Teorem
4) egzistencija odgovarajucih projektora osigurana, autori rada [EGC] naglasavaju da nije
jasno da li operatori P i () iz prethodnog teorema uvijek postoje, te daju dovoljan uvjet
za njihovo postojanje:
Lema 18. Pretpostavimo da je V + V zatvoreno. Tada postoje projektori P : W — V
iQ: W — V takvi da je PQ = QP, te M € L(W;W’) moze biti konstruiran kao u
prethodnom teoremu.
Dem. Ukoliko je V + V zatvoreno, onda je (V + f/)—i—S = W, gdje je S = (V + V)~
Oznacimo s Vj ortogonalni komplement prostora VNV uV, te s V2 ortogonalni komplement
prostora VNV u V (svi ortogonalni komplementi su u odnosu na skalarni produkt (- | - )7).
Zbog zatvorenosti prostora V i V je onda

W =Vi+(VNV)ikais.

Za dani w € W, neka je w = wy + wy + w3 + wy rastav induch:an gornjom direktnom
sumom. Definiramo linearne operatore P: W — V iG: W — V' s

Pw := w1 + wo 1 Quw = wy + w3 .

Ocito je da su P i @) projektori na V i V, te da je PQ = QP, pa i zadovoljavaju uvjete
Teorema 9.
Q.E.D.
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Vidjet ¢emo da V + V ne mora biti uvijek zatvoreno, kao ni da operatori P i Q iz
Teorema 9 ne moraju uvijek postojati Time je pitanje ekvivalencije uvjeta (V1)—(V2) u
(M1)—(M2) jos uvijek otvoreno.

Pitanje zatvorenosti prostora V + V

Koriste¢i aparaturu Kreinovih prostora konstruirat ¢emo primjer koji pokazuje da
V' +V ne mora biti uvijek zatvoreno u W, te analizirati neke slucajeve kada jest zatvoreno.
Lako se vidi da za dva potprostora Vi, Vo C W vrijedi

(Vi+Va) = {u+v+Wp:u€Wi,ve Vol =Vi+1s,

pa ukoliko je i Wy C V} + V3, to je (Lema 14) V; + V5 zatvoreno ako i samo ako je Vl + Vg
zatvoreno.

Teorem 10. Neka potprostori V' i V prostora W zadovoljavaju (V1)-(V2), VNV = Wy,
teW £V +V. TadaV+V n1je zatvoreno u W.

Dem. Zbog VNV = Wy je VN V= {0}, a iz (V2) i Leme 16 slijedi V=vi= (V)MA.
Sada je prema Teoremu 5 (Dodatak) C1(V + V) =W. Zbog W AV +V iV NV =W,
eiV+V£W, pa slijedi da je V4V £Cl (V + ‘7), te stoga nije ni zatvoreno u W. To

povlaci da ni V' 4 V nije zatvoreno u W.

Q.E.D.

Napomena. Uoc¢imo da je u gornjem korolaru umjesto svojstava (V1)—(V2) dovoljno

zahtijevati samo vV =vH, .

Gornji teorem daje polaziste za konstrukciju primjera prostora koji zadovoljavaju
(V1)-(V2), a ¢ija suma nije zatvorena.

Primjer 2. Neka je @ C R? otvoren i omeden s Lipschitzovim rubom (d > 1), te
p € L®(Q) udaljena od nule (tj. |u(x)] > ap > 0 (ssx € Q) ). Promotrimo skalarnu
elipticku jednadzbu

gdje je f € L?(Q) zadana funkcija. Dana jednadzba se moze zapisati kao sustav prvog reda

)

p+Vu=0
pu +divp = f
stovise kao Friedrichsov sustav (pa vrijede (T1)—(T3)) uz sljede¢i odabir matrica Ay (k €
1.d)iC:
Lo (7)€ {(k,d+1),(d+1,k)}

(Ae)ij = { 0, inace !
wx), i=j=d+1
(C)ij = 1, 1=53#d+1 .
0, inace
Jednostavno se moze provjeriti da je tada
W= L3, () x HY(Q).
Wo = Ly 0(Q) x Hj(Q) = Clyy CX (R,
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Takoder je

[(pow) " | (rv)"] = (Zaivp, Tyv) + (Taivr, T )

H™3 (00) H3(60)  H 2 (69) H3 (60)
gdje su Tgiy : L3 (Q) — H*%(GQ) i Tp : HY(Q) — H%(aﬁ) operatori traga (vidi
[EGC]).

Uzmimo « > 0 fiksan i definirajmo skupove (koji zadaju Robinov rubni uvjet za
polaznu jednadzbu)
V={(p,u)" € W: Tgivp = aTjpu},
Vi={(r,v)" € W: Tgiyr = —aTguv} .

Pokazimo sada da ovako definirani V i V zadovoljavaju uvjete Teorema 10. Dakle, potrebno
je dokazati sljedece:
a) ViV zadovoljavaju (V1)-(V2);
b) VAV = W;
) V+VAW.
Krenimo redom:
a) Za (p,u)" €V je

[(pu) | (pu)" ] = 2H*%(8Q)

o) = 2a/(TH1u)2dS >0,
o0

pa je V. C C*. Analogno se vidi i da je V C C~, te je time (V1) dokazano.
Pokazimo sada da je V = VI uvjet (r, U)T e v je prema definiciji ekvivalentan s

V(puw' eV) [(pu)'|(nv)']=0,

odnosno s
T - =
(V(pw) €V) ot ool 0T T ) o) -t ag) ot Tt ) g 00 = 0-
Bududéi da je
b gon T TV )y o) = / T T vdS =y ) (0T Tt )3 )
o0
to slijedi
o) evl  —  (wpu' eV b ogy Tt + 0o, )y o0 =0
1
= (VzeH2(09)) H_%(89)< Taivr + aTiv, Z>H%(aﬂ) =0
< ’Zhvr—i—aTHw =0 — (rav)—l— € ‘N/

Analogno se pokaze da je V = VH i time je dokazano svojstvo (V2).
b) Za (p,u)" € Wy = L2 () x H}(Q) je Taiyp = Tu = 0, pa slijedi i (p,u)" €
V NV. Obratno, ako je (p, u)—r € VNV, tada iz sustava
Taivp = aTu
Taivp = —aTiu
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slijedi Zgiyp = Zy1u = 0, odnosno (p,u)' € L?limo(Q) x H§(Q) = Wy
c) Neka je (s,w)" € W takav da je Tgiys € H_%@Q) \ L?(09) (bududi da je Im Tg;, =

H_%(aQ), da bi takav s postojao, nuzno je i dovoljno da je d > 1). Kada bi postojali
p,u)l € Vi(r,v)" €V takvi daje (s,w)" = (p,u)" + (r,v)", tada bi vrijedilo

Taivs = Zaivp + Zaiwr = a(Tpnu — Tipo) € L2(8Q) ,

a to je kontradikcija s odabirom s.

Teorem 10 povladi da za ovako odabrane V' i V prostor V + V nije zatvoren, odnosno
svojstva (V1)-(V2) ne povlace zatvorenost prostora V + V. Stovise, na ovome primjeru
mozemo vidjeti da niti svojstva (M1)—(M2) ne povlace (opéenito) zatvorenost prostora
V 4+ V. U tu svrhu definirajmo operator M € L(W;W') s

W’< M(p7u>T7 (I’, U)T >W — <7;1ivp7 THlv>

Nl—=

H™% (00) HZ (59)
Tt 69) (Tawr, T )y 69)
+20é/TH1UTH1UdS,

00

te pokazimo da zadovoljava (M1)~(M2), V = Ker (D — M) i V = Ker (D + M*). Zbog

w%M@mfmmmecﬂa/a@mwszo
00N

je zadovoljeno (M1).
Da bismo provjerili (M2), najprije moramo identificirati prostore Ker (D — M) i Ker (D +
M). Zbog

W’< (D - M)<p7u>T7 (r7 U)T>W =2

- %(aﬂ)< Taivp — oTu, Tiv)

H2 (00)
se lako vidi da je

(D-M)pu)' =0 <=  Tgp—aoTmu=0 <<  (pu) €V,
odnosno Ker (D — M) = V. Isto tako je

W’< (D+ M)(pau)T’ (rav)T>W =2 _

- %(GQ)< Taiwt + aTpv, Tipu )

1 )
H2(09)
pa je (zbog Im Tg, = H™2(92))

(D+M)(p,u)' =0 <=  Tpu=0 <=  uecH\(Q)),

odnosno Ker (D + M) = L3, (Q) x H}(Q).

Pokazimo da je W = V + L2, (Q) x H}(Q). Zaista, za proizvoljan (s,w)’ € W,
odaberimo u =0, v =w, r € L?hv(Q) takav da je 7y r = aZiv, te p =s —r. Sada se lako
provieri da je (s,w)" = (p,u)" + (r,v)", te dasu (p,u)" €V, (r,v)" € L2, () x H}(),
¢ime je (M2) dokazano.
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Da bismo dokazali da svojstva (M1)-(M2) ne povlace zatvorenost prostora V + v,
potrebno je jos samo pokazati da je Ker (D 4+ M*) = V. Kako je

W’( M*(pv U)Ta (r7 'U)T >W =W’ <M(r> 'U)T’ (pv U)T >W

1% (50) o) + 2c / T vTudS
o0

to je

wel (D + M) (pw) T, (10) D =2 ) (Typ+ aTgpiu, Typv)

_1 1 )
H™2(09Q) H2 (092)

a odavjde, kao i prije, lako slijedi Ker (D + M*) = V.
]
Prethodni primjer pokazuje da ni uvjeti (V1)-(V2), niti (M1)-(M2), nisu dovoljni
da bi V 4+ V bilo zatvoreno. U sljedecem odjeljku ¢emo pokazati da za gornji primjer ne
postoje operatori P i () koji zadovoljavaju uvjete Teorema 9. Stoga je pitanje ekvivalencije
uvjeta (V1)—(V2) i (M1)-(M2) i dalje otvoreno.
Sada ¢emo promotriti slucaj kada V 4V jest zatvoreno.
Teorem 11. Ako je codim Wy(= dim W/Wy) konacna, onda je za sve V, V koji zadovo-
ljavaju (V1)—(V2), V 4+ V zatvoreno.
Dem. Kako je ViV zatvoreno u W, to je i V, te 12/ zatvoreno u W. Buduéi da je dim W
konacna, to je i V + V zatvoreno u W, a to povlaci tvrdnju.
Q.E.D.
Lema 19. Neka je I = (a,b) C R konacan interval. Tada je dim H*(I)/H}(I) = 2.
Dem. Neka su e, f € H!(I) takve da je e(a) = 1, e(b) = 0, f(a) =0, i f(b) = 1. Pokazimo
da je skup B := {¢, f} baza za HL(I) = H'(I)/H}(I). Kada bi B bio linearno zavisan, onda
biiz f — aé = 0= H}(I) slijedilo da je f — ae € H}(I), a to nije (jer je (f — ae)(d) = 1).
Lako se vidi i da B razapinje H!(), jer je za dani g € HY(I), g — g(a)e — g(b) f € H)(I), a
to povlaci )
g=gla)e+g(b)f.

Q.E.D.

Primjer 3. Neka je I = (a,b) C R, te neka su operatori T, T : D(I) — L?(I) definirani
formulama
Tu =u' + yu,

Tu:—u’+7u,

gdje je v > 0 konstanta. Tada se lako provjeri da T i T zadovoljavaju (T1)-(T3), te da je
W =HYI) — C(I) i Wy = H}(I). Takoder je

[u]v] = u(d)o(b) —ula)v(a) .

Ve¢ nam je poznato (iz Teorema 11 i Leme 19) da je u ovom primjeru uvijek V' + 1%
zatvoreno, ¢im V' i V' zadovoljavaju (V1)-(V2). Sada zelimo napraviti potpunu klasifikaciju
parova (V,V) koji zadovoljavaju (V1)-(V2) (za ovaj primjer). Pokazat ¢e se da svega
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nekoliko parova dolazi u obzir. Prije nego li ih sve nabrojimo, uo¢imo da (V1) i (V2) imaju
sljedeci zapis:

(V1) VueV) u?b)—u’(a) >0,
VoeV) v3b)—v?(a) <0,
(V2) V={veHYI): YueV) ubd)vb)—ula)vla) =0},

V={ueHI): (VveV) ubvb)—ula)vla)=0}.

Primijetimo i da ne moze biti V' = H}(I). Naime, tada bi iz (V2) slijedilo da je V = H(I),
pa ne bi vrijedilo V' C C~. Analogno jei V # H(I).
a) Lako se moze provjeriti da uz odabir

V=V={ucHI): ula) =u(d)} i V=V={ucHY): ula)=—ub)}

slijedi da par (V, V) zadovoljava (V1)—(V2), te je ocito i V +V =V = V zatvoreno.
b) Sljededi par za koji je lako provjeriti da zadovoljava (V1)—(V2) je

V ={ueHYI) : u(a) =0},
V ={ueH(I):ubd) =0}.

Ukoliko za proizvoljni w € H'(I) odaberemo u € H'(I) takav da je u(a) = 01 u(b) = w(b),
te definiramo v := w — u, tada je otito w = u + v, a lako se provjerida jeu € Viv eV,
paje V +V = HY(I) zatvoreno.

c) Neka je a realna konstanta i || > 1. Jednostavno se provjeri da

V ={uecH):ub) =
V={uecH):ub) =

zadovoljavaju (V1)-(V2). Pokazimo da je i u ovom slucaju V + V = HYI): za dani
w € HY(I) odaberimo u € H!(I) takav da je

u(a) = %H(aw(b) - w(a)) :
u(b) = au(a) = a;i | (aw(b) - w(a)) :

Tada je o¢ito u € V. Definirajmo v := w — u € H!(I); vrijedi

(0%

(aw(b) - w(a)) = (aw(a) - w(b)) ;

a?+1
(aw(a) - w(®)),

1
a?+1

odakle slijedi v(b) = 2v(a), odnosno v € V.

Pokazimo sada da su nabrojani slucajevi i jedini koji se mogu pojaviti, odnosno da je
svaki par (V, V) koji zadovoljava (V1)—-(V2) nuzno jednog od gornja tri oblika. Razlikujemo
dva slucaja:
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I. Neka je V = V. Tada (V1) povlaci u?(b) = u?(a), za svaki u € V. Kako je
HY(I) C V, to postoji © € V' \ H§(I) za koji je

v(b) = v(a) #0 ili v(b) = —v(a) #0.
Prema (V2) je onda
VueV) u()v(b) =u(a)v(a) ili VueV) u(b)v(b) =—-u(a)v(a),
pa slijedi
VueV) ub) =u(a) ili VueV) u(b)=—u(a),
odnosnu, uz oznaku
= {uec HYI) : u(a) = +u(b)},
vrijedi V. C UT ili V C U~. Promotrimo sluéaj V C Ut: tada je i (U c VI = v
(zbog (V2)). Kako je i (U = U+ (pogledati (a)), to slijedi Ut = V. Analogno se
analizira slucaj V' C U~. Dakle, ako je V' =V onda je nuzno oblika kao u primjeru (a).
II. Ako je V # V', onda razlikujemo dva podslucaja
IT.1. Neka postoji u € V takav da je u(a) # 0 # u(b). Ako oznacimo « := - Z))
(uocimo da (V1) povlaci |a| > 1), tada iz (V2) slijedi
u(a) 1

Vo eV) o) = %v(a) = av(a).

Sl

i

Bududi da je H{(I) C V. to postoji o € V takav da je 0(b) = é@(a) # 0. Opet primjenjujuéi
(V2) dobivamo

VueV) ub) =12

Stoga, uz oznake

la] > 1, vrijedi V C V,, i V C V,. Takoder, iz (c) znamo da je V,, = f/o[}] iV, = VOEL]. Sada
iz (V2) lako slijedi V., = VO[}] CVH =V teV, = VO[CL] C VI = v, odnosno V =V, i
V ="V,.

I1.2. Neka za svaki u € V vrijedi u(a) = 0 ili u(b) = 0. Zbog V # H}(I) i (V1)
postoji u € V takav da je u(a) = 01 u(b) # 0. Sada (V2) povlaci

(YoeV) vb)u(b) — (VveV) ub) =0,

0
pa ako uzmemo @ € V za koji je 7(a) # 0, slijedi (opet iz (V2))
NVueV) u(a)vfa) =0 = MueV) u(a)=0,
odnosno V C U, i 1% C Uy, gdje su
Uy = {u € HY(I) : u(a) = 0}
= {u € HY(I) : u(b) = 0} .

Sada sliéno kao prije, koristeéi (b) dobivamo V = U, i V = Up.
Time je napravljena potpuna klasifikacija parova (V, V') koji zadovoljavaju (V1)—(V2)
za ovaj primjer.
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Primjer 4. Neka je I = (a,b) C R, te neka su dane matriéne funkcije A = AT €
WL (I; M, (R)) i C € L®(I; M,.(R)), takve da je

C+CT — A" >yl
za neku konstantu pg > 0. Tada se lako provjeri da preslikavanja 7' i T, definirana s
Tu :=Av' + Cu,
Tu:=—A"v+(C" —AT)u

zadovoljavaju (T1)-(T3). Neka je dodatno A(x) regularna (ss x € I), te neka je A~ €
L*°(I;M,(R)). Tada iz uvjeta
we L’ (I;R") i Tu=fel*I;R")
slijedi
W' =A7(f - Cu) e L3(I;R"),
odnosno u € HY(I;R"). Dakle, W = HY(I;R") i Wy = H}(I; R"), pa se lako vidi da je
1 1)
w/Wo = (H(1)/HY(T))
sto povlaci
dimW/Wp =2" < c0.
Stoga je i za ovaj primjer V + V zatvoreno ¢im V i V zadovoljavaju (V1)-(V2).

Pitanje egzistencije operatora P i ()
Teorem 12. Neka su V iV dva potprostora prostora W ko ji zadovoljavaju (V1)—(V2), i
pretpostavimo da postoje operatori P € L(W;V) i Q € L(W,V), takvi da je
(VveV) D(v—Pv)=0,
(3) (VveV) Dw—-Qu)=0,
DPQ = DQP.

Tada su formulama

—

P :=Pw, Ow:=Qw, weW
dobro definirani projektori P,Q:W — W, ko ji zadovoljavaju
Pop i gP=0
(4) mP=V i mQ="V,
PO =0QP.
Dem. Vecinu tvrdnji cemo dokazati za operator ]5, dok se za Q dokazi provode analogno.
a) Pokazimo da je P dobro definiran. Iz (3;) i Wy C V' dobivamo

(\V/UO € Wo) DPvy=Dvy=0,

pa je Pvg € KerD = Wy, sto povlaci da je Wy invarijantan na P. To povlaci da za
proizvoljne u,v € W, takve da je & = 0, vrijedi P(u — v) € Wy, odnosno Pu = Pv, pa je
P dobro definiran.
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b) Pokazimo da je P € L(W;W): oznacimo s = € L(W; W) kanonsku projekciju
definiranu s 7w := w. Bududéi da su P i 7 linearni, to se lako provjeri da je i P linearan.
Slicno slijedi i neprekidnost: za dane w,u € W, takve da je u = w je

[Pl = N7 o Pully, < 7l 2w gin 1Pl eowm llullw

pa iz definicije norme na W slijedi neprekidnost operatora P.
c) Pokaznno P2 =P iz (31) slijedi da je v — Pv € Wy, ¢im je v € V. Stoga je za
takav v i Pd = Py = 0, odnosno

(5) VoeV) Pio=o

Odavdje lako slijedi da je P? = P.
d) Pokazimo P(Q) = QP: (33) povlaci

NVweW) PQuw—QPw e Wy,
pajei Pﬁw = Q/P\w Bududi da je
PQuw=PQu=POw i QPw=QPw=QPu

to slijedi tvrdnja. o o o
e) PokazimodajeIm P =V: izIm P C V slijedi Im P C V', azbog (5) jeilm P D V.
Q.E.D.

Teorem 13. Neka suV iV dva potprostora prostora W koji zadovoljavaju (V1)-(V2), te
neka je VAV =Wy, V+V # W. Tada ne postoje operatori P i Q), takvi da zadovoljavaju
uvjete prethodnog teorema.

Dem. Pretpostavimo da takvi operatori postoje i da su 15, Q definirani kao u prethodnom

teoremu. Lema 14 povlaci da su V i V zatvoreni, dok iz dokaza Teorema 10 slijedi
(6) VAV ={0), ViV£W, Q@ iv)=W.
Iz (61), (42) i (43) slijedi PQ = QP =0, te

(7) 3

Za dani v € W neka je Wy niz u ViV koji konvergira k w u W, te neka je
Wy = Uy +Op,  Up €V, ip €V

rastav u skladu s direktnom sumom u (62). Sada iz neprekinutosti operatora P i (72) slijedi

A A

P = lim P, = lim(P, + Pty,) = lim Pi,, = lim G, ,
n n n n

te analogno

N

Quw = lim v

Stoga je i o
(P + Q)w = lim @y, + lim 6, = lim(dy, + 0,) = 0,
n n n

sto povlaci da je P + Q identiteta na W, a to je u kontradikeiji s (42) i (63).
Q.E.D.
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S obzirom da smo prije ve¢ konstruirali primjer koji zadovoljava uvjete prethodnog
teorema (Primjer 2), to slijedi da P i ) ne moraju uvjek postojati. Uprkos tome u Primjeru
2 smo vidjeli da operator M ipak postoji. Stoga Teorem 9 nije jedini moguéi nacin kon-
struiranja operatora M, te je pitanje ekvivalencije uvjeta (V1)-(V2) i uvjeta (M1)-(M2) i
dalje otvoreno.

4. Odnos izmedu matri¢nog polja i rubnog operatora

U preostalom dijelu ovog poglavlja uzimamo da je operator 7" jednak Friedrichsovom

operatoru
d

Lu = Z&k(Aku) + Cu,
k=1
te da vrijede pretpostavke s pocetka ovog poglavlja. Vidjeli smo da su u klasicnom
Friedrichsovom pristupu rubni uvjeti zadavani pomo¢u omedene matri¢ne funkcije M
0 — M, (R), koja za skoro svaki x € 02 zadovoljava

(FM1) (VEER") M(x)£-£2>0,
(FM2) R = Ker (A,,(X) - M(x)) + Ker (A,,(x) + M(x)) .
Izrazom

(A,,(X) - M(x))u(x) =0, x€9,

se onda zadaju rubni uvijeti.

Da bi se bolje razumio odnos izmedu rezultata egzistencije i jedinstvenosti za Fried-
richsove sustave objavljenih u [EGC] i nekih ranije poznatih rezultata (vidi [Fr], [J], [Ral],
[Ra2]), korisno bi bilo shvatiti odnose izmedu matricne funkcije M koja zadovoljava (FM1)—
(FM2) i uvjeta (M1)-(M2) za rubni operator M. Preciznije, bilo bi zanimljivo istraziti
odreduje li matricno polje M operator M na neki razuman nacin, te povlace li uvjeti
(FM1)—(FM2) uvjete (M1)-(M2). S obzirom na ve¢ videnu reprezentaciju rubnog operatora
D preko matri¢ne funkcije Ay:

wA Du,v)y = /AV(X)U|8Q(X) (x)dS(x), u,v e C?(Rd;Rr)’

o0

Voo

razumno je ocekivati operator M oblika

(8) wo{ Mu,v)w = /M(x)ubg(x) ~v|8Q(X)dS(X) : u,ve CPRERT).
o0

Da bi gornjom formulom bio zadan jedinstven operator iz £(W;W'), nuzno je i dovoljno
da postoji C' > 0 takav da

9 (uve CXRERD) | [ MGuy, () v, (0dS00] < Clulwlvl
o0

gdje je sada W = HX(Q; R"). Medutim, sami uvjeti (FM1)—(FM2) nisu dovoljni da bi taj
uvjet bio ispunjen, kao sto ¢e se vidjeti iz primjera koji slijedi.
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Primjer 5. Neka je 2 := (0,1) x (0, 1) C R? otvoren jedini¢ni kvadrat u prvom kvadran-
tu, te neka se I'y 1= (0,1) x {0}, 'y := {1} x (0,1), I'3 := (0,1) x {1} i 'y := {1} x (0, 1)
oznacavaju njegove stranice (bez vrhova). Nadalje, neka su operatori £ i £ definirani s

Lu := do(Aqu) + Cu, Lu:=—02(Agu) + (CT + 02A5 )u

gdje su

2 1
e M(z2—1) —e (z:2—1)
—e Il(g—l) 0

As(xq,20) = ! [

(\V]

] e Wh(Q; Ma(R)),

2 1

1| e 77 e

Clar,mg) =+ | 7 Fe@Lz2) = 1 roeg v (RY)
4 —e 1 e(x1,2)

za neki ¢ € L>°(Q)), takav da je € > 4pup > 0 skoro svuda. Lako se moze provjeriti da su
tada zadovoljeni uvjeti (F1)—(F2), pa je stoga £ Friedrichsov operator.
Ako definiramo

€ L>=(09Q; M2(R))
0 , na [LUIl'sUIy

lako se provjeri da vrijedi (FM1). Buduéi da je

1 _2 _1
e "1 —e *1
— = 1 , nha Fl
Au(xlal?) = 2 [—e 1 0 ]

0 , na I'bul'suly

tojenal'oUl'sUTy
A, —M=A,+M=0,

te je tu i (FM2) trivijalno zadovoljeno. Na I'; je

pa se jednostavno provjeri da je za (z1,0) € '

1
Ker (A, — M)(21,0) = {(y1,52) | € R?:yp = —e 1y},
Ker (A, + M)(21,0) = {(y1,12) " € R? : y2 = 0},

te stoga ocito vrijedi (FM2) i na I'y.
Pokazimo sada da pripadni operator M nije neprekinut, odnosno da ne vrijedi (9).
Ako odaberemo u i v takve da je u =v = (0,uz) ", dobivamo

1
/M u|8Q< ) V‘@Q dS :/UQ :L’l, dl’l,
0
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+ e
Q
9 1 _2 1 _2
<0 / Bt / e (5 — 1)ua(x)ua(x)ax + / e (23 — 1) (Byuz(x))%dx.
Q Q Q
N s N ~~ J/ NG ~~ J/
Il [2 [3

za neki C1 > 0. Uz poseban odabir ug(x1,z2) = (1 —x1)"™(1 — x2)™, m € N, je

[ MG () up IS0 = 5
9]

dok je
7 1
T emt 1)
1
2
Iy = 2mm+ 1 /e 1(1— x1)2md:1:1,
0
, 1
m 2
Iy = (1 — 1) 2™ day
3 mn+1/e T = @0)*"dy
0

Nakon sto se lakim rac¢unom pokaze da za svaki m pocevsi od nekog vrijedi

1
_2 1
/ (1 —p)*Mdry < —,
m
0

dobivamo da je

] ] 11 1
2 < ( ) c( /M ds
luliy < Cog = o T t 2omti1tm m2 -

za neki Cy > 0, te stoga (9) ne vrijedi i formulom (8) ne moze biti zadano neprekinuto

preslikavanje s W u W', .

Ocito uvjeti (FM1)—(FM2) nisu dovoljni da bi formulom (8) bio definiran operator
M € L(W;W’). U svrhu pronalazenja dodatnih uvjeta koji ¢e biti dovoljni, korisna ¢e
nam biti sljedeca lema.

Lema 20. Ako je f : @ — R Lipschitzova funkcija, onda je preslikavanje u — fu
neprekinut linearan operator na H*(Q; R").
Dem. Bududi da je H'(€; R") gusto u H*(; R"), to je dovoljno pokazati da postoji kon-
stanta C' > 0, takva da vrijedi

[fullz < Cllullz,
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za svaki u € H(€; R"). Za takav u jednostavno se vidi da je

I Fulizam) < I le@llulizome).
a ako oznacimo

A= AL (o
,52%?2” kllLoo (@M, (R)) -

upotrebom Leibnitzove formule (Lema 2.b iz prvog poglavlja) dobivamo

d d
1£0f0) ln2@me) = | SO Ak + £ 3 O(Agu) + fCu
k=1 k=1

L2(QR")

< CLA[V fllpeeray lullemrry + 1 fllLe @)1 Lulli2irr
< Coll fllwreeyllullz

za neke pozitivne konstante C'1, Cy koje ne ovise o u. Sada lako slijedi

I7ulle = /I7ula gy  IEFO Ry < Collflhwroeqey ulle

za neku konstantu C'5 > 0, ¢ime je tvrdnja dokazana.

Q.E.D.

Teorem 14. Neka matricno polje M € L*(9€; M, (R)) zadovoljava (FM1)-(FM2), te
neka su Q4 i Q- projekcije iz Korolara 1. Pretpostavimo dodatno da su Qi, Q- €
CYL(9Q; M- (R)). Tada je izrazom (8) definiram operator M € L(W;W').

Dem. Bududi da su Q4+,Q- : 92 — M, (R) Lipschitzova preslikavanja, to se prema

Kirszbraunovom teoremu [Fe, §2.10.43] mogu progiriti do Lipschitzovih preslikavanja defini-
ranih na cijelom R¢. Prema Korolaru 1 je

M(x) = (I-2Q_(x))A,(x)  (ssx € 0Q),

pa za u,v € C°(R% R") vrijedi

)/Mu -vdS‘ — ‘/(I—QQ_)Ayu-vdS’ - ’/A,,u : (I—2Qf)vdsj.
o0 o0 o0

Upotrebom Teorema 6 iz prvog poglavlja dobivamo

)/Mu-vds) _ )<£u 1(T—2Q W) — (u] Z(I—2QT)V>L]
o0

= |, Du@=2Q7 )
< 11Dl ey - lullw - 1@ = 2Q7 vl

Iz pretpostavke da je Q_ Lipschitzova funkcija i prethodne leme slijedi da postoji konstanta
C > 0 koja ne ovisi o u i v, takva da je

| [ Mu-vas| < Clullw - vl
o0

¢ime je dokaz zavrsSen.

Q.E.D.
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Gornji teorem daje dovoljne uvjete da bi M bio neprekinut s W u W’. Za Primjer 5
se jednostavno provjeri da na I'; projektori Q_ i Q4+ poprimaju vrijednosti

e’l

er1 1

Q+(9€1a9€2):—{ g 0} ,

pa ne zadovoljavaju uvjete Teorema 14 (nisu ¢ak ni omedene funkcije).
Sada ¢emo dati dovoljne uvjete da bi bilo zadovoljeno (M1)-(M2). Uo¢imo odmah
da je uvjet (M1) ispunjen ¢im je M neprekinut: iz izraza (8) i (FM1) slijedi

(Vue CPRERT))  wid Mu,udw >0,

a kako je Cgo(Rd; R") gusto u W i M neprekinut, to gornja tvrdnja vrijedi i za u € W.
Za pronalazenje uvjeta koji osiguravaju da vrijedi i svojstvo (M2) koristit ¢emo
sljede¢u lemu.

Lema 21. [Tr2, str. 205] Ako je P € C%(9Q;M,(R)), onda je preslikavanje z — Pz

neprekinut linearan operator na H? (09 R7). .

Oznac¢imo s P € E(H%@Q; R")) preslikavanje iz gornje leme definirano s
(10) P(z) =Pz, ze H%(GQ; R"),
isP*e E(H*%(GQ; R")) njegov adjungirani operator definiran s

(PT,2) )=} (T.Pz) 4. T eH 2(0R"), z € HZ(OQR").

_1 1
H 2 2

[

H™2
Lema 22. Neka su Py, Py € C%1(9Q; M,.(R)) takvi da P1(x) i Po(x) ¢ine par projekcija
(ss x € 0R2). Oznac¢imo s P1, P2 € E(H%@Q; R")) operatore pridruzene redom matri¢nim
poljima P1 i Pg kao gore, te s P}, P5 njihove adjungirane operatore. Tada vrijedi:

a) Operator P1 + Py je identiteta, a Py o P2 = Po o Py nul-operator na H2 (0 R”);
b) Operator P + P5 je identiteta, a Py o Py = Pj o Py nul-operator na H-3 (0 R™).
Dem. Tvrdnja (a) je posljedica toga $to za skoro svaki x € 92 vrijedi

Pl(X) —+ P2(X) =1 i P1<X)P2(X) = P2<X)P1<X) =0,

dok (b) slijedi iz (a) i definicije adjungiranog operatora.
Q.E.D.
Teorem 15. Neka matricno polje M € L>®(09Q; M, (R)) zadovoljava (FM1)-(FM2), te

neka su S i S_ matri¢ne funkcije koje (kao u dokazu Korolara 1) za skoro svaki x € 0
¢ine par projekcija i zadovoljavaju
(A, + M) (x) = 2SI(X)AV(X) i (A, —M)(x) = 28" (x)A,(x).
Pretpostavimo li dodatno da su S;,S_ € C%1(9Q; M,.(R)), onda je izrazom (8) definiran
operator M € L(W;W') koji zadovoljava (M1).
Ako s Sy € E(H%@Q; R")) oznacimo operator pridruzen matricnom polju Sy kao
u (10), s S njegov adjungirani operator, a s T : W — H’%(ﬁQ; R") operator traga

definiran u prvom poglavlju, onda je uvjet Sy (Im7) C Im7 dovoljan da bi vrijedilo
svojstvo (M2).
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Dem. AkosuS;,S_ € C%»(9Q; M, (R)), onda iz Teorema 14 slijedi da je M € L(W;W').
Vidjeli smo da tada vrijedi i (M1), pa preostaje dokazati (M2). Za to ¢e nam biti korisno
prikazati operatore D i M pomocu operatora traga 7. Iz definicije operatora D i 7, te
Teorema 6 iz prvog poglavlja slijedi da za u,v € H!(€; R") vrijedi

) wAd Du,v)yw = (Lu|v)p — (u| Lv)y

:H*% (aQ’RT) < TU’ THIV >

gdje je Ty - HY(Q;R") — H%(GQ; R") operator traga. Buduéi da je H!(£2; R") gusto u
W, a D i7 suneprekinuti, to se lako vidi da (11) vrijedi i za u € W.

Oznac¢imo sa S_ € E(H%(GQ; R")) operator pridruzen matri¢nom polju S_ kao u

(10), te sa 8* njegov adjungirani operator. Iz (8) i definicije operatora 7 slijedi da za
u,v € C°(; R") vrijedi

H%(aQ;Rr) ’

wi Mu,v)w = /A,,u -(I—-2S_)vdS
o0

(12) _ _
_Hf%(GQ;RT) (Tu, (IH% 28 )7}11V>H%(8Q;RT)
= 1 ((Z 1 —28")Tu,Tipv) 1 ,
H™2(0R") H™ 2 H2 (0;R")

gdje su ZH% : H%(GQ; R") — H%(GQ; R") i IH_% : H*%(ﬁﬁ; R") — H*%(GQ; R")
identitete. Zbog gustoce prostora C2°(€2; R") u W i neprekinutosti svih operatora koji se
pojavljuju u (12), jednostavno se vidi da (12) vrijedi i za u € Wiv € HY(Q;R").

Oznac¢imo s € : Im 7 — W operator podizanja (desni inverz operatora 7) definiran
u prvom poglavlju. Za dani w € W oznacimo

u=ESITw i v:i=w-—u.

Zbog uvjeta S4(Im7) C Im 7 je u dobro definiran, te je o¢ito w = u + v.

Pokazimo da je u € Ker (D — M): za z € HY(Q; R") iz (11), (12) i Leme 22.b slijedi

W/< (D—M)U,Z>W = <28*TU TH12>

w\»—n

H™ 2 (O;R") H3 (O:R")
“n-toam) 25 TESTW Tnz) g 0 )
= 1 <28i8j_ TW,THIZ> 1 =Y,
H 2 (8(2 R ) —— H?2 (GQ;RT)

0

pa slijedi (D — M)u = 0.
Preostalo je pokazati da je v € Ker (D + M): zaz € H! (€; R") sliéno kao gore slijedi
wA (D + M)v,z)w = (Tv+(I _;—ZSf)Tv,THM) 1

wh—t

H™ 2 (92:R") HZ (90;R")
= 1 (281 Tv TH1Z> 1

H™ 2 (0;R") HZ (OQ;R")
=1} (onRr) (281T(w—ESTTw), Tjz) 1 (00
= 1 (287 (Tw —TES Tw), Tijiz) 1

H™ 2 (82:R") HZ (9;R7)
=14 oamr) (287 (Tw — S Tw), THlZ)H%((?QRT)
TH?(00:R") (28 (IH S )TW’THIZ>H% @R

0

pa slijedi (D + M)u = 0 i tvrdnja je pokazana.
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Gornji teorem daje dovoljne uvjete da bi operator M : W — W' definiran izrazom
(8) bio neprekinut, te zadovoljavao (M1)—(M2). Koliko su ti uvjeti razumni i ostvarivi
vidjet ¢emo u sljedecem potpoglavlju.

Napomena.  Ako su Si(x) i S_(x) par projekcija za svaki x € 0f), onda je S; €
C%1(9€; M- (R)) ako i samo ako je S_ € C%1(99; M,.(R)).

Ako je r = 1, onda jedini par projekcija ¢ine brojevi 0 i 1. U tom sluc¢aju uvjet
S.,S_ € C%(09; M1 (R)) povlaci da su Sy i S_ konstantne funkcije jednake 0, odnosno

1 (jedna od njih je 0, dok je druga 1). .

5. Primjeri

Sada ¢emo pogledati primjenu gornjih rezultata na nekoliko primjera rubnih zadaca
za parcijalne diferencijalne jednadzbe
Skalarna elipticka jednadzba

Prisjetimo se Primjera 2 iz proglog potpoglavlja: neka je Q@ C R% otvoren i omeden
skup s Lipschitzovim rubom, te p € L*°(£2) udaljena od nule: |p(x)| > ap > 0 (ss x € Q).
Promotrimo skalarnu elipticku jednadzbu

—Au+ pu = f,
gdje je f € L%(Q) zadana funkcija. Dana jednadzba se moze zapisati kao sustav prvog reda

p+Vu=0
pu+divp = f

Sto je zapravo Friedrichsov sustav uz:

Lo (5,7) €{(k,d+1),(d+1,k)}
(Ag)ij = .
0, inace
o), i=j=d+1
(C)ij = 1, i=j#d+1 .
0, inace
Tada je
W =L, (Q) x H(Q),
Wo = L3 0() x Hy(2) = ClgC2(; R,

te
0 0 141
0 0 1%}
Ay = Do
0 0 Vq
v ... vz 0

Neka je Ty : HY(Q; R™) — H%(ﬁQ; R™) operator traga (za svaki m € N koristimo istu
oznaku za operator traga). Sada ¢emo opisati operator traga 7 : W — H*%(GQ; R4,
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Iz definicije traga i Teorema 6 (prvo poglavlje) slijedi da za (p,u)" € H'(Q; R?%) x HY(Q) i
(s,2)T € H2(9Q RY) x H2(9Q) vrijedi

(T(p,u)',(s,2)")

H% o <AUTH1<p7u)T7<S7z)T> 1

2
< (VTHlua v- THlp)Tv (57 Z)T >

Dol

_1
H 2

- 3 h

H 2 H2

—/[<VTH1U)~S—|—(V~TH1P)Z ds
o0

—~
[a—
w

~

|

=4

<V'TH1p7z>
<,]:iivpvz>

+ _% <VTH1U,S>

+ <TVU7 S>

= N

)

_ 1+ 1 1
H2 H 2 H?2
gdje su 7g;y 1 7y kao u primjerima 5 i 4 u prvom poglavlju. Uo¢imo da u gornjim formulama

oznaku - %< o >H 1 koristimo za razlicite dualne produkte (kodomene su razlicite: R, R,

ili R™1). Zbog jednostavnost zapisa i dalje éemo koristiti istu oznaku za sve te dualne
produkte, a iz dimenzija kodomena funkcija koje se u njima pojavljuju biti ¢e jasno o kojem
se radi.

Zbog neprekinutosti operatora 7, 7g;y 1 7y lako se vidi da gornja formula vrijedi i za
proizvoljni (p,u)" € W.

Iz primjera 4 i 5 u prvom poglavlju i gornje formule slijedi

(14) 7 =Im Ty x Im Tg;, = vH2(9Q) x H2(9Q) C H™2(90; R4 .

Dirichletov rubni uvjet na polaznu zada¢u mozemo postaviti koriste¢i razne ma-
trice M. Jedana moguénost je

0 0 —U1
0 0 —19
0 0 —Vq
N2 7 N U

Zaista, uz takav odabir je uvjet

A= {pLaQ -0

u

ispunjen ako i samo ako je
(V/{Z € 1..d) Vku\ag =0,

a kako ne mogu svi v istovremeno biti jednaki nuli, to je ekvivalentno s

U| =0.
[2/9]

Za takav M vrijedi
(VEeR) ME-£=0,

pa je (FM1) zadovoljeno, a kako je
Ker (A, — M) ={€ c R : ¢4, =0},
Ker (A, + M) ={(y,6)' eR'xR:v-y =0},
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to se lako vidi da vrijedi i (FM2).
Pokusajmo sada naéi matrice S4 i S_ iz Teorema 15. Buduéi da je M = —M, to je

Ker (A,,+MT) =Ker(A, — M) ={€¢ R . Eqr1 =0},
Ker (A, —M')=Ker (A, + M) ={(y,6)' eR*xR:v-y =0},

sto povlaci Ker (A, — M ") N Ker (A, + M) # (), a to za posljedicu ima da odabir para
projekcija S4 1 S_ nije jedinstven. Jedan od mogucih odabira je

01 0 ...0 O X 0
S =sT=|: . . . |, s =8l=] ;
0 0 1 0 0 00
0 0 1
0 0 0

Buduéi da su obe gornje matricne funkcije konstantne, to su onda i elementi prostora
COL(09; My41(R)). Stoga je preostalo za provijeriti da je Im 7 invarijantan potprostor za
operator Sy koji je u ovome slucaju dan s

<8+T,W> <T7 (07"'7O7wd+1)T>

_1 1 _1 1,
H 2 H2 H 2 H?2
za T € H2(00; R i w = (wi,wa, ..., wap1)" € H2(0Q; R1). Posebno, za T =

(ve,g) € vHZ(09) x H™2(89) = Im T je

odnosno

S.T=(0,0,...,0,9)" € {0} x H 2(8Q) C Im T,

pa je zadovoljen i preostali uvjet Teorema 15. Stoga je s (8) definiran operator M &
L(W; W), koji zadovoljava (M1)-(M2). Operator M mozemo dobiti i iz (12): za (p,u)' €
W =12%(Q) x H{(Q) i (r,0)" € H(Q;R?) x HY(Q) je

W’( M(p, U)T’ (rv U)T >W -

(T(p,u)", (I—2S_)(Tyr, Tipw) ")
<T(p7 U)Ta (_THl r, THlv)T >H%
<7;1ivp7 THl'U >H% _H_% <TV'U/, Tle >H

1
H?2

Nl—

H-

= N

-
1
H™ 2

Bududi da je

<TVU7 I’>

= <VTH1U, Tle = /THIU(V . THl r) dS :H_

o0

1 1=__1 )1
H 2 H2 H 2 H?2

to M ima sljedeci oblik

W’< M(pv U)Ta (r7 U)T >W :H_%

(Zawp: Trrv) 3 =1
S obzirom da su svi operatori koji se pojavljuju u gornjoj formuli neprekinuti, a H' (Q; R%) x
H'(Q) gusto u W, to ona vrijedi i za (r,v)" € W.
Na isti nac¢in se lako vidi da je
T T
W’<D<p7u> ) <r7 U) >W =

<’]:iivp7TH1U> +

_1 1 _1
H 2 H2 H 2
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pa iz M* = —M slijedi da su V = Ker (D — M) i V = Ker (D + M*) dani s
V=V =L, (@) x Hy(),

Sto zaista odgovara Dirichletovom rubnom uvjetu za polaznu jednadzbu.
Kao sto je ve¢ napomenuto, odabir matrice M koja zadaje neki rubni uvjet opcéenito
nije jedinstven. Zaista, ako uzmemo

0 0 —U1

0 0 —19
M=|: . i,

0 0 —Ulq

RZ 7 R e

ispunjen ako i samo ako je
(VEk e 1..d) VRU| oy = 0 i au =0,

sto je pak ekvivalentno s
U =0,
|90

te opet odgovara Dirichletovom rubnom uvjetu.
Za ovaj odabir matri¢ne funkcije M je

(V¢ eRY) ME-€=208], >0,

te
Ker (A, — M) ={¢€ e R ¢, =0},
Ker (A, + M) = {(y,&)" eRIxR:v-y+af =0},
pa su uvjeti (FM1)—-(FM2) i sada zadovoljeni.
Za matricne funkcije S4 i S_ iz Teorema 15 mozemo uzeti

1 0 0 ... 0 —av ] _ .

0 1 0 0 —awm 8 8 .
S L I :

0O ... 0 1 0 —avgq 0 0 ow

O 0 ... 0 1 —ayy 0 0 1d

0 0 ... 0 O 0 | - -

Da bi sada vrijedilo S_, S, € C%1(9Q; My 1(R)) potrebno je zahtjevati nesto veéu glatkoéu
ruba, primjerice C2.
Sada je operator Sy dan s

(S Tow) o=

62



Friedrichsovi sustavi

za T € H_%(ﬁQ; R i w = (wy,wa,...,wge1)! € H%(ﬁQ;RdH). Posebno, za T =
(ve,g) € vz (082) x H*%@Q) =Im7 je

(S Tw) = /Oéewdﬂ dS+ 1 (9, Way)
a0

1 1
H2 H 2

odnosno

S:T =(0,0,,....0,ae+g) € {0} x H2(9Q) CIm T ,
pa je zadovoljen i preostali uvjet Teorema 15. Slijedi da je s (8) definiran operator M €
L(W;W'), koji zadovoljava (M1)-(M2), te ima sljedeéi oblik: za (p,u)" € W = L3 (Q2) x
HY(Q) i (r,v)T € HY(Q;RY) x HY(Q) je
(T(p,u)" (1= 28) (Tipr. Typ) )
(T(p,u)", 2aTpvy — T, Tpw) 1)
(Zaivp, Tnv) (Twu, Typr) 1
(Tyu,2aTivv)

W’< M(p, U)Tv <r7 U)T >W =

D=

H H
T

1
H2

H-
0

N= N

1 _1

H2 H 2

+ 1 1.
H 2 H2

Sliénim argumentom kao prije slijedi

W’< M(pv U)Ta (r7 'U)T >W :H_%

>H% +2a/TH1uTH1v ds,
N

za sve (p,u) ', (r,v)" € W. Lako se vidi da je onda

wA M (p,u) ', (r,0)w =

H % <7:iivpuTHlv>H

1
2

- +2a / TquTqvds
o0

pa jednostavnim rac¢unom slijedi da su V i V dani s
V=V =123.,(Q) x H(Q).

Robinov rubni uvjet mozemo zadati odabirom

0 0 141
0 0 9
M = : )
0 0 vy
-1 —vg 2«

ekvivalentan s
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sto za polaznu jednadzbu odgovara Robinovom rubnom uvjetu
(v-Vu+ om)‘ag2 =0.

Za ovaj odabir matricne funkcije M je
(V¢ €RY) ME-€ =200, >0,
te
Ker (A, —M) ={(y,&)" eRIxR:v-y—af =0},
Ker (A, + M) = {¢ e R¥"! . ¢4, =0},

pa su uvjeti (FM1)—(FM2) zadovoljeni.
Za Sy i S_ iz Teorema 15 mozemo uzeti

0 ... 0 —an (1] (1) 8 8 32
0 ... 0 —aun o . ] )
S_=1|: oo, Se=|
0 ... 0 —ay 0O ... 0 1 0 aygq
0o .. 0 1 0O ... 0 0 1 ay
0 ... 0 0 O 0

Da bi vrijedilo S_, S, € C%1(09; Mg41(R)) potrebno je i ovdje zahtjevati nesto vecéu
glatkoéu ruba (C? je dovoljno).
Operator S; dan je s

<S+T7 (57 Z)T> = <T> S+(S> Z)T >H% :H_ <T> (S—OzZI/,O)T>

I

DNol—
Nol—

~1
H 2

D=

1
H 2 H H

za T € H_%(ﬁQ; R¥1) i (s, 2)" € H%@Q;Rd) X H%(aQ) Posebno, za T' = (ve,g)' €
vHz(09) x H™2(99) = Im T je

((ev, —oze)T, (s, z)T )

9

Nl—

(S T,w) 1 :/ey-s—aezdS: _ 1
H 2 H?2 H H?2
oN

odnosno ) )

S, T = (ev,—ae) € vH2(9Q) x H2(9Q) C Im T,
pa je zadovoljen i preostali uvjet Teorema 15. Sada operator M € L(W;W'), definiran s
(8) ima sljedeci oblik: za (p,u)" € W =L2_(Q) x HY(Q) i (r,v)" € HY(QRY) x HY(Q) je

wA M(p,u) ' (o) w = 3 (T(p,w) ", (L= 28-)(Tnr, Tpw) ')y

D=

0
=1 (T (p, w) ' (T + 20Tov, —Tpo) | =
= =1 Tawp, Tynv) 3+ 1 (Tvw, Tnr) g
+H7% <Tvu, Q(XTHHJ v >H% ,
odnosno
W’< M(p7 u)T’ (r7 U)T >W :Hf% <7:i1vra TH1U >H% _H7%< %ivp, TH1U >H% +2a / THlu’THw dS,
o2
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za sve (p,u) ', (r,v)" € W,
Sada se lako moze vidjeti kako izgleda operator M*, te da je
Vi={(p,u)' € W: Tayp = aTyiu},
Vi={(r,0)" e W: Tgjyr = —aTgv},

kao Sto smo veé vidjeli u Primjeru 2.
Neumannov rubni uvjet mozemo zadati s

0 0 141

0 0 1)
M= : : Sl

0 ... 0 1y

-Vl ... g 0

i tada je uvjet

u

Ao =M [pLaﬂ -

ekvivalentan s

(V'P)‘aﬂz(),

Sto za polaznu jednadzbu odgovara Neumannovom rubnom uvjetu

(v - Vu) 0.

loo —
Za takav M je
(VEeRY) ME-€=0,

t
’ Ker (A, —M) ={(y,&)' eR'xR:v-y =0},

Ker (A, + M) = {¢ e R¥1 . ¢401 =0},

pa su uvjeti (FM1)—(FM2) zadovoljeni.
Za S4 i S_ mozemo odabrati

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0O 1 ... 00
S =|: SRS Sy =1|: R

0 ... 00 0 0 1 0

0 0 1 0O 0 ... 00

pa je oéito S_,S; € COL(99; Myy1(R)).
Operator S; dan je s

<S+T7 (S, Z)T> = <T7 S+(S> Z)T >H% :H_ <T> (S, O)T> s

Dol—
D=

_1 1 _1
H 2 H?2 H 2 H

za T € H_%(aQ;Rd“) i(s,2)" € H%(ﬁQ; RY) x H%(aQ) Posebno, za T' = (ve,g) €
vH2(09) x H 2(9Q) = Im T je
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odnosno )

S T = (er,0)" € vH2(00) x {0} CIm T,
pa je zadovoljen i preostali UVJet Teorema 15. Operator M € L(W; W), definiran s (8)
ima sljedeéi oblik: za (p,u)" € W =12 (Q) x HY(Q) i (r,v)" € HY(Q; RY) x HY(Q) je

wA M(p, )", (o) w = 3 (T(p.w) ', (T—28-)(Tgpur, Tynv) )

H—% <T(p7 U) ) (IZ‘H1 r, _THlv)T >H%

1
H?2

odnosno

W’< M(p,u)T, (rav)T >W = —___

H %( %ivpa TH1U>

1 -1
H?2 H 2

za sve (p,u)’, (r,v)" € W.
Sada se lako moze vidjeti da je M* = —M, te da je

V=V={pu' €W:Tyup=0}.

Maxwellove jednadzbe u difuznom rezimu

Neka je Q C R3 otvoren i omeden skup s Lipschitzovim rubom, te p,o € L>®(Q)
udaljene od nule. Za dane f, g € L?(Q; R3) promatramo sustav jednadzbi

uH+rotE=f
cE+rotH=g "~

Dani sustav poprima oblik Friedrichsovog sustava uz:

i 0 0 07 r 0 0 17
0 0 0 -1 0 0 0 0
01 0 -1 0 0
A=10 0 o ’ A=y g 1 ’
0 0 1 0 0 0 O 0
0 -1 0 ] L1 0 O J
i 0 —1 07
0 1 0 0
0 0 O
Ag— 0 1 0 y C—O’I
-1 0 0 0
| 0 0 O J
Ocito je da je
W L?ot<Q> X L%ot (Q> )

WO Lrot 0(Q> X Lrot O(Q) =Cl WCSO<Qv Rﬁ) ;

dok A, mozemo zapisati u blok strukturi

0 Arot
Al/ - |: Arot 5 :| )
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gdje je A* matrica koja odgovara diferencijalnom operatoru rot:

0 —v3 19
1&20t = V3 0 —U]
—19 141 0

Sliéno kao i prije koristimo argumente iz prvog poglavlja da bismo opisali operator traga
T :W — H2(0%R): za (H,E)T € HY(QR3) x HY(Q;R3) i (s,2) € H2(0% R3) x
H%(ﬁﬁ; R3) vrijedi

<T(H,E)T,(S, Z)T> <AVTH1(H7E)T7(S> Z)T >H%

Dol—
NJ—
D=

H™ H H™
:Hi% < (Af/OtTHlE7 _AIl;OtTHlH)T7 <57 Z)T >H%
(15) :/Pyﬁis—AyﬁﬁidS
o0
:Hi% < ZOtEu S >H% _Hi% < Z‘OtH7 z >H% )

gdje je Tyt kao u Primjeru 6 u prvom poglavlju. Istim argumentom kao i prije gornja
formula vrijedi i za H, E € L2, (Q), pa lako slijedi

rot

(16) Im7 = Im Ty % Im Ty © H™2 (00 R) .
Rubni uvjet

UV X E|8Q =0,

mozemo zadati odabirom
0 — At
TR

Zaista, koristeci

AP'E=v xE

dobivamo da je uvjet

e =M {E]\ag "

ekvivalentan polaznom rubnom uvjetu
Za takav M je
(V€ €RY) ME-£=0,

t
’ Ker (A, —M) = {(y,€) e R3xR3:v x £ =0},

Ker (A, + M) = {(y,6) e R*xR3: v xy =0},

pa se lako vidi da su uvjeti (FM1)—(FM2) zadovoljeni.
Prirodan odabir za matrice S+ 1 S_ je

I 0 0 0
S_[o 0}’ S*‘{o I}’

gdje su svi blokovi u gornjim matricama dimenzije 3. Trivijalno je ispunjeno S_, S, €
C%1(00; Mg (R)).
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Operator S; dan je s

<S+T7 (57 Z)T > :Hf% <T7 S+(S, Z)T >H% :Hf% <T> (07 Z)T >H% )

Nol—

_1
H 2 H

zaT € H_%(aQ;RG) i(s,2)" € H%@Q; R?) x H%@Q; R?). Posebno, za T = (K,S)" €
Im 7ot X Im 7oy =Im 7T je

<S+T7 (S, Z)T> :H—% <S’Z>H% )

Nl—

_1
H 2 H

odnosno

ST =(0,5)" € {0} xImTyo; CImT,

pa je zadovoljen i preostali uvjet Teorema 15. Operator M € L(W; W), definiran s (8)
ovdje ima sljedeéi oblik: za (H,E)T € W = L2,(Q) x L2,(Q) i (r,v)T € HY(Q;R?) x
HY(Q;R?) je

W’< M(Hv E)Tv (rv V)T >W

-1
H 2

H 3 ’ H2
= _H_%<7;otEyTH1r> | <7;otHaTH1V>H% ;
dok je operator D dan s
wid DB () ow =, 4 (THE)T (T, ) ),y
=3 (TotE Tanr) g =1 (TrotH Ty ) g

Koristec¢i neprekinutost operatora koji se pojavljuju u formulama za M i D jednos-
tavno se pokaze da one vrijede i za (r,v) € W.
Sada se lako moze vidjeti da je M* = —M, te da je

V=V ={(HE)eW: TE=0}.

Prijenosna jednadzba

Neka je Q € R? otvoren i omeden skup s Lipschitzovim rubom, te a € W1 (Q; R9).
Nadalje, neka je p € L>°(Q), takva da vrijedi

(Fpo>0) plx)— %div a(x) > po (ssx € Q).

Tada skalarna jednadzba
o -Vu+pu=f,

za dani f € L2(QQ), poprima oblik Friedrichsovog sustava (zapravo se radi o jednoj jed-

nadzbi)
d
Z@k(Aku) +Cu=f
k=1

zZa
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Sada je prostor grafa dan s
W={uel?Q):a Vuel?Q)},

dok je Ay = - v.
Definirajmo ulazni rub Q™ i izlazni rub OQ* na sljedeéi nacin:
0 ={xe€d: alx) v(x) <0},
Nt ={x€oN:ax)- v(x)>0},

i dodatno pretpostavimo da su dobro razdvojeni: d(92~,0Q7) > 0. Tada se moZe pokazati
(vidi [EGC]) da je slika operatora traga prostor s tezinskom mjerom

L2(09Q, |- v]) :=={h: 00 — R.: /|h|2|a -v|dS < oo},
o0

te da je operator D dan s

W/(Du,v)W:/TuTv(a-I/)dS, u,v e W.
o0

Rubni uvjet

Yoa-

mozemo postaviti odabirom M = |a - v|, ¢ime je (FM1) trivijalno zadovoljeno, dok iz

0, ax)-v(x)>0
A, —M)(x) = , i
( ) { 2a(x) - v(x), a(x)-v(x)<0
0, a(x) -vx)<0
A, +M)(x) = ,
(Ay + M) (x) { 2a(x) - v(x), a(x)-v(x)>0

lako slijedi i (FM2).

Jednostavno je vidjeti da S4 i S_ iz Teorema 15, koji su sada skalari, ne postoje:
par projekcija u skalarnom sluc¢aju su jedino 0 i 1, pa je uvjet da su Sy i S_ Lipschitzove
ispunjen jedino ako su konstantne funkcije jednake 1, odnosno 0, $to ovdje oc¢ito nije slucaj
jer i Sy i S_ moraju poprimati vrijednosti i 0 i 1. Stoga uvjeti Teorema 15 nisu ispunjeni.
Unatoc¢ tome u [EGC] je pokazano da je s

W/<Mu,v>W:/TuTv|a-1/|dS, u,v € CX(R),
o0

dobro definiran operator M € L(W; W) koji zadovoljava (M1)-(M2). Tada su
Y:{UEW:TaQ— =0},
Vz{uEVV:’TlaQ+ =0}.

Stoga uvjeti Teorema 15 o¢ito nisu nuzni da bi s (8) bio definiran M € L(W;W'). Pre-
ciznije, uviet Sy, S_ € C%1(99; M,(R)) nije nuzan.
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Prilozi teoriji Friedrichsovih i hiperbolickih sustava
1. Osnovno o obi¢nim diferencijalnim jednadzbama

Da bismo dokazali teorem egzistencije i jedinstvenosti za polulinearni nespareni hiper-
bolicki sustav prvog reda, te dobili odgovarajuce ocjene na rjeSenje, potrebni su nam neki
rezultati o obi¢nim diferencijalnim jednadzbama.

Neka je h : [-T,T] x R — R funkcija iz LS (=T, T] x R), koja je i lokalno Lip-
schitzova po drugoj varijabli:

3V e Ly (R)(VYu,veR) |u|l > |v]| = |h(t,u)—h(t,v)] < Y(|u])|u—v| (sste[-T,T)).
Zelimo nadi riesenje u Cauchyjeve zadaée

I

za dani ug € R.

Napomena. Radi jednostavnosti gornju zada¢u promatramo oko tocke 0. Svi rezultati

ovog potpoglavlja vrijede i za zadacu oko bilo koje druge tocke iz R. .

Definicija. Za funkciju v : I — R kazemo da je rjesenje zadac¢e (ODJ-h) na otvorenom

intervalu I 5 0, ukoliko u ima derivaciju skoro svuda na I i zadovoljava (ODJ-h). .

Vrijedi sljedeéi rezultat lokalne egzistencije i jedinstvenosti.

Teorem 1. Uz gornje pretpostavke na h, postoji S > 0 i jedinstvena funkcija u iz
W%é?((—S, S)) koja je rjesenje zadace (ODJ-h) na (—S,S).
Dem. Egzistenciju dokazujemo koriste¢i klasicni Picardov iterativni proces da bismo kon-

struirali niz koji konvergira prema rjesenju zadac¢e (ODJ-h). Induktivno definiramo niz
funkcija (za t € (=1,7)):

up(t) :==

uQ
up(t) == /h(s,ukl(s)) ds, keN.
0

Koristeci lokalnu omedenost funkcije h po drugoj varijabli indukcijom se lako pokaze da je
svaki uy iz WL (=T, T)).
Za r > 0 definiramo

M(r) = [|Pllroo (0,7 [ug—ryuo-++]) »

te

r
S = min{T, sup } .
reR+t M(r)

Dat ¢emo dokaz za slucaj S = sup,.cr+ % koji je slozeniji, te ujedno u sebi sadrzi i dokaz
za S =T. Neka je ¢ > 0 mali (tako da je S —e > 0), i neka je r. > 0 takav da je

Te
S—e< ——.
— M(re)

Pokazat ¢emo da je niz (uy) konvergentan u C([—(S —€), .S — ¢]), te da je pripadni limes
rjeSenje polazne zadace.
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Pokazimo najprije da je niz (uy) omeden u C([—(S — ¢), S — ¢]), stovise da vrijedi
(1) lug(t) —uo| < e, te[—(S—¢g),5—¢.

Dokaz provodimo matematickom indukcijom: za k = 0 tvrdnja je trivijalno zadovoljena,
te ako pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki £ = n € Ny, onda za k£ = n + 1 dobivamo

t
[tn1(t) — uo| ‘/h s,un(s))ds| < [t|M(re) < (S —e)M(re) <7e,
0

za svakit € [—(S —¢),S — €] 1 time je omedenost niza (uy) pokazana.

Pokazimo sada da je niz (ux) Cauchyjev u C([—(S —¢€),S —¢]): uz oznaku C' :=
U(ug + 7¢), iz Cinjenice da je funkcija h lokalno Lipschitzova i (1) slijedi da za svaki
t € 10,8 — ¢] vrijedi

t

w1 (8) — u(t)] < / (s, ue(5)) = h(s, w1 (5))| ds
0
t

< /C|uk(5) —up_1(8)|ds,

0
pa induktivno dobivamo
t 6 lg—1
|uk+1(t)—uk S // / |’LL1 tk —uO|dtkdtk 1- dtl
0 0
t 6 tk 1
< ck// / re dipdty_y ... dt; < rgc’fz—]j < 7«8%.
0 0 0

Lako se moze vidjeti da gornja nejednakost vrijedi i kada je ¢t negativan, odnosno za sve
t € [—(S —¢),S —¢]. Sada za proizvoljne k,m € N slijedi

k+m—1
ks — el s—e)s—ep = || D (wir1 —u;)
H Py C([-(S—e),S—¢])
k+m—1
< ) i — willoge(s—e),5—2))
1=k
k+m—1 ; 00
Ci(S — e)i Ci(S — e)i
= z% e S ;Ts il

Buduéi da je izraz na desnoj strani ostatak sume konvergentnog reda, to slijedi da je (uy)
Cauchyjev niz u Banachovom prostoru C([—(S —¢€), S —€]), pa stoga i konvergira prema
nekom u.. Jasno je da tada vrijedi

(2) lus(t) — ug| < re, te[-(S—¢),S—¢,
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a kako uniformna konvergencija povlaci tockovnu, to za S > €9 > 1 > 0 vrijedi
(3) Us, = Ugy, Na [—(S —e2),5 —eq).

Iz (1), (2) i svojstava funkcije h slijedi

t

’/h(s,ug(s)) - h(s,uk(s))ds’ < /’h s, ue(s)) — h(s,ug(s))|ds

0 [0,4]

/cmg — uy(s)| ds
10,4]
< C(S = e)llue — urllo(=(s—e),5-e]) »

sto povlaci
t

/h(suk 3—>/ S, ug(s

0

pa iz definicije niza uj i njegove konvergencije prema u,. slijedi
t
ugzu()—l—/h(s,ug(s))ds, te(—(S—¢),S—¢).
0

Gornja formula povlaci da je u. iz WH((—(S — ), S — ¢)), te da je rjesenje zadacée (OD.J-
h) na (—(S —¢),5 —¢).
Iz (3) slijedi da postoji jedinstvena funkcija u : (=S, S) — R, takva da je
(Ve €(0,9)) u|<7(87€)787€> = U .
Ocito je da je onda u € W
egzistencija dokazana.
Jedinstvenost dokazujemo koristeéi Gronwallovu nejednakost (vidi nize): ako su w i

w iz Wifo«—S, S)) dva rjesenja zadace (ODJ-h), za neki S > 0, onda za svaki Sy < S na
[—S0, So] vrijedi

(=S, 85)) rjesenje zadace (ODJ-h) na (—S,S) i time je

loc

|u( |</)h3u h(s,w(s))|ds

—So
/ lu(s) s)| ds,

—So
gdje je

r = max{ Jullioe- 0.5 ol -so.50 }
Upotrebom Gronwallove nejednakosti za a = —Sp, b= So, M =0, p=¥(r)i f = |u — w|
slijedi da je u = w na [—=Sp, Sp|. Zbog proizvoljnosti Sy slijedi da je i © = w na [-S, 5], te

je time dokazana i jedinstvenost.
Q.E.D.
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Lema 1. (Gronwallova nejednakost, [Tal, str. 9]) Neka je a < b, te f € L*>({a,b)) i
p € L1({a, b)) nenegativne funkcije, takve da postoji M > 0 za koji vrijedi

ng(t)§M+/p(s)f(s)ds, t € (a,b).

Tada vrijedi i

t
s)ds
o< ft) <Mt b,

"
Sljede¢u lemu mozemo dokazati upotrebom Gronwallove nejednakosti. Bududi da je
dokaz analogan dokazu jedinstvenosti u Teoremu 1, to ga ovdje ispustamo.

Lema 2. Neka su Iy i Is dva otvorena intervala oko nule, te u; € Wlloso(ll) iug € Wl’oo(lg)

loc
dva rjesenja zadace (ODJ-h). Tada je uj = ug na Iy N I. .

Gornja lema nam omogucuje definiciju maksimalnog rjesenja.

Teorem 2. Postoji maksimalan otvoren interval I > 0 i jedinstveno maksimalno rjesenje
u € Wi>°(I) zadace (ODJ-h). Preciznije, ako je J C (=T, T) otvoren interval oko nule i

loc
(NS Wllozo(J) neko rjesenje zadace (ODJ-h), onda vrijedi J C I iv = u| -
Dem. Neka je
R = {ug € Wi(Iy) : o € A}

loc

familija svih rjesenja zadace (ODJ-h). Tada je

I::UIa

acA

otvoren interval oko nule, te ocito vrijedi I, C I, za svaki a € A. Definirajmo funkciju
u : I — R na sljededi nacin: za dani ¢t € I i proizvoljan indeks a € A za koji je t € I,
uzmimo

u(t) == un(t).

Zbog prethodne leme je definicija funkcije u dobra, te se lako vidi da je u € WIIO’EO(I)
rjesenje zadace (ODJ-h). Iz konstrukcije je jasno da je to i maksimalno rjesenje.

Q.E.D.
Lema 3. Ako jeu € Wlléso((Sl, S2)) neko rjesenje zadace (ODJ-h), te
lim u(t) e R,
t—S55

onda je u € Wllf;go(<51, S9]).
Dem. Jasno je da je u € L° ((S1, S2]). Stoga za svaki e > 0 vrijedi u € L*>°([S] + €, 59)),

loc
a kako je h lokalno omedena, to za s,t € [S + €, S2] imamo

ut) ~u(s)| = | [ o.uio)do] < [ Ibtovu(o)lde < ol

[s,t]

za neku konstantu Ce > 0. Odavdje slijedi da je u Lipschitzova na [S + ¢, S2], za svaki
e > 0, 8to povlaci u € Wll(ﬁo(<51, Sa)).
Q.E.D.
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Teorem 3. Pretpostavimo dodatno da je h > 0 iug > 0. Ako je u € Wllo’zo(<oz,ﬁ>)
maksimalno rjesenje zadace (ODJ-h) i f < T, onda je

lim u(t) = 4o00.
t—(~

Dem. Prvo uocimo da h > 0 i ug > 0 povlaéi u > 0 (svaki ¢lan iterativnog niza (uy) iz
Teorema 1 je nenegativan, pa je stoga takav i pripadni uniformni limes). Pretpostavimo
sada da je lim;_, - u(t) = ug € R (taj limes uvijek postoji, jer je u neprekinuta). Prema

Teoremu 1 postojie > 0ia € ng?((ﬁ — ¢, + ¢€)) koji je lokalno rjesenje zadace
{ w(t) = h(t,a(t))  (sst)
u(B) = ug '

Neka je v : (o, B+ €) — R funkcija definiranaformulom

u(t), telaf]
v(t) =19 _ :
ut), tels,f+e)
Prema prethodnoj lemi je u € Wllcﬁo((oz, A]), sto zajedno s o € W110§o<<ﬁ — ¢, B+ ¢)) povlaci
v € W%é?((oz, B+ ¢€)). Funkcija v je ocito rjesenje zada¢e (ODJ-h), sto je kontradikcija s
¢injenicom da je u maksimalno rjesenje.

Q.E.D.

Napomena. Iz prethodnog teorema slijedi da ukoliko maksimalno rjesenje postoji samo

do trenutka 3 < T, onda je to zbog eksplozije u trenutku f3. .

2. Postavljanje zadace i rjeSenje

Neka su d i r dva prirodna broja, te  := (0,7) x R? pruga u R*!. Promatramo
Cauchyjevu zadac¢u za polulinearni hiperbolicki sustav

d
duu(t,x) + Y AR(t,x)0u(t,x) = f(t,x, u(t,x))
k=1 '
u(0,-) =v
Vektorska funkcija u = (u1,us,---,u,) je nepoznata, dok su matricni koeficijenti AF :

Q — M, (R), k € 1..d, desna strana f = (f1, fa, -, fr) 1 poCetni uvjet v = (v, va, -, vy)
poznate funkcije. Pretpostavljamo da je svaka matricna funkcija A* dijagonalna:

k : k k k
A" = diag{af, a5, -+, a, }.

Uz ovo pretpostavku gornji sustav poprima nespareni oblik: ako definiramo vektorske
funkcije a; (za i € 1..r)

a; 1= (all,a%,~-~,a?),

gornju Cauchyjevu zada¢u mozemo zapisati kao

{ Orui(t,x) + a;(t, x) - Vu,(t,x) = fi(t,x, u(t, x))

(CP) ui(O, ) = Vj

, zaitel.r.
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Uo¢imo da se na lijevoj strani i-te jednadzbe u (CP) pojavljuje samo komponenta wu;
nepoznate funkcije u.

Motivaciju za proucavanje takvih zada¢a mozemo nac¢i u kinetickoj teoriji plinova:
diskreti modeli za Boltzmannovu jednadzbu — Carlemanov, Broadwellov i Maxwellov sustav
(vidi [Ta5]) su upravo ovog tipa. Isto tako, lako se moze provjeriti da se svaki polulinearni
strogo hiperbolicki sustav u jednoj prostornoj varijabli moze lako svesti na nespareni sustav
(uz pretpostavku da su koeficijenti C! glatki). Naravno, jedna polulinearna jednadzba
(r = 1) je takoder poseban slu¢aj nesparenog sustava.

Pretpostavljamo da je svaki koeficijent a; (za i € 1..r)

e omeden: a; € L°(Q; RY);
(A1) e Lipschitzov po x: (3A > 0)(Vx,y € RY)
3i(t,%) — ai(t,y)| < Alx—y|  (sst€(0,T)).

Ovdje i u ostatku ovog poglavlja (da bismo izbjegli pisanje nekih konstanti) s || oznacavamo
vektorsku normu | - |+, te istu oznaku koristimo i za oznacavanje klasicne skalarne norme.
S Kgrr[0, 1] ozna¢avamo zatvorenu jedini¢nu kuglu {z € R" : |z| < r1} u R". Za pocetni
uvjet i desnu stranu pretpostavljamo da vrijedi:

eve L®RER);
of : QO xR" — R’ je izmjeriva;
o f je lokalno Lipschitzova po u:

(B € L (R))(Yr1 > 0)(Yw,2 € Ko [0, 1]

If(t,x,w) —f(t,x,2)| < U(r)|w—12z| (ss(t,x)€Q);

o f je lokalno omedena po u:

(3P e Ly ([0,7] xR))(Vr1 > 0)(Vw € Kr-[0,71])

If(t,x,w)| < ®(t,r1) (ss (t,x) € Q).

Uz tako slabe pretpostavke na koeficijente, pocetni uvjet i desnu stranu ne mozemo oceki-
vati egzistenciju klasi¢nog rjesenja, te stoga trazimo slabo rjesenje.

Definicija. Funkcija u € L] (€;R") je slabo rjesenje zadace (CP) na 2 (uz pretpostavke
(A1) i (A2)), ukoliko za svaki i € 1..7 i za svaki ¢ € CL([0,T) x R?) vrijedi

—//uZ Oy + div (pa;)]dxdt = //fZ ,u(- gpdxdt+/vig0(0,-)dx

Rd 0 Rd Rd
[ |

Prostor CL([0,7T) x Rd) iz gornje definicije definiramo kao prostor svih restrikcija
funkcija iz CL({(—o0, T) x R%) na [0,T) x RY.

Teorem egzistencije i jedinstvenosti

Dokaz teorema egzistencije i jedinstvenosti za (CP) mozemo naéi u [Tal] i [Tab]
(uz pretpostavku (A1) i nesto izmjenjenu pretpostavku (A2): funkcija ® koja predstavlja
lokalnu medu za f ne ovisi o vremenskoj varijabli). Ovdje ¢emo dati nesto precizniju verziju
tog teorema, zajedno s dokazom. Dokaz koristi sljedeéi rezultat egzistencije i jedinstvenosti
za linearnu prijenosnu jednadzbu.
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Teorem 4. Za p € (1,00|, neka je a € L>®(Q; RY) funkcija koja zadovoljava
(FA>0)(Vx,y e RY |a(t,x) —a(t,y)| < Alx—y| (sste(0,T)).

Nadalje, neka su v € I?(R?%) i f € L1([0, T]; LP(R%)). Tada Cauchyjeva zadaca

{atU(t,x)+a(t,x)-VU(t,X):f(t,x) u Q
U, =wv

ima jedinstveno slabo rjesenje U u prostoru L>([0, T]; LP(R%)), u smislu

T
(Ve CL[0,T) x Rd // [0y + div (pa)]dxdt = / fgodxdt+/vg0(0, dx .
0 Rd 0 Rd

Stovise, postoji konstanta C) koja ovisi samo o p, T i a, takva da vrijedi ocjena

U, )lLpray < Cp(HUHLP(Rd) + / 1/ (s, ')||Lp(Rd)d5) (sst €[0,T7).
Posebno, C, = 1.

Teorem 5. Neka vrijede pretpostavke (A1) i (A2), te pretpostavimo da jeu : [0,S) —
apsolutno neprekinuto rjesenje zadace

W (t) = O(t, u(t ss t
o () = B(t.u() (1)
u(0) = IVl[Le®reRr)
za neki S € (0,T]. Tada postoji jedinstvena funkcija u € L ([0, S); L°(R% R")), koja je
slabo rjesenje zadacée (CP) na (0,S) x R%. K tome, u zadovoljava ocjenu
(E) [u(t; )l ragry < ult)  (sst€(0,5)).

Dem. Pokazimo prvo jedinstvenost: pretpostavimo da su u, w € L ([0, S); L>°(R%; R"))
dva slaba rjeSenja zadace (CP) i oznacimo g(t) := [Ju(t, ) —=w(t, ) || (ma.rr)- Cinjenica da
je f lokalno Lipschitzova povlaci

(Ve>0)(IDe > 0)(Vie1..r)
ity ut, ) = falt, - w(t, ) lpeomay < Deg(t) (st €(0,5—¢)).

Oduzmemo li sada jednadzbe za u i w, odnosno njihove slabe formulacije, koriste¢i ocjene
iz. prethodnog teorema dobivamo (za i € 1..r i skoro svaki ¢t € (0,5 — ¢))

lus(t, ) — wilt n</wﬁ,, $,9) = £i(5, - w(s, )l gy s

Uzimanjem maksimuma po ¢ slijedi

t) < /Dgg(s)ds, (sste (0,5 —¢)),
0
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pa Gronwallova nejednakost povlaci da je g = 0 na (0, S — ¢). Zbog proizvoljnosti ¢ slijedi
da je u = w skoro svuda na (0, S), i time je jedinstvenost dokazana.

Da bismo dokazali egzistenciju, najprije induktivno definirajmo u”, n € N, kao slabo
rjeSenje linearne zadade

, zatel.r

{ pul(t,x) + a;(t,x) - Vul'(t,x) = fi(t, x,u" (¢, x))
ui (0,-) = vi

pocevii s omedenom funkcijom u® na (0, S) x R koja zadovoljava

W2t Moo memey < ult) (st €(0,5)).

Prema prethodnom teoremu je svaki u” dobro definirana omedena funkcija. Takoder, u'

zadovoljava ocjenu

t
”U1<tv')HL°°(Rd;RT) < HVHLoo(Rd) +/”f(87'7uo(57 Nlids
0

< Ivllpeqmey + / D(s,u(s))ds = u(t) (sst € (0,9)).
0

Indukcijom se lako pokaze da ista ocjena vrijedi za svaki u”, odnosno da vrijedi
It ) oty < ult)  (ss ¢ € (0,S)).

U preostalom dijelu dokaza razlikujemo dva slucaja. Prvi je kada u ne eksplodira
u trenutku S, te je stoga omedena funkcija na (0,S5). Tada postoji konstanta P takva
da je |¥(u(-))] < P. Ukoliko oduzmemo jednadzbe za u™*! i u™ (odnosno pripadne slabe
formulacije), koristeéi ocjenu iz prethodnog teorema i ¢injenicu da je f lokalno Lipschitzova,
dobivamo

t
Ju" (e, ) — u"(t, )| (e S/Hf(s,.,un(s,.)) —f(Sw,unfl(s,-))I!Lm(Rd;Rr)ds
0

t
< P/||Un(57') _ Un_1(37')||L00(Rd;RT)dS’
0

za skoro svaki t € (0,5 —¢). Slicno kao u dokazu Teorema 1, indukcijom se sada lako
pokaze da za skoro svaki t € (0,5 — ¢) vrijedi

RP™" < RpP"S™

(2, ) = 0" (e (remry <

Y

n! n!

gdje je R := |lu! — U0||Loo(<075>XRd;Rr). Iz te nejednakosti lako slijedi

n n y y

. ) RPISJ

+1 PS
E Ju/™" — UJHLOO((O,S)de;R’“) < § j! < Re ",
j=0 7=0
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pa mozemo zakljuc¢iti da red z:?:()(ujJrl —w) = u"! — u® konvergira apsolutno u pros-
toru L>®((0,S) x R% R'), te zbog potpunosti onda i konvergira. To povlaci da niz (u")
konvergira, pa ako njegov limes oznacimo s u, iz ¢injenice da je f lokalno Lipschitzova slijedi

f('?'aun('v')) _)f('v'vu('v')) u LOO(<07 S> X Rd;Rr)'

Prijelazom na limes u slaboj formulaciji linearne zadace za u™ lako se vidi da je u slabo
rjesenje zadace (CP) i da zadovoljava ocjenu (E), te je time egzistencija dokazana u ovome
slucaju.

Ukoliko u ima eksploziju u trenutku S, onda ponavljamo proceduru iz prethodnog
slucaja da bismo dobili slabo rjesenje u”' zadaée (CP) na (0, S1) x R%, za svaki Sy € (0, S).
Jedinstvenost slabog rjesenja povlaci da je u®t = u®2 na (0,5;) x R%, za 0 < S; < Sy < S,
sto osigurava egzistenciju funkcije u : (0, S) x RY — R, sa svojstvom

S _
(VS €(0,9)) u u|<0751>de.

Jednostavno se vidi da je u slabo rjedenje zadac¢e (CP) na (0,S) x R?, te da zadovoljava
ocjenu (E).
Q.E.D.

Napomena. Jedina pretpostavka na funkciju ® je da pripada prostoru Li° ([0,7] x R),

sto nije dovoljno da osigura egzistenciju rjesenja zadace (ODJ-t). Buduéi da je svaka

funkcija @1 koja je veca od ® takoder lokalna meda za f, to mozemo traziti rjeSenje zadace

(ODJ-t) s funkcijom ®; na desnoj strani. Uzmemo li &7 kao nize (tako da je neprekinuta i

ne ovisi o vremenskoj varijabli), imamo osiguranu egzistenciju C! rjesenja zadaée (ODJ-t).
Oznacimo

Cn = [P0 1% [0n])) » ™ EN,

i definirajmo funkciju ®; s
Q1 (u) :==Chy1+ (Cry2 — Cpg1)(u—n), wenn+1]. neNyp,

Graf funkcije &1 dan je na sljedecoj slici.

A

(07 S ¢y

Cap----mmmmmmmo-

Cof----nn=z
Cl ””” T

YA
Sy
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L? slucaj

Neka je p € (1,400) i pretpostavimo da pocetni uvjet i desna strana zadovoljavaju:

eveP(R%LRY);
of : QO x R" — R je izmjeriva;
e 3V € Lig.(R))(Vr1 > 0)(Yw,z € Ky pga,rr)[0.m1])
It w(-) = f(t,z() |l < U(r)||w —zlle (st € [0,T]);
e (30 € Lig.([0,T] x R))(Vr1 > 0)(YW € Kypgagn)[0,71])
[f(t, -, w()llr < @(¢,m1)  (sst €[0,T]).

Vrijedi sljede¢i analogon Teorema 5.

Teorem 6. Neka vrijede pretpostavke (Al) i (A3), te neka je C, konstanta iz Teorema 4.
Pretpostavimo da je u : [0,S) — R apsolutno neprekinuto rjesenje zadace

u'(t) = Cp®(t, u(t))
u(0) = CplIvlpc(re;rr)

Y

za neki S € (0,T]. Tada postoji jedinstvena funkcija u € L ([0, S); L(R%GR")) koja je
slabo rjesenje zadace (CP) na (0,S) x R¢ (uo¢imo da definicija slabog rjeienja ima smisla

i uz pretpostavke (A1) i (A3)). K tome, u zadovoljava ocjenu
Ju(t, Y lpmemey < ult) (5t € 0,5)).

"
Dokaz gornjeg teorema je analogan dokazu Teorema 5, te ga stoga ovdje izostavljamo.

Napomena. Pretpostavke (A3) su teze za provjeriti nego li pretpostavke (A2). Takoder
su prilicno ogranicavajuce za funkciju f, jer povlace sublinearan rast funkcije f po varijabli

w, §to je dobro poznato iz teorije Nemitskijevih operatora. .

3. Ocjene na rjeSenje

Ocjena na rjesenje u iz Teorema 5 ocito ovisi o rjesenju u zadac¢e (ODJ-t), te stoga
i o izboru funkcije ®. Iz dokaza Teorema 5 je jasno da i vrijeme egzistencije rjeSenja u
ovisi o vremenu egzistencije rjeSenja u zadace (ODJ-t): grubo govoreéi, ukoliko rjesenje
zadace (ODJ-t) postoji do nekog trenutka S, onda i rjesenje zadace (CP) postoji barem do
trenutka S. Buduéi da imamo veliki izbor moguénosti za odabir funkcije ® (kao $to smo
ve¢ istakli, ukoliko je neka funkcija lokalna meda za f, onda je svaka veca funkcija takoder
lokalna meda za f), pitanje koje se prirodno postavlja je koji ® ée dati najbolju ocjenu
na rjesenje zadace (CP) i koji ® e osigurati najvece vrijeme egzistencije rjeSenja zadace
(CP). Sljedeéi teorem djelomic¢no daje odgovor na prvo pitanje.

Teorem 7. Pretpostavimo da su ®1,®s : [0,T] x R — R dvije izmjerive funkcije takve
da je &1 < &y (ss), te pretpostavimo da je ®y lokalno Lipschitzova po drugoj varijabli:

3V e L. (R))(Vu,v € R)
2ol = [@1(t,u) - ®1(t,0)| < U(lul)u—v] (sst € (0,T)).
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Nadalje, neka je (zai=1,21iT; <T)u; :[0,T;) — R rjesenje zadace

{ué(t) = @it ui(t))  (ss 1)

)

ul(O) 0
te uy € Wllf;io([O, T1)) iug € Wll(;i([O, T3)). Tada je u; < uy na presjeku njihovih intervala
egzistencije.

Dem. Pretpostavimo da postoji ¢ > 0 za koji je ui(c) > uz(c). Bududi da su u; i ug
neprekinute, to nejednakost u; > wuy vrijedi i na nekom otvorenom intervalu koji sadrzi c.
Oznac¢imo s (a, b) uniju svih takvih intervala. O¢ito je uj(a) = ug(a) =: uq, te za t € (a, b)
vrijedi

t
ui(t) = uq + /(I)i(s,ui(s))ds, i=1,2.
a

Ako za mali € > 0 oznac¢imo K := <||u1||Loo([a7b,6D), onda za t € [a,b — £] vrijedi

[ur(t) — ua(t)] = ui(t) — ua(?t)
t <0

A\

R

= /|:(I)1(8,U1<S)):(I)2<S,UQ<S)) + D1 (s,u2(s)) —P1(s,ua(s))| ds

a
t

< / (15, 1)) — @ (s ua(s))| ds

< /\Cbl(s,ul(s)) — ®y(s,uz(s))|ds < /K\ul(s) —uy(s)|ds .

Sada Gronwallova nejednakost povlaci u; = ug na [a, b — €], $to je kontradikcija s u; > ug
na (a, b).
Q.E.D.

Gornji teorem sugerira da ¢e najbolja ocjena (tipa (E)) biti dana s najmanjom
moguc¢om funkcijom ®. U sljedetem teoremu su dana svojstva najmanje mogucée mede
za f.

Teorem 8. Funkcija

h(t,u) := maxvraisup |f(t,x,u)|, t€[0,7], ue€ Ry,
lul<u  yeRd

koja je najmanja moguca lokalna meda za f, ima sljedeca svojstva:

o h € Lig.((0.T] x Ry);
eh >0 1 h(t,-) je neopadajuca, t € [0, T];
e i je lokalno Lipschitzova po u (s istim ¥ kao u (A2)):
Vu,weRy) u>v = |h(t,u) —h(t,v)| < ¥(u)u—v| (sste]0,T)).
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Dem. Prva dva svojstva su ocita, pa preostaje pokazati zadnje svojstvo. Pokazimo najprije
da je funkcija g : [0,7] x R" — R definirana s

g(t,u) := vraisup |f(¢,x, u)]
x€R4

lokalno Lipschitzova po u, odnosno da vrijedi

(4) (Vr >0)(Vw,z € Krr[0,7m1]) |g(t,w)—g(t,z)| < U(r1)|lw—12z| (sste]0,t]).
Zaista, za 1 > 01w,z € Kgr[0,71] fiksne, ¢injenica da je f lokalno Lipschitzova povlaci
(5) If(t,x,w)| < [f(t,x,2z)|+¥(r1)|w—1z| (ss(t,x) €Q).

Iz definicije bitnog supremuma slijedi da za svaki ¢ € [0,¢], i svaki € > 0, postoji skup
pozitivne mjere EMY C R, takav da je

(Vx € EXY) g(t,w) <e+|[f(t,x,w)],
sto zajedno s (5) daje
g(t,w) < e+ |f(t,x,2)| + U(r))|w—2z| (sstel0,T],xeEY),

odnosno
git,w)<e+g(t,z)+V(r)|w—2z| (sstel0,T]).

Zbog proizvoljnosti € > 0 dobivamo

g(t,w)—g(t,z) < U(r)|lw—1z| (sstel0,T]).
Na isti nacin se pokaze i

g9(t,2) —g(t,w) <V(r)[w—z| (sstel0,T]),

¢ime je dokazana tvrdnja (4).

Kako bismo pokazali da je h lokalno Lipschitzova po drugoj varijabli, uzmimo u >
v >0,1zat € [0,T] ozna¢imo s w; tocku iz Kgrr[0,u] za koju je h(t,u) = g(t, wy).
Ako je wy € Kgrr[0,v], onda je h(t,u) = h(t,v), pa je nejednakost iz svojstva lokalne
Lipschitzovosti za h trivijalno zadovoljena. Ako je w; ¢ Kgrr[0,v], te ako s z; oznac¢imo
presjek kugle Kgrr[0, v] sa spojnicom tocaka w i 0 u R", onda vrijedi

gt wi) — g(t,2) < V(uw)|wy — 2| < W(u)|lu—v| (sste]0,T]),
te stoga
h(t,u) < gt,z¢) + U (u)ju—v| < h(t,v) + U(w)|u—v] (sste0,T]),
Sto povladi
Ih(t,u) — h(t,v)| = h(t,u) — h(t,v) < U(u)|u—v| (sste[0,T]),

1 time je tvrdnja dokazana.
Q.E.D.
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Napomena. Prosirimo li hna [-T,7T] x R s

h(—t,u) == h(t,u), (t,u) €[0,T] xRy,
h(t,—u) == h(t,u), (t,u) € [-T,T] xR{,

i dalje ¢e biti lokalno omedena funkcija (sada iz Li.([=T,T] x R)), te lokalno Lipschitzova

po drugoj varijabli (s istim ¥ kao prije). .

Korolar 1. Neka je h kao u prethodnom teoremu, ug > 0, I neka je uy, € Wllo’zo(<oz,ﬁ>)
maksimalno rjesenje zadace

{ up(t) = h(t,up(t))  (sst)
u(0) = ug

1,1
loc

(takav uy, postoji prema Teoremu 2). Pretpostavimo da jev € W, ([0, T")) rjesenje zadace

{v/(t) = ®(t,v(t)) (sst €(0,T"))
v(0) = ug ’

za neku izmjerivu funkciju ® > h. Tada je nuzno T' < < T iu <wv na [0,7").

Stoga je uy, najbolja ocjena na rjesenje u zadace (CP) tipa (E), i u postoji najmanje
do trenutka 3 (koje je ujedno najvece vrijeme egzistencije koje Teorem 5 moze osigurati).
Dem. Iz Teorema 7 znamo da je u < v na presjeku njihovih intervala egzistencije. Ako
je 3 =T, onda je jasno i 7" < f3, a ako je 8 < T, onda iz Teorema 3 slijedi da u ima
eksploziju u 3, pa zbog u < v slijedi i T' < 3.

Q.E.D.

Pogledajmo sada nekoliko (akademskih) primjera. Prvi pokazuje da je bitno dopustiti
da ® (lokalna meda za f) ovisi i o vremenskoj varijabli da bi se dobila najbolja moguca ocje-
na na rjeSenje (naravno, u onim slu¢ajevima kada i desna strana f zaista ovisi o vremenskoj
varijabli). Stoga Teorem 5 daje precizniju ocjenu na rjesenje zadace (CP), u odnosu na od
prije poznate rezultate ([Tal], [Ta5]).

Primjer 1. Promatramo Cauchyjevu zadacu za jednadzbu u jednoj prostornoj dimenziji

QU (t,z) + 0,U(t,x) = f(t,z,U) :==tU? na (0,T) xR

1 ;
U(07 ) ==
fy
gdje je v > 0 konstanta. Jedinstveno rjesenje danog problema dano je s
1
Ult,x) = ———
(t.9) = 75

i postoji do trenutka ¢, = min{T, /2v}. Ukoliko ne dopustimo da lokalna meda za f ovisi
o vremenskoj varijabli, onda je najbolja (najmanja) meda dana s ®(u) = Tu?, te pripadno
rjesenje zadace (ODJ-t):

1
oy =Tt

ul (t)

postoji do trenutka t; = min{7}, %} Medutim, ukoliko dopustimo da lokalna meda za f
ovisi i o vremenskoj varijabli, onda je h(t,u) = tu? najbolja meda. Sada rjesenje
1
)= ——  =Ult
w(t) = g7 = Ut
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Polulinearni nespareni hiperbolicki sustav prvog reda
zadace (ODJ-h) postoji do trenutka t9 = t. = min{7T, /2v}. Jasno je da je onda i
ur(t) > ua(t) = [[UE )lew) 1 0 <ta=tc,

kao sto je prikazano i na slici nize (kada bismo rjesavali gornju Cauchyjevu zadaéu na
cijelom poluprostoru, dobili bismo t; = /7 < /27 = t2 = t.).

A
Ul U9
| |

vy

iV

Sljedeéi primjer pokazuje da ocjena tipa (E) nije najbolja moguca.

Primjer 2. Neka je

g(x):{ex’ vy

e’ <0’

Moze se lako provijeriti da je jedinstveno rjesenje zadace na (0,00) x R

U + 0,U = U%(g + tg")
1

U@, )=—->0

(0,-) 5

dano formulom ]

v —tg(x)’

te da postoji do trenutka t. = . Sada je najbolja moguca lokalna meda na desnu stranu,
koja ne ovisi o ¢, dana s ®(u) = (1 + T)u? (na pruzi (0,T) x R), dok je h(t,u) = (1 +t)u.
Rjesenja uj zadaée (ODJ-t) i ug zadace (ODJ-h) zadovoljavaju (za t > 0)

U(t,z) =

1 1 1

dok za pripadna vremena egzistencije vrijedi

kao $to je ilustrirano na sljede¢im slikama.
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ta
t1

Iz prethodnog primjera se vidi da ocjena tipa (E) nije optimalna.
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Dodatak

Opcéenite oznake

Varijable (vektore) u R? éemo oznacavati stupéano x = (zg, x1,...,24) . Zax € R%,
y € R", s (x,y)" € R x R™ oznacavamo stupac—vektor (1,2, ..., Td,y1,Y2,---,Yd) -

S Kx(a, 0) oznacavamo otvorenu kuglu u metrickom prostoru X oko tocke a, radijusa
0. Posebno, ako je X jednak R ili C pisemo samo K(a,d). Analogno s Kx[a,d] (odnosno
Kla, 0]) oznacavamo zatvorenu kuglu.

Za Q C R% s K(£2) oznacavamo skup svih kompaktnih podskupova iz R? koji su
sadrzani u Q. Za N,O C R? s N € O oznacavamo da je N kompaktno sadrzan u O,
odnosno da je CIN C IntO i N omeden.

Neka su V' i U dva lokalno konveksna topoloska vektorska prostora (nad poljem R ili
C). S L(V;U) oznacavamo prostor svih neprekinutih linearnih preslikavanja s V u U, a s
V' dual prostora V: sve neprekinute antilinearne funkcionale na V', te s y/( -, - )y pripadni
seskvilinearni dualni produkt.

Za S CV, sa SY oznacavamo anihilator skupa S:

SO = {T cV': (VU S V) V’<T7U>V = 0}.

Ako je V unitaran, s { - | - )y oznacavamo skalarni produkt, te s S+ ortogonalni komplement
skupa S C V.
Oznaku supp f koristimo za nosa¢ funkcije f : V — U:

supp f :=Cl{v e V : f(v) #0}.

Niz funkcija p, : R — C" nazivamo izgladujuéi niz, ukoliko je p,(x) = n%p(nx),
za neku funkciju p € C°(R% R) sa svojstvima:

p>0,  suppp CK[0,1], /pzl
Rd

_ 1
(Na primjer p(x) = Ce =7, gdje je C' konstanta odredena uvjetom [gap=1.)
Funkcijski prostori

LP(X; E) — Lebesgueov prostor: za prostor mjere (X, 9%, 1) i normiran prostor (E,| - |),
sastoji se od svih klasa ekvivalencije skoro svuda jednakih izmjerivih funkcija v : X — F

za koje je
1/p
fullr = ([ futa)P duo))
X
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za 1 < p < oo, odnosno
|u|lpe = inf{C € R : |u(z)| < C (ss)}

konacna.
Ukoliko je E unitaran, onda je to i L? uz skalarni produkt

(u]v)s = / (ulz) | v(z)) p dulz).

X

L' (Q; E) - prostor lokalno Lebesgueovih funkcija: za Q C R? i normirani prostor (£, |-),

sastoji se od svih klasa ekvivalencije skoro svuda jednakih izmjerivih funkcija u : Q@ — F

koje zadovoljavaju
(VK € K(Q)) f|K € LP(K;E).

C(; C") — prostor glatkih funkcija s kompaktnim nosacem (za Q C R? otvoren). Ima
strukturu LF-prostora, uz pripadnu topologiju strogog induktivnog limes [Bul, str. 7].
Cesto se koristi i oznaka D(Q2; C").

D'(Q; C") — prostor distribucija: dual prostora C2°(Q; C"), obi¢no promatran uz slabu x*
topologiju. Na prostoru distribucija se moze definirati (neprekinut) operator deriviranja
(po k—toj varijabli) 9y : D'(Q; C") — D'(Q; C"):

(VT e D'(QC)) (Ve € C2(%CT) p{ T ¢)p = —p{T,0p)p .

Induktivno se mogu definirati i derivacije viseg reda. Mnogi funkcijski prostori su neprek-
inuto ulozeni u distribucije, primjerice Lf oc(§;C"), pa i za funkcije iz takvih prostora ima
smisla pojam distribucijske derivacije.

WLP(Q; C") — Soboljevljev prostor (za Q € R? otvoren, p € [1, 00]): sastoji se od elemnata
iz ILP(Q; C"), cije su sve distribucijske derivacije prvog reda takoder iz LP(€2; C"). To je
Banachov prostor uz normu

d 1
[ lwee = (1718 + D106 fIE,) " p e [Li00),
k=1

I Flhwioo = max{ o, 11 f T, 102 s 10af s }

Ako je K € K(R%), onda prostor W'P(K; C"), definiramo kao skup svih u € LP(IK; C"),
za koje postoji otvoren skup U D K i funkcija f € WHP(U; C"), takvi da je u = f|K.

Wé’p(Q; C"): zatvara¢ prostora C°(£2; C™) u WIP(Q; C").
HY(Q; C") := W12(Q; C") je Hilbertov prostor uz skalarni produkt

d
(wlv)g = (u|v)z+ Y (Opu|0v)e.
k=1

H}(Q; CT) == Wé’p(Q; C"): zatvarac prostora C°(€2; C™) u HY(Q; C").
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LE. (Q) == {f € LP(Q; C?) : divf € LP(Q)} je normiran prostor uz normu

1
Il = (I gy + IV )
za Q C R otvoren i p € [1,00).

LP

iv,0(§): zatvarac prostora C2°(€; C4) u L, ().

LP

rot

(Q) := {f € LP(Q; C?) : rotf € LP(Q)} je normiran prostor uz normu

S

Iz, = (1917 0y + 70t 0y )
za  C R3 otvoren i p € [1, 00).

L. 0(8): zatvarac prostora CZ°(€; C3u Ll (Q).

WP(Q: C") — prostor lokalno Soboljevljevih funkcija (za € € R? otvoren i p € [1,0]):

loc
sastoji se od elemenata f iz LI (Q; C") sa sljedeéim svojstvom

loc

(VK €K(Q) [, € WP (K C").
Alternativna definicija je

Wil (@:C) = {f e LI (2 C7) : (Vo € () ¢f € WP (Q:C)).

loc

Zaa <b, s Wkﬁ ([a,b); C") oznacavamo sve restrikcije na [a,b) funkcija iz prosto-

ra WJ;(( 00,b); C"). Analogno, s Wllc;lg((a, b); C") oznacavamo sve restrikcije na (a, b

funkcija iz prostora V\/'10 "({a,); C").

cot (X,Y) — prostor svih Lipschitzovih funkcija s metrickog prostora X u metricki prostor
Y.

H%(aQ C") - Soboljevljev prostor, koji (za otvoren i omeden skup Q € R¢ s Lipschitzovim
rubom) definiramo kao prostor svih funkcija f = (f1, fo,..., f») iz L2(0£; C") za koje je

I, oy = 1000y + [ [P a3 a0

00 00

konacno za svaki ¢ € 1..k. Norma je dana s

1913 o) = (E:WEW% o)

o=

H*%(ﬁﬁ; C") — dual prostora H%(OQ; Cr).

Kreinovi prostori

Definicija. Neka je W wvektorski prostor nad poljem kompleksnih brojeva, te neka
preslikavanje [- | -] : W x W — C zadovoljava
VA, A2 € C)(Var, 22,y € W) [AMx1+ Xoxa | y] = M|z | y] + Xe[z2 | y],
(Vo,yeW) [ylz]=I[z]y].
Tada preslikavanje [- | -] nazivamo indefinitni skalarni produkt na W, a par (W,[- | -])
prostor indefinitnog skalarnog produkta. .
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Definicija. Za vektore z,y € W kazemo da su [- | - |-ortogonalni ukoliko je [z | y] =0, i
pisemo x| L]y. Za dva skupa K, L C W kazemo da su medusobno [- | - |-ortogonalni ukoliko
je

(Vze K)(Vyel) [z|y]=0,

i pisSemo K[L]L.
[ | - ]-ortogonalni komplement skupa L C W definiramo s

M ={yew:(VaelL) [z]y]=0}.

Lako se vidi da je LI potprostor prostora W, te da K C L povlaci L < K.

Definicija. Za vektor x € L < W kazemo da je izotropan u L ukoliko je z € LU, Skup
svih izotropnih vektora u L oznacavamo s

V=N,

Ukoliko je LY = {0} kazemo da je potprostor L nedegeneriran, a u suprotnom da je

degeneriran. .

Oznac¢imo kvocijentni prostor W= W/W?P, i njegove elemente s & := x + WY, Lako
se moze provjeriti [Al, str. 7-8] da je s

~

[Z19] = 1[=|y]
dobro definiran indefinitni skalarni produkt na W.

Definicija. Za vektor x € W kazemo da je pozitivan ukoliko je [z | #] > 0. Za podskup
L C W kazemo da je pozitivan ukoliko je svaki njegov element pozitivan.
Na isti na¢in se mogu definirati negativni (<), nenegativni (>), nepozitivni (<), te neut-

ralni (=) vektori i skupovi. .

Definicija. Za potprostor L prostora W kazemo da je maksimalan pozitivan, ukoliko je
pozitivan i ukoliko ne postoji pozitivan potprostor M, sa svojstvom L C M.

Analogno se definiraju maksimalni negativni, maksimalni nenegativni, maksimalni nepo-
zitivni, i maksimalni neutralni potprostori.

Za potprostor kazemo da je maksimalan definitan ukoliko je maksimalan pozitivan ili mak-
simalan negativan. Isto tako kazemo da je maksimalan semidefinitan ukoliko je maksimalan

nepozitivan ili maksimalan nenegativan. .

Lema 1. [- | -]-ortogonalni komplement maksimalnog nenegativnog (nepozitivnog) pot-

prostora je nepozitivan (nenegativan). .

Lema 2. [AI str. 7] Svaki maksimalan semidefinitan potprostor sadrzi sve izotropne vek-

tore u W. .

Direktnu sumu K+L dvaju potprostora K,L < W, koji su medusobno [- | -]-
ortogonalni oznac¢avamo s K|[+]L.

Definicija. Svaki par pozitivnog potprostora W i negativnog potprostora W, takvih
da je
W =WTHWw"

nazivamo kanonska dekompozicja prostora W .
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Ako je W direktna suma pozitivnog i negativnog prostora onda je nuzno i nedegener-
iran [Al str. 8].

Definicija. Prostor indefinitnog skalarnog produkta koji dopusta kanonsku dekompozi-
ciju oblika W = WT[+]W~, takvu da su prostori (W™, [-|-])i (W™, —[-|-]) Hilbertovi,

nazivamo Kreinov prostor. .

Neka je (W, (- | -)) Hilbertov prostor, i G € L(W, W) hermitski (G = G*) operator
na W. Tada je s
[z]yl:=(Gzly), zyeW,

definiran indefinitni skalarni produkt na W. G se naziva Grammov operator prostora
Wl 1D
Teorem 1. [Al, str. 40] Neka je G Grammov operator prostora W. Tada je prostor

W := W/Ker G Kreinov ako i samo ako je Im G zatvorena. .

Teorem 2. [Bo, str. 106] Ako je L nenegativan (nepozitivan) potprostor Kreinovog pros-
tora, takav da je L] nepozitivan (nenegativan), onda je Cl L maksimalan nenegativan

(nepozitivan). .

Teorem 3. [Bo, str. 105] Svaki maksimalan semidefinitan potprostor Kreinovog prostora

je zatvoren. .

Teorem 4. [Bo, str. 69, 101-102] Potprostor L Kreinovog prostor je zatvoren ako i samo
ako je L = LI,

Teorem 5. [Al str. 44] Za potprostor L < W vrijedi

cnit={0y = a@E+rth=w.
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Sazetak

U radu se bavimo razli¢itim pitanjima vezanim uz Friedrichsove sustave (prva dva
poglavlja) i polulinearne hiperbolicke sustave prvog reda (tre¢e poglavlje).

U prvom poglavlju su dana osnovna svojstva prostora grafa linearnih diferencijalnih
operatora prvog reda, te je posebna paznja posveéena definiciji i svojstvima operatora
traga, koji ima veliku vaznost u zadavanju rubnih uvjeta. U ovome dijelu slijedimo [J], s
tim da su mnogi dokazi pojednostavljeni i skraceni.

U drugome poglavlju proucavamo Friedrichsove sustave, klasu rubnih zadac¢a koja
omogucava prucavanje velikog broja diferencijalnih jednadzbi na jedinstven nac¢in. Uveo
ih je K. O. Friedrichs 1958. godine, s namjerom proucavanja jednadzbi mjeSovitog tipa
(poput Tricomijeve jednadzbe). U radu [EGC] je dan nesto drugaciji pogled na teoriju
Friedrichsovih sustava. Osim sto je iskazana u apstraktnim terminima Hilbertovih prostora
i operatora na njima, takoder je predstavljen drugaciji nacin postavljanja rubnog uvjeta.
Dopustivi rubni uvjeti se zadaju pomocu dva jednostavna geometrijska uvjeta, te se time
izbjegavaju pitanja vezana uz tragove funkcija iz prostora grafa. Autori pokazuju da ti
uvjeti povlace maksimalnost rubnog uvjeta, a istrazuju i zadavanje rubnog uvjeta pomocu
rubnog operatora, pokazujuéi da je taj zapis ekvivalentan geometrijskim uvjetima ukoliko
postoje dva specificna operatora P i ().

Uocili smo da se ti geometrijski uvjeti mogu prirodno zapisati u terminima indefini-
tnog skalarnog produkta na prostoru grafa, te upotrebom klasicnih rezultata za Kreinove
prostore konstruirali kontraprimjer kojim je pokazano da gore spomenuti operatori P i
(? ne moraju uvijek postojati. Takoder su diskutirani slucajevi kada operatori P i ()
postoje — slucaj jedne prostorne dimenzije. Upotrebom Kreinovih prostora je pokazano da
maksimalnost rubnog uvjeta povlaci geometrijske uvjete, te je dokaz obrnute tvrdnje bitno
pojednostavljen.

Takoder je razmatrana veza klasiéne reprezentacije dopustivih rubnih uvjeta (zadanih
pomoc¢u matri¢nog polja na rubu), te one preko rubnog operatora: dani su nuzni uvjeti na
matricno polje koji omogucuju definiciju rubnog operatora s zadovoljavaju¢im svojstvima,
te su testirani na primjerima.

U tre¢em poglavlju se bavimo polulinearnim nesparenim hiperbolickim sustavima pr-
vog reda. Rezultat lokalne egzistencije i jedinstvenosti dan je u [Tal], zajedno s specificnim
ocjenama na rjesenje. Ovdje je taj rezultat dokazan uz nesto izmjenjene pretpostavke, koje
ne mijenjaju bitno dokaz, ali omogucuju nesto bolje ocjene na rjesenje. Ocjene na rjesenje
i njegovo vrijeme egzistencije su glavno razmatrano pitanje ovog poglavlja. Pokazano je
kako posti¢i najbolju ocjenu na rjeSenje i vrijeme egzistencije rjesenja (najbolju izmedu
svih moguéih ocjena odredenog tipa — onog danog teoremom egzistencije i jedinstvenosti).
Kratko je diskutirana i LP verzija (za p € (1, 00)) teorema egzistencije i jedinstvenosti.
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Summary

We study various topics concerning Friedrichs systems (first two chapters) and first-
order semilinear hyperbolic systems (third chapter).

In the first part the basic properties of graph spaces of first-order differential operators
are given, with special emphasis on investigation of properties of the trace operator, which
plays major role when imposing boundary conditions. Here we follow [J], with proves being
simplified and shortened.

In the second part we study the Friedrichs systems, a class of boundary value problems
that admit the study of a wide range of differential equations in an unified framework.
They were introduced by K. O. Friedrichs in 1958. as an attempt to treat equations of
mixed type (such as Tricomi equation). In paper [EGC] a new view on the theory of
Friedrichs systems has been given, as the theory is written in terms of Hilbert spaces, and
a new way of representation of boundary conditions was introduced. Here, the admissible
boundary conditions are characterize by two intrinsic geometric conditions in graph space,
which avoids invoking traces at the boundary. Authors show that these conditions imply
maximality of boundary conditions. They also introduce another representation of boun-
dary conditions via boundary operator, and show that this representation is equivalent
with intrinsic one (those enforced by two geometric conditions) if two specific operators P
and @ exist. We have noted that these two geometric conditions can be naturally written
in terminology of indefinite inner product on graph space, and use of classical results in
Krein spaces allowed us to construct the counter—example, which shows that operators P
and () do not always exist. We also investigate situations when existence of P and @
is guarantied — the case of one space dimension. By use of Kreine space we show that
maximality of boundary condition implies intrinsic (geometric) conditions, and give more
elegant proof for the converse statement.

The relation between classical representation of admissible boundary conditions (via
matrix fields on boundary), and those given by boundary operator is addressed as well:
necessary conditions on boundary matrix in order to define boundary operator with satis-
factory properties are given, followed with some examples.

The third part is concerned with first-order decoupled semilinear hyperbolic systems.
The local existence and uniqueness result can be found in [Tal], and it is paired with
an estimate on the solution of a certain type. We prove it under slightly generalized
assumptions that do not change the proof, but allow a more precise estimate on the solution.
The estimates on the solution and the time of its existence is the main topic of this chapter.
It is shown how to achieve the best possible estimate on the solution and its time of existence
(the best among all estimates of a certain type—the type provided by the existence and
uniqueness theorem). Also the L? version (for p € (1,00)) of the existence and uniqueness
theorem is briefly discussed.
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