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1ii

1 Uvod

Sustave gradene od velikog broja Cestica komplicirano je promatrati sa gledista klasi¢ne
mehanike jer je za tako veliki broj ¢estica gotovo nemoguée naéi jednadzbu gibanja svake
pojedine cestice. Zato se takve sustave promatra statisticki, odnosno, procese u kojima oni
sudjeluju smatramo nizom slucajnih pokusa. Takve procese nazivamo stohastickim proce-
sima jer njihov ishod ovisi o sluc¢aju. Tema ovoga rada upravo je jedan od najjednostavnjijig
stohastickih procesa: nasumic¢an hod u jednoj dimenziji.

Jednostavna interpretacija problema nasumi¢nog hoda u jednoj dimenziji je ova: Cestica se
giba u jednoj dimenziji tako da izvodi pomake u desnu stranu s vjerojatnosti p i u lijevu
stranu s vjeroatnosti ¢ =1 — p.

Zelimo odrediti pomak Cestice od njezina pocetnog polozaja, vjerojatnost da se Cestica nakon
odredenog broja koraka nade u nekom polozaju i sli¢no.

U prvom poglavlju rada govori se o problemu nasumi¢nog hoda u jednoj dimenziji. Tu ¢e se
racunati sljedec¢e: pomak cestice od ishodista, srednji broj koraka cestice u lijevu i u desnu
stranu te vjerojatnost pomaka, odnosno, broja koraka cestice.

U drugom poglavlju problem nasumic¢nog hoda poopcuje se na vise dimenzija te za taj pro-
blem odreduje vjerojatnost da se ¢estica nakon odredenog broja koraka nade u odredenom

polozaju.



2 NASUMICNI HOD I BINOMNA RASPODJELA

2.1 Osnovni statisticki pojmovi i primjeri

Nasumican hod je najjednostavniji primjer stohastickog procesa. Stohastickim procesom
nazivamo niz pokusa gdje ishod svakog pojedinog pokusa ovisi o slu¢aju. Dakle, to je niz
pokusa koji se odvijaju kontinuirano s vremenom, a rezultat svakog pokusa je sluc¢ajan.

Takvi su procesi npr. difuzija tekuéina ili plinova, Brownovo gibanje, radioaktivni raspad i
sl. Uzmimo za primjer difuziju dvije tekuéine. Tekuéine se sastoje od velikog broja molekula,
mijeSanjem tekucina dolazi do sudara molekula; dakle, molekule se sudaraju i time mijenjaju
svoju brzinu i smjer. Odnosno, moZzemo reci da je njihovo trenutno stanje rezultat slu¢ajnog

pokusa. Zelimo, na primjer, odrediti vrijeme potrebno da se takav sustav uravnotezi.

Slika 1: Nasumi¢ni hod u dvije dimenzije - slika prikazuje difuziju pet ¢estica u ravnini koje
kreéu od istog ishodista

Na ovakva i slicna pitanja, odgovor nam daje podrucje fizike koje zovemo statisticka
fizika. Ako bismo rjeSenje problema pokuSali na¢i pomoc¢u klasicne mehanike, bilo bi to
neizvedivo upravo zato jer se promatrani sustav sastoji od velikog broja ¢estica (molekula)
te je stoga nemogudce naci jednadzbu gibanja svake pojedine ¢estice. Niti kvantnomehanicki
pristup ne bi dao zadovoljavajuée rjesenje problema. Dakle, najjednostavnije ¢emo naci
rjeSenje tako da dani problem promatramo kao sustav sastavljen od velikog broja cestica
i njegovo rjeSenje trazimo pomocu statisticke fizike. Odnosno, trazimo vjerojatnost nekog
stanja sustava (u prethodnom primjeru to je vjerojatnost da se ravnoteza sustava uspostavi

nakon nekog vremena t).



Dakle, definirajmo sada problem nasumi¢nog hoda. Nasumican se hod pojavljuje u raz-
licitim podrucjima ljudske djelatnosti, ¢esto ga zovemo i pijancev hod. Pojednostavljeno,
problem nasumic¢nog hoda mozemo opisati na sljede¢i nacin: promatramo pijanog covjeka
koji zapocCinje svoje gibanje od stupa koji se nalazi na ulici. Svaki ¢ovjekov korak jednake
je duljine, [. S obzirom da je covjek pijan, svaki njegov korak neovisan je o prethodnom
koraku. Neka je vjerojatnost da covjek napravi korak u desno p, a vjerojatnost da napravi
korak u lijevo ¢ = 1 — p. Opcenito,

P#q.

Neka ulica lezi na z-osi i to tako je stup od kojeg covjek zapocinje gibanje smjesten u isho-
distu x = 0. Polozaj ¢ovjeka nakon N koraka jednak je x = ml, gdje je m cijeli broj.
Pitamo se, kolika je vjerojatnost da se ¢ovjek nakon N koraka nalazi u polozaju x = ml?
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Slika 2: Nasumic¢ni hod u dvije dimenzije - na slici je prikazano gibanje vise pijanih ljudi

Ovaj je primjer jednostavna ilustracija nasumi¢nog hoda u jednoj dimenziji, ali se vrlo
lako moze primijeniti i u fizici: dodajemo N vektora jednake duljine, ali razli¢itih smjerova
(ili smjerova odredenih nekom raspodjelom vjerojatnosti), te trazimo vjerojatnost da rezul-
tanta ovih vektora ima odredeni iznos i smjer.

Nasumican hod u jednoj dimenziji, kojim ¢emo se ovdje najvise baviti, ili njegova poopcenja
na vise dimenzija mogu se primijeniti u razli¢itim podru¢jima fizike. Na primjer

- pri difuziji molekula u plinu ili tekucini: Sto smo veé¢ ranije spomenuli, molekule se pri
difuziji sudaraju pa mozemo traziti udaljenost molekule nakon N sudara ili nesto sli¢no.

- u teoriji magnetizma: atom ima spin % 1 magnetski moment p. Njegov spin, s obzirom

na smjer, moze biti prema gore ili prema dolje. Ako pretpostavimo da su obje mogucénosti



jednako vjerojatne, pitamo se, koliki je ukupni magnetski moment N atoma.
- pri racunanju intenziteta svjetlosti N nekoherentnih izvora: amplituda svakog izvora dana
je dvodimenzionalnim vektorom ¢iji smjer odreduju faze pomaka koje su nasumic¢ne. Tada

je ukupan intenzitet svih izvora svjetlosti odreden statistickom sredinom.

Slika 3: Nasumi¢ni hod u jednoj dimenziji za osam razlic¢itih Setac¢ koji krec¢u iz istog ishodista
nula. Slika prikazuje ovisnost trenutnog polozaja Seta¢ o vremenu.

2.2 Problem nasumic¢nog hoda u jednoj dimenziji

Pojednostavljen problem nasumi¢nog hoda u jednoj dimenziji moze se definirati na sljedeci
nac¢in: Cestica se giba u jednoj dimenziji (npr. po z-osi), tako da izvodi pomake jednake
duljine [ u lijevu i desnu stranu, vjerojatnost pomaka u desno jednaka je p, dok je vjerojatnost
da je korak u lijevu stranu jednaka ¢ = 1 — p. Potrebno je odrediti pomak ¢estice ili njezin
polozaj nakon N koraka ili nesto sli¢no.

Kako ¢estica u svom gibanju napravi ukupno /N koraka, njezin je pomak cijeli broj iz intervala

—-N<m<N
Cestica ¢e se nakon N koraka nadi u polozaju
x=ml

Treba naci vjerojatnost Py (m) da je pomak ¢estice nakon N koraka jednak m.
Neka je np broj koraka u desno, a ny, broj koraka koje ¢estica napravi u lijevo. Ukupan broj
koraka NV ocito je tada

N =np+ny (2.2.1)



Pomak je

Odnosno

Slika 4: Nasumi¢ni hod u jednoj dimenziji. Slika prikazuje raspodjelu vjerojatnosti W(np)
da je np koraka u desno za ¢esticu koja u¢ini N = 200 koraka, pri ¢emu su vjerojatnosti
koraka u desno redom p =0.1, p=0.51p=10.9
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Slika 5: Nasumic¢ni hod u jednoj dimenziji kada je pomak ¢estice diskretna varijabla

Dakle, pomak ¢estice od ishodista odreden je upravo brojem koraka koje ¢estica napravi
u desno, np. S obzirom da se Cestica giba nasumic¢no, svaki sljede¢i korak neovisan je o
prethodnom. Odnosno, kazemo da su koraci statisticki neovisni. To znaci da, neovisno o

prethodnim koracima, vjerojatnost svakog koraka moze biti

p = wjerojatnost da je korak wu desno

= wjerojatnost da je korak u lijevo



Tada je vjerojatnost da od ukupno N koraka koje Cestica napravi np bude u desno, a ny, u

lijevo dana izrazom

?.p.p....]Z.q.q.q....g:anan (224)
np nr

Dakle, np je broj koraka udesno, a p vjerojatnost svakog tog pojedinog koraka, stoga
¢emo p pomnoziti upravo np puta. Isto tako, vjerojatnost ¢ da je korak u lijevo, mnozimo
nr, puta, odnosno toliko puta koliko je lijevih koraka.

Zanima nas koja je vjerojatnost da od ukupno N koraka koje ¢estica napravi np koraka bude
u desno. Zato prvo treba odrediti broj nacina na koje ¢estica moze napraviti N koraka tako
da njih np bude u desno, a ny, u lijevo. Ili, matematicki re¢eno: problem je kako N objekata
od kojih je np jedne vrste, a ny druge vrste smjestiti na N mogué¢ih mjesta.

Razmisljamo na sljede¢i nac¢in, od N objekata koje imamo prvo mjesto moze zauzeti bilo
koji od njih, kada za prvo mjesto odaberemo jedan objekt, znaci da se na drugom mjestu
moze naci bilo koji od N — 1 preostalih objekata. Prema tome, prva dva mjesta mogu biti
zauzeta na N - (N — 1) na¢in. Sada nam je preostalo N — 2 objekta koja moZzemo smjestiti
na trec¢e mjesto, dakle, prva tri mjesta mogu biti zauzeta na N - (N — 1) - (N — 2) moguca
nacina. Analogno, posljednje mjesto moze biti zauzeto na samo jedan nacin. Prema tome N

mjesta moze biti zauzeto na
N-(N=-1)-(N—=2)----- 1= N!

mogucih nacina. Dakle,broj moguc¢ih nac¢ina na koji N objekata mozemo posloziti na N
mogucih mjesta zapravo je permutacija skupa od N elemenata.

Kako u naSem sluc¢aju imamo N objekata od kojih su svi objekti np jednaki te svi objekti
ny, jednaki, to znaci da ¢e sve permutacije istog objekta (bilo np ili nz) biti jednake. Stoga
je broj permutacija skupa od N elemenata od kojih su np jedne vrste, a n; druge vrste

umjesto N! jednak

NI

TLD! . TLL!

Upravo je to broj nac¢ina na koji ¢estica moze napraviti NV koraka, tako da je np koraka u
desno a nj, koraka u lijevo.

Dakle, vjerojatnost W(np) da je od ukupno N koraka np koraka u desno dana je umno-
skom vjerojatnosti odredenog niza koraka i brojem nacina na koji taj niz mozemo napraviti.

Odnosno,
N!

W(nD> - nD! . TLL!

p"P "t (2.2.5)
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Slika 6: Binomna raspodjela vjerojatnosti za razli¢ite vrijednosti ukupnog broja koraka N i
vjerojatnosti koraka u desno p

Primjer:
Neka je ukupan broj koraka N = 3. Treba odrediti vjerojatnost W(np) kada je np = 3,
odnosno kada su sva tri koraka koje Cestica napravi u desnu stranu.
Ako je np = 3, onda je, oc¢igledno, ny, = 0, dakle, broj koraka u lijevo je nula.

Prvo odredimo broj nacina na koji sva tri koraka mogu biti udesno; to izracunamo iz izraza

N! 3!

Dakle, postoji samo jedan nacin na koji sva tri koraka mogu biti u desno.
Do istog rezultat mozemo do¢i ako razmisljamo ovako: trazimo broj nac¢ina na koji tri objekta
(koraka) mozemo rasporediti na tri razli¢ita mjesta. Opet, prvo mjesto moze zauzeti bilo

koji od tri objekta itd. Odnosno, ukupan broj nacina je
3-2-1=31=6

S obzirom da su sva tri koraka udesno, np = 3, to znaci da broj nacina vise nece biti 6 jer su
ishodi koji se razlikuju samo po permutaciji istih objekata (koraka u desno) jednaki. Stoga
je ukupan broj nac¢ina na koji sva tri koraka mogu biti udesno jednak

3!

|

3!
Nadalje, kako su sva tri koraka udesno, ukupnu vjerojatnost takvog niza koraka dobit ¢emo
upravo mnozenjem vjerojatnosti svakog pojedinog koraka. Odnosno

pp-p=p



Dakle, vjerojatnost W (3), da su od ukupno N koraka, tri koraka u desno, jednaka je

w(3) =p*

W(np) je, kao §to smo veé rekli, vjerojatnost da je od ukupnog broja koraka, np koraka
u desno. Pomak ¢estice od ishodista ovisi o broju koraka koje ta ¢estica napravi na desnu
stranu i jednak je

sznD—N

Prema tome, mozemo zakljuciti kako je vjerojatnost Py(m) da se Cestica nade u polozaju
m jednaka vjerojatnosti W(np). Dakle,

Broj koraka u desno np , kao i broj koraka u lijevo n;, mozemo izraziti preko pomaka cestice,
tada je

np = %(N +m) np= %(N —m) (2.2.7)

Uvrstimo li to u izraz (2.2.6)), slijedi

N!

Pxtm) = iy - [ —

Dobili smo vjerojatnost Py(m) da je pomak Cestice koja se nasumi¢no giba u jednoj
dimenizji jednak m. Ta je vjerojatnost dana binomnom raspodjelom jer relacija
predstavlja karakteristican izraz koji pronalazimo u razvoju (p + ¢)"V prema binomnom te-
oremu. U posebnom slucaju, kada su vjerojatnosti pravljenja koraka u desno i u lijevo

jednake, dakle, p = ¢ = % vjerojatnost Py(m) jednaka je

N! INN
P = = (2) (229

Primjer:
Neka je ponovno broj koraka koje Cestica napravi N = 3, ali neka su sada zadane i vjerojat-
nosti p i q. Stoviée, vrijedi da je p = q¢ = %, odnosno, vjerojatnosti koraka u lijevu i desnu
stranu su jednake.

Treba odrediti vjerojatnost W(np), da je np koraka u desno, odnosno Py(m), vjerojatnost



da je pomak cestice od ishodista jednak m.
Pomalk, kao §to znamo, ovisi o ukupnom broju koraka /N i o broju koraka koje ¢estica napravi
na desnu stranu, np. Od ukupno N = 3 koraka, ¢estica u desnu stranu moze napraviti niti

jedan korak, zatim jedan, dva ili tri koraka. Odnosno
np=20,1, 2, 3
Ovisno o tome koliko koraka je napravljeno u desno, pomak cestice moze biti
m=-3, —1, 1, 3

Vjerojatnost W(np), odnosno Py(m), ratunamo iz izraza jer je to specijalan slucaj
izraza za vjerojatnost Py(m), kada su vjerojatnosti p i ¢ jednake. Prema tome slijedi:
Vjerojatnost da od ukupnog broja koraka niti jedan korak nije udesno jednaka je vjerojat-
nosti da su sva tri napravljena koraka u desno, tj. W(0) = W(3) = 3.
Isto tako, vjerojatnost da cestica napravi jedan korak u desno jednaka je vjerojatnosti prav-

ljenja dva koraka, odnosno W (1) = W(2) = 3.
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Slika 7: Binomna raspodjela vjerojatnosti kada je p = ¢ = % i N = 20. Graf pokazuje
vjerojatnost W (np) da je np koraka u desno, odnosno da je Py(m) da je m pomak od
ishodista



2.3 Opcéenito o srednjim vrijednostima

Neka je u diskretna slucajna varijabla koja poprima bilo koju od M diskretnih vrijednosti
Uy, Uy - .. , Upg
Te neka su definirane pripadne vjerojatnosti
P(uy), P(uz), ..., Pluy)

Zelimo odrediti karakteristike raspodjele varijable u, $to je moguce ako znamo raspodjelu
vjerojatnosti P(u). Ipak, tu je raspodjelu vrlo ¢esto tesko ili gotovo nemoguée izrac¢unati.
Zato ¢emo umjesto ra¢unanja vjerojatnosti P(u) ra¢unati momente varijable u jer nam poz-
navanje n-tog momenta varijable omogucuje potpuno poznavanje karakteristika raspodjele
varijable. Ovdje ¢emo definirati neke od tih momenata.
Dakle, promatramo diskretnu varijablu u, P(u;) je vjerojatnost da varijabla u poprima vri-
jednost u;. Prema tome, vjerojatnost da u moze poprimiti bilo koju vrijednost od u;, kada
je i € [1, M] jednaka je

M

P(uy) + P(ug) + -+ -+ Pluy) = Z P(u;)

i=1

Da bismo P(u;) mogli definirati kao vjerojatnost dane varijable, ona mora ispunjavati uvjet

normiranja, odnosno mora vrijediti

M

D Pu) =1 (2.3.1)

i=1
Taj uvjet mora ispunjavati svaka funkcija vjerojatnosti; odnosno, mora vrijediti da je zbroj
vjerojatnosti sigurnog dogadaja jednak je jedan.
Definirajmo sada srednju vrijednost, tj. prvi moment raspodjele varijable w.
Pojednostavljeno, srednju vrijednost varijable mozemo objasniti kao npr. srednju ocjenu
ucenika na nekom ispitu. Ako sa w ozna¢imo ocjenu, a sa P(u) broj ucenika koji su tu
ocjenu dobili, tada srednju ocjenu na ispitu dobijemo tako da svaku ocjenu pommnozimo
brojem ucenika koji imaju tu ocjenu, zatim sve zbrojimo i na kraju podijelimo brojem svih
ucenika. Dakako, to je samo primjer kojim opisujemo pojam srednje vrijednosti.
U teoriji vjerojatnosti taj se pojam definira pomoc¢u raspodjele vjerojatnosti P(u) dane
varijable, i to kao umnozak varijable i raspodjele te varijable. Dakle, srednja vrijednost u

varijable u jednaka je

T = P(uy)uy + Plug) ug + -+ Plups) upr = Z P(us) u; (2.3.2)
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Raspodjela vjerojatnosti P(u;) opisuje kako su rasporedene vrijednosti varijable u, kojih
vrijednosti ima, kojih nema, kojih ima vise itd.
Na slican na¢in mozemo definirati i srednju vrijednost bilo koje funkcije diskretne varijable.

Neka je f funkcija diskretne varijable u. Tada je srednja vrijednost funkcije f(u)

flu)

ZP(ui) F(u;) (2.3.3)

Srednja vrijednost ima sljedeca svojstva:

(i) neka je ¢ bilo koja konstanta i f(u) funkcija diskretne varijable u, tada vrijedi

c- fu) =c- f(u) (2.3.4)

(ii) neka su f(u) i g(u) bilo koje dvije funkcije od u, tada za srednju vrijednost njihovog
zbroja vrijedi

)+ 9000 = 3 () ) )] = 3 Pla) Flu) 3 Pla) o) = T (0]
- - - (2.3.5)

Dakle, uw je srednja vrijednost dane varijable, sve ostale vrijednosti varijable odstupaju

od w. To odstupanje oznac¢avamo sa Au i piSemo
Au=u—T1u (2.3.6)

Srednje odstupanje varijable u od njezine srednje vrijednosti u, iS¢ezava

M M M
Au=u—u=>» (u—1) Plu)=>» Plu)u;+u » Plu)=u—u=0
=1 =1 =1

Zbog toga se u i zove srednja vrijednost, jer predstavlja sredinu skupa {u} oko koje su
rasporedene sve ostale vrijednosti od .
Zanima nas kako su te vrijednosti rasporedene oko srednje vrijednosti. Dakle, zelimo odrediti
neko odstupanje pojedine varijable od njezine srednje vrijednosti.
Kako je iznad pokazano, srednje odstupanje Au jednako je nuli, dakle to nam ne pomaze
kada Zelimo odrediti odstupanje varijable u od 7. Ono $to nam hoée koristiti, dobijemo ako
kvadriramo Aw , te trazimo srednju vrijednost te veli¢ine. Dakle,

(Au)? = (u — )
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Odnosno, srednja vrijednost tog izraza jednaka je

(Au)? = (u —u)? = u? — 2uu + u?

Sto primjenom izraza 1} za srednju vrijednost zbroja, odnosno, razlike, postaje

(Au)? = w2 — 20 + 7 = 2 — 0 (2.3.7)

Prema definiciji za srednju vrijednost, gornji izraz jednak je

M

(Au)? = (u—1)>=> (u; — 1) P(u;) (2.3.8)

=1

Veli¢ina (Au)? naziva se srednje kvadratno odstupanje varijable u. Zovemo ju jo§ disper-
zija ili varijanca. Varijanca je drugi moment od u oko njegove srednje vrijednosti i mjera
je rasprsenosti varijable oko srednje vrijednosti w, odnosno pokazuje kolika je srednja vri-
jednost razlike svake pojedine varijable od njezine srednje vrijednosti. Varijanca je uvijek

nenegativan broj

(Au)? >0

Drugi korijen iz varijance zovemo standardna devijacija i oznacavamo o. Standardna devi-
jacija jednaka je
1 1

o= [(AU)Q} . [uz . aQ] ’ (2.3.9)
1 ona je linearna mjera Sirine raspona dane varijable.
Cesto se kaze kako vrijednosti dane varijable fluktuiraju oko njezine srednje vrijednosti, a
standardna je devijacija upravo mjera tih fluktuacija.
Mogli bismo sada dalje definirati i treéi, ¢etvrti i ostale momente dane varijable. Da bi mogli
potpuno odrediti obiljezja raspodjele varijable u, trebali bismo poznavati n-ti moment od
u. Ali ti se momenti rjede koriste, a i za problem nasumi¢nog hoda dovoljno je poznavanje

prvog i drugog momenta raspodjele.

2.4 Racunanje srednjih vrijednosti za problem nasumic¢nog hoda

U prethodnom poglavlju dali smo opéenitu definiciju srednje vrijednosti i disperzije dane
varijable, odnosno funkcije. Ovdje ¢emo te izraze primijeniti na problem nasumi¢nog hoda.
Tako ¢emo definirati srednji broj koraka koje Cestica napravi, zatim srednji pomak cestice
od ishodista i druge velicine.

Promatramo primjer nasumic¢nog hoda cestice koja uc¢ini ukupno N koraka, od kojih je np
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koraka u desno, a nj, koraka u lijevo. Vjerojatnost W (np) da je np koraka u desno, definirana
je u poglavlju (2.2)) kao

N
PP g T (2.4.1)

Wno) = N )]

Kako bi W (np) uopce bila vjerojatnosti varijable np, ona mora zadovoljavati uvjet normi-

ranja. Dakle, mora vrijediti

i W(np) =1 (2.4.2)

np=0

Uvrstimo u uvjet normiranja izraz (2.4.1)) te slijedi

N N NI
W — ° np N—np
ZO (np) Zonp!(N—nD)!p q
np= np=

Gornja je suma prema binomnom teoremu jednaka

(p+aq)V

S obzirom da su p i g vjerojatnosti, njihov je zbroj jednak 1. Dakle, ispunjen je uvjet
normiranja, odnosno W(np) je raspodjela vjerojatnosti varijable np.

Promatramo ¢esticu koja u svom nasumic¢nom gibanju u¢ini np koraka na desnu stranu, te
nas zanima kolika je srednja vrijednost od np.

Prema definiciji srednja je vrijednost broja koraka mp jednaka sumi umnoska varijable np i

njezine funkcije raspodjele W(np), ili simbolima
N
ﬁBEZ j{:‘@%np)np
np=0

Sto uvrStavanjem izraza za W (np) postaje

N
np = Z ok p"? ¢V np (2.4.3)
OHD!UV—-HDN
np=

Kada ne bi bilo dodatnog ¢lana np, rjesenje sume bilo bi trivijalno; prema binomnom teoremu
suma bi bila jednaka jedan. Dakle, problem je kako rijesiti taj dodatni ¢lan a da suma bude

Sto jednostavnija. To ¢emo uciniti uvodenjem sljedeé¢e zamjene
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koja mora vrijediti za bilo koje vrijednosti p i q.
Uvrstimo tu zamjenu u izraz (2.4.3)), pa slijedi

N
. N! O | Nenp

Zamjenom redoslijeda zbrajanja i deriviranja gornji izraz postaje

0 | & N!
— np ., N—np
iy |

Iz ¢ega parcijalnim deriviranjem po p dobivamo izraz za srednji broj koraka u desno np

o =pN(p+q"

Kako taj izraz vrijedi za bilo koje vrijednosti p i ¢, vrijedi dakle i kada je p to¢no odredena
konstanta, a ¢ = 1 — p.

Prema tome, uvrstimo li sada u prethodni izraz da je p + ¢ = 1, dobit ¢emo kona¢no da je

srednji broj koraka u desno nasumi¢nog hoda cestice
np = Np (2.4.4)

Dakle, srednji broj koraka u desno ovisi samo o ukupnom broju koraka koji ¢estica u svom
gibanju napravi i vjerojatnosti p da je korak ¢estice na desnu stranu.
Analogno, mozemo zakljuciti da je srednji broj koraka u lijevo 77 odreden ukupnim brojem

koraka i vjerojatnosti g da je korak cestice u lijevo. Odnosno,
nr = Nq (2.4.5)

Ocigledno, zbroj srednjih koraka u lijevo i u desno jednak je ukupnom broju koraka koje

Cestica napravi
N=mnp+ng

Sada kada smo odredili srednju vrijednost broja koraka u desno zelimo naéi disperziju koraka,
odnosno rasprSenost vrijednosti oko srednje vrijednosti np.

Disperzija broja koraka u desno jednaka je

(Anp)? =np?—np* (2.4.6)

Kako smo srednju vrijednost broja koraka np upravo odredili, sada je joS potrebno naci
koliko je np 2.



14

Prema definiciji srednje vrijednosti, srednja vrijednost kvadrata broja koraka np 2 jednaka

je
N
’I’LD2 = Z W(’N,D) np
np=0
Sto uvritavanjem izraza (2.4.1) postaje
N
— NI
np?= p"P g N0 2 2.4.7
b n%::(] nD!(N—nD)! b ( )

Ponovno, imamo sli¢nu situaciju kao i kod racunanja srednje vrijednosti np, smeta nam ¢lan

np ?; jer da toga ¢lana nema rjeSenje sume bilo bi trivijalno. Zato ponovno uvodimo zamjenu

2
p"Pnp?= p2 (p™®)
dp

koja vrijedi za sve vrijednosti p i q.
Uvrstavanjem u (2.4.7)), slijedi

N

- NI 0\?
2 _ i np , N—np
=D TN ) (pap) b

np! :
np=0 D

A to je, nakon zamjene redoslijeda zbrajanja i deriviranja, jednako

0\? & NI oy N
‘(pa_p) nZ N —np? 1

np. .
p=0 b

Kako je dana suma prema binomnom teoremu jednaka (p + ¢)V , gornji izraz postaje

—(»2) (p+a)"
=\D ap pTq
Sto parcijalno deriviramo po p te dobijemo

= (pa%) PN+ | =p[Np+" ' +pN(N=1)(p+q) 7]

Kada uvrstimo da je p + ¢ = 1, dobit éemo da je srednja vrijednost kvadrata broja koraka

u desno jednaka
np2=p/[N+pN(N—-1)]=pN[1+pN —p]
D p p p p p
Sto ¢e uvrStavanjem za ¢ = 1 — p te jednostavnim matematickim manipulacijama postati

np?= (Np)’>+ Npq
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Dakle, disperzija broja koraka u desno jednaka je
Anp? = (Np)*+ Npq — (Np)*> = Npq (2.4.8)

Prema tome, rasprsenost broja koraka oko njihove srednje vrijednosti np ovisit ¢e samo o
ukupnom broju koraka koje Cestica u svome gibanju ucini i o vjerojatnostima p i q.
Standardna devijacija o broja koraka u desno jednaka je drugom korijenu disperzije te iznosi

o=+/Npq

Ona opisuje 8irinu raspona u kojemu su vrijednosti varijable rasprSsene oko njezine srednje
vrijednosti.

Ovdje nas nece toliko zanimati rasprsenost varijable oko srednje vrijednosti ve¢ relativna
Sirina raspodjele te varijable.

Relativna Sirina raspodjele zapravo je relativna veli¢ina rasipanja (tj. standardne devijacije)
u odnosu na srednju vrijednost varijable. Prema tome, relativna Sirina raspodjele srednjeg

broja koraka u desno jednaka je omjeru standardne devijacije i srednjeg broja koraka u desno

o Npg [q 1

o Npo \pVN
Ako je vjerojatnost da je korak koji Cestica napravi u desnu stranu jednaka vjerojatnosti
da je korak u lijevu stranu, odnosno ako je p = q¢ = % , tada je relativna Sirina raspodjele

jednaka

nD—\/N

Dakle, relativna Sirina raspodjele ovisi samo o ukupnom broju koraka N; kada N raste rela-

o 1

. . .. 1
tivna 8irina o /mp se smanjuje kao N~ z.

Srednja vrijednost i disperzija mogu se odrediti i za pomak Cestice od ishodista, m.
Pomak cestice od ishodista, ako ga mjerimo u desno, dan je izrazom m = np—ny. A srednja

je vrijednost tog pomaka jednaka

m=n D — Ny = % — m
Uvrstimo li sada ranije dobivene izraze za srednji broj koraka u desno np, odnosno u lijevo
nr, srednji je pomak m jednak

m=Np—Ng=N (p—q) (2.4.9)

1
2
je pomak jednak nuli. Sto je zapravo i ocekivano jer tada postoji simetrija izmedu lijevog i

Kada je vjerojatnost koraka u desnu i u lijevu stranu jednaka, odnosno p = q = 3, srednji
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desnog smjera, odnosno oba su smjera jednako vjerojatna.
Pomak se moze izraziti i samo u ovisnosti o broju koraka u desno, tada je prema ([2.2.3)

m=2np — N (2.4.10)

Odstupanje od srednje vrijednosti pomaka dano je razlikom neke vrijednosti pomaka i njegove

srednje vrijednosti, tj.

Am=m—m (2.4.11)
Odnosno,
Am = (2np — N) — (2np — N) = 2(np — ip) = 2Anp (2.4.12)

Dakle, odstupanje od srednje vrijednosti pomaka ovisi o odstupanju od srednje vrijednosti
koraka u desno. Kvadriranjem te uzimanjem srednje vrijednosti gornjeg izraza dobivamo

disperziju pomaka od ishodista, odnosno

(Am)? = 4(Anp)? (2.4.13)

Kada u gornju relaciju uvrstimo disperziju broja koraka u desno (Anp) ? danu izrazom 1)

za disperziju pomaka dobivamo

(Am)?2 = 4Npq (2.4.14)

Standardna devijacija o za pomak cestice od ishodista jednaka je drugom korijenu iz varijance
(disperzije)

o= [W} : =2/Npg (2.4.15)

U slucaju kada su vjerojatnosti p i ¢ jednake, tj. p =q = %, disperzija pomaka jednaka je

(Am)2=N
Dok je standardna devijacija u tom posebnom slucaju jednaka

o=VN

Dakle, kada su oba smjera cestice jednako vjerojatna, disperzija pomaka jednaka je ukupnom

broju koraka V.

Primjer:

Zadatak je naci srednju vrijednost i disperziju broja koraka i pomaka cestice od ishodista
ako je N = 100, a vjerojatnosti p i ¢ su jednake, tj. p =q = %
Tada je srednji broj koraka u desno np jednak

7ip = Np = 50.
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Dakle, i srednji broj koraka u lijevo jednak je np = 50.
S obzirom da su oba smjera gibanja ¢estice jednako vjerojatna, srednji je pomak jednak nula

m=0

Disperziju broja koraka u desno ra¢unamo prema (2.4.8) te je ona

(Anp)? = Npq =25

A disperzija pomaka ¢e prema ([2.4.14)) biti

(Am)? = 4Npq = 100

Ako bismo racunali standardnu devijaciju, odnosno rasprsenost varijabli oko srednje vrijed-

nosti za broj koraka u desno ona bi bila o,,, = 5, dok je za pomak o, = 100.

N=10,p=0.5

03

025 _

0.2 Iy e

015 - .

0.1 JJ Sy By

0.05 N N B [

s T
o 1 2 3 4 5 B T 8 9 10
A0-E o6 4 20 204 a6 BOLD

Slika 8: Binomna raspodjela vjerojatnosti za N = 10 koraka i p = 0.5. U gornjem retku
na x-osi prikazan je broj koraka u desno np, a u donjem pomak od ishodista m. Na y-osi
prikazana je vjerojatnost W (np), odnosno Py(m)
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2.5 Raspodjela vjerojatnosti za veliki N

U poglavlju (2.2) definirali smo vjerojatnost W(np) da je od ukupno N koraka koje cestica

ucini, np koraka u desno. Ta je vjerojatnost jednaka

N!
| — lp
TLD<N TLD).

Dakle, varijabla np ima binomnu raspodjelu. Dani izraz moZzemo primijeniti za ra¢unanje

np . N—np

q

W(np) =

raspodjele vjerojatnosti kada /N nije velik.
Kod vecih vrijednosti broja N pojavljuje se problem ra¢unanja faktorijela tako velikih bro-
jeva.
Stoga ¢emo ovdje traziti aproksimaciju za W(np), koja ¢e vrijediti i za veliki N.
Promotrimo prvo kako funkcija W (np) ovisi o varijabli np. Odnosno, zanima nas kada ¢e
W (np) imati najvecéu vrijednost. W (np) ¢ée biti najveca za onu vrijednost varijable najblizu
srednjoj vrijednosti; dakle, upravo je srednja vrijednost varijable njezina najvjerojatnija vri-
jednost.
Zato ¢e dana funkcija imati maksimalnu vrijednost kada je varijabla np = np.
Za svaku drugu vrijednost varijable np vjerojatnost W(np) ¢e se smanjivati.
Promatramo slucaj kada je N dovoljno velik sto znaci i da je np velik. Kada bi se vrijednost
od np promijenila za neki mali iznos, promjena W (np) bila bi razmjerno mala, §to se moze
zapisati kao

[W(np+1)—W(np)| < W(np) (2.5.1)

Dakle, uz dobru aproksimaciju mozemo reéi da je W(np) neprekidna funkcija neprekidne
varijable np.
Funkcija W(np) ima maksimum u tocki np = np. Zanima nas kako se ta funkcija ponasa u
blizini svog maksimuma.
Neka je

n=np—"np (2.5.2)

odstupanje varijable np od njezine najvjerojatnije vrijednosti np.

Kako bismo istrazili ponasanje funkcije W(np) u blizini njenog maksimuma, potrebno je
tu funkciju razviti u Taylorov red. Zapravo, u Taylorov red razvijamo funkciju In W (np).
Razloga za to ima viSe: jedan od razloga je to $to je In W (np) mnogo manje promjenjiva
funkcija od np nego sto je to W(np); a onda i zbog toga sto ¢lanovi u razvoju funkcije

In W(np) konvergiraju puno brze od onih u razvoju funkcije W(np).

Napomena:

Pokazimo gornje razmatranje na primjeru funkcije

f=0+y™
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koja vrijedi za svaki y < 1 te za veliki N.
Zelimo naéi pribliznu aproksimaciju funkcije f, te da bi to uéinili funkciju razvijamo u

Taylorov red. Ako bismo u Taylorov red razvili samo funkciju f dobili bi slijedece
1
le—Ny+§N(N+1)y2+-~-

Kada bi sada odredili vrijednost od f za veliki N i y < 1, vidjeli bi da je ¢ak i za male
vrijednosti od y, Ny > 1.

Dakle, ¢lanovi toga razvoja ne konvergiraju.

Zato ¢emo prvo definirati prirodni logaritam dane funkcije, odnosno In f je jednako

Inf=In1+y) =—-NIn(l +y)

Razvojem funkcije In f u Taylorov red imamo

1 1
lnf——N(y—§y2+§y3—---)

Dakle, sama funkcija f jednaka je

f= e~ Ny—5y°+)
sto vrijedi za svaki y < 1. Dakle, ¢lanovi ovakvoga razvoja konvergiraju.

Sli¢no razmisljanje mozemo primijeniti i na danu nam funkciju W(np). S obzirom da
je ta funkcija neprekidna, kada ju razvijemo u Taylorov red ¢lanovi toga reda moraju biti
konvergentni. Dakle, to je razlog $to ¢emo traziti razvoj funkcije In W(np) umjesto razvoja
funkcije W(np).

Prema tome, funkciju In W (np) napisat ¢emo kao sumu reda potencija, odnosno razvit ¢emo

ju u Taylorov red u okolini toc¢ke np. Dakle,

dInW 1 ?lnW
W (np) = 1nW(m)+nd—(”D) gt LEBWnD) .
np 1 2! dn?, —

1d3InW

LERW) [

3! dny, —

Ako sa
k1
= V(o)
"p np=np

oznacimo k-tu derivaciju funkcije definirane u tocki np = np, gornji izraz postaje

1 1
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S obzirom da je u tocki np = Tip definiran maksimum funkcije W(np), to znaci da prva
derivacija funkcije u toj tocki mora biti jednaka nula i da druga derivacija mora biti manja

od nule, odnosno vrijedi

dlnW(np) _0
an np=mp
d*1
¢ ABD) WQ(HD) <0
dn?, j—
np=np

Stoga proizlazi, koeficijent B; u gornjem izrazu jednak je nula, dok je By negativan.
Zato By zapisujemo pomoc¢u apsolutne vrijednosti kao By = — | Bs|.

Kako bi pojednostavili izraz W (np) zamjenjujemo sa W pa kada sve uvrstimo dani
razvoj od In W (np) slijedi

~ 1 1

Iz cega sredivanjem kona¢no dobijemo funkciju W(np)

W (np) = W e 2Bl +gBan’+ (2.5.5)
Kada je n dovoljno malen, ¢lanovi treceg reda i visi mogu se zanemariti. Stoga bi aproksi-

macija funkcije W (np) glasila
W(np) = W e~ 2l B2’ (2.5.6)

Dakle, dobili smo aproksimaciju raspodjele vjerojatnosti W (np) koja je primjenjiva i kada
je vrijednost od N velika.

Zanima nas sada za koje se vrijednosti veli¢ine 7 ¢lanovi viseg reda mogu zanemariti.
Promotrimo funkciju raspodjele W(np) danu relacijom (2.4.1). Logaritmiranje toga izraza
daje

N! "
p ,N-np
" q

In W =1
nWinp) =t N

Sto primjenom svojstava logaritamske funkcije postaje

InW(np)=InN!—Innp! —In(N —np)! +np Inp+ (N —np) Ing (2.5.7)

Napomena:
Neka je n bilo koji veliki cijeli broj takav da je n > 1. Ako se vrijednost od n promijeni za
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neki mali iznos, tada ¢e i promjena vrijednosti funkcije Inn! biti mala. Odnosno, mozemo

re¢i kako je Inn! gotovo neprekidna funkcija od n. Stoga vrijedi

dlnn! _In(n+1)! —Inn!
dn 1

=In(n+1)

Kako je n > 1, vrijedi
dInn!

dn

~Inn (2.5.8)

Deriviranjem izraza (2.5.7) po np dobivamo sljedece

dInW(np)

_dlnN!' dlunp!  dIn(N —np)! n d(nplnp) N d[(N —np)lng|
an B

dnp dnp dnp dnp dnp

np=np
S obzirom da su u naSem slucaju vrijednosti N i np velike, mozemo primijeniti rezultat

dobiven u prethodnoj napomeni. Dakle,

dInW(np)
an

(N —np)p

2.5.9
p— (2:5.9)

=—Innp+In(N —np)+Inp—Ing=1In

np=np

Trazimo maksimum funkcije W(np) , stoga prva derivacija funkcije u tocki maksimuma mora
biti jednaka nuli

dVV(nD)

=0
an

np=np

Ili, ekvivalentno, prva derivacija In W (np) mora biti jednaka nuli

dInW(np)
an

=0 (2.5.10)

np=np
a derivacije su definirane u tocki np = np.

Uvrstavanjem izraza (2.5.9) u uvjet (2.5.10) slijedi

(N—=mnp)p
npq

In =0

Iz cega proizlazi

Odnosno,
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Sredivanjem gornjeg izraza imamo
np(p+q)=Np
Kao $to znamo p + ¢ = 1, te je naposljetku np jednako
np=Np (2.5.11)

Isti smo rezultat dobili i u poglavlju pri rac¢unanju srednjeg broja koraka koje ¢estica u
svom gibanju u¢ini na desnu stranu. Dakle, vidimo da isti izraz vrijedi i kada je broj koraka
N koje Cestica napravi velik.

Kao sto je ve¢ navedeno, prva derivacija funkcije In W(np) u tocki np = inp jednaka je nuli,
stoga je i koeficijent By = 0. Zelimo sada nadi i koeficijente By, B3, B, i tako dalje, kako bi
utvrdili mogu li se visi ¢lanovi Taylorova reda zanemariti.

Trazimo drugu derivaciju funkcije In W (np) kako bismo dobili koeficijent Bs.

Prema relaciji (2.5.9) druga je derivacija jednaka

d*InW(np)
dn?,

1 1
= 2.5.12
np N—nD ( )

nNp=np
Ponovno, derivacija je definirana u tocki np = np, a np je dan izrazom ([2.5.11)) pa kada to

uvrstimo u gornju relaciju, za koeficijent By imamo

1 1 1 /1 1
B2:_N__—:__ el ——
p N-—Np N\p 1-p

Kako je ¢ = 1 — p, gornji izraz postaje

1 /1 1 q+p
o (101) -5
Npq

Dakle, primjenom ve¢ poznate relacije p + ¢ = 1, konacno je koeficijent B, jednak

1

By = ———
? Npq

S obzirom da N, p i ¢ mogu imati samo pozitivne vrijednosti, o¢ito je da je koeficijent B,
negativan. Sto upravo i mora vrijediti da bi funkcija W (np) imala maksimum u tocki np.
Koeficijent B, pisemo pod znakom apsolutne vrijednosti, dakle

1

By| = ——
=l Npq

(2.5.13)
Nadimo sada koeficijent Bs. Dakle, trazimo tre¢u derivaciju funkcije In W(np).
Polaze¢i od izraza (2.5.12)) ponovnim deriviranjem po np dobije se
d®*InW(np) 1 1

dn3, np—is "h (N —np)?
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I opet je derivacije definirana u tocki np = np, gdje je np = Np.
Stoga je koeficijent B3 jednak

1 1
Bs = ~ W -

Iz danog izraza sredivanjem i ponovno iz ¢injenice da je zbroj vjerojatnosti jednak jedan,

odnosno p + q¢ = 1, za koeficijent Bj slijedi

Bs = M
N2p2¢2
Kako brojnik danog razlomka moze biti negativan, potrebno je Bj pisati sa apsolutnom
vrijednosti
|B?)’ — |q2 _p2|
N2p2¢2

Iz ¢injenice da je p + g = 1 proizlazi kako je |¢* — p?| uvijek manje od jedan. Stoga moZemo

zakljuciti kako je
1

| Bs| < N (2.5.14)
Koeficijent je By jednak ¢etvrtoj derivaciji In W (np). Dakle,
d*1
B, = L Wnp)
dnp, -
np=np

Dakako, derivaciju ponovno trazimo u tocki np = np. Koeficijent By ¢emo, dakle, dobiti

deriviranjem po np izraza za Bs. Prema tome, slijedi

2 2
By———2 ot
Yond, (N—np)?

Sto ¢e, kada se uvrsti da je np = np , odnosno, np = Np postati

1 1 3 3
34:_2< + ): W@ +p)

N3p? ' N3g3 T N33

Ponovno, dani izraz zbog negativnog predznaka pisemo pod apsolutnom vrijednosti

By = 2(p° + ¢%)

N3p3g3
I ponovno, zbog ¢injenice da je p + g = 1, brojnik gornjeg razlomka mora biti manji od 4.
Dakle, vrijedi

|By| < (2.5.15)

N3p3g3
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Stoga, na temelju dobivenih rezutata (2.5.14)) i (2.5.15) mozemo zakljuciti kako za k-ti ¢lan

izraza (|2.5.4)) vrijedi

1 7]’“
“ Bt~ —1
R (Npg) T

Dakle, zanemarivanje ¢lanova viseg reda u Taylorovom razvoju opravdano je kada je n do-

<1

voljno malen tako da vrijedi
n < Npq (2.5.16)

Jer je tada vrijednost ¢lanova viseg reda (viseg od drugog reda) zanemarivo malena u odnosu
na prethodne ¢lanove. Obzirom da smo zanemarili ¢lanove reda veceg od dva, funkcija
W (np) imat ¢e oblik

W(np) = W e~ 2527’ (2.5.17)

Ocigledno, vrijednost izraza (2.5.17) ovisi o eksponencijalnom ¢lanu e~z B2In”
Kada je Bj velik i kada |n| raste tako da vrijedi

odnosno, kada je vrijednost eksponenta puno veca od 1, vrijednost ¢e funkcije padati vrlo

brzo. Stoga smo dobili jo§ jedan uvjet za vrijednost veli¢ine n

n* > Npq = n > v/ Npq (2.5.18)

Prema tome, zaklju¢ujemo, na ¢itavom podrucju gdje W ima znacajne vrijednosti (dakle,

gdje vrijednost W nije zanemarivo mala), te ako n zadovoljava uvjete (2.5.16) i (2.5.18)),

odnosno ako je
V/Npg <1< Npq (2.5.19)

mozemo reci da je izraz (2.5.17)) dobra aproksimacija izraza (2.4.1]) za veliki N.
Dana aproksimacija vrijedi kada je Npg > 1, odnosno, kada je vrijednost od N velika i kada

p 1 ¢ nisu premali.
U slucaju kada je p < 11 g < 1, funkciju W aproksimiramo Poissonovom raspodjelom.

Nakon sto smo pronasli vrijednost 7 za koju mozemo zanemariti ¢lanove treceg i visih
redova u aproksimaciji funkcije W, da bismo tu aproksimaciju potpuno odredili potrebno je
jos pronaci vrijednost veli¢ine W.

Vrijednost te veli¢ine odrediti odredit éemo iz uvjeta normiranja funkcije W(np).
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Kako bi dana funkcija predstavljala vjerojatnost varijable np, ona mora ispunjavati uvjet

normiranja. Mora vrijediti

N

> Winp) =1

nD=0

Opcenito, kada govorimo o neprekidnoj varijabli, u uvjetu normiranja (a tako i u svim ostalim
izra¢unima), zbroj po svim vrijednostima varijable mozemo zamijeniti integralom.
S obzirom da smo na pocetku ovoga poglavlja, ve¢ pretpostavili da je W (np) neprekidna

funkcija neprekidne varijable np, uvjet normiranja dane funkcije bit ¢e

/W(nD)an =1

Kako je np = np + n, gornji je integral priblizno jednak

/W(np)an R~ /W(%—i—n)dn =1 (2.5.20)

Ako je odstupanje |n| = |np —np| od srednje vrijednosti varijable dovoljno veliko, tako
da je vrijednost W daleko od njezinog maksimuma, tada integrand ne doprinosi znac¢ajno
vrijednosti integrala. Prema tome, podrucje integracije po 1 moze se prosiriti od —oo do oo.
Uvrstimo sada u uvjet normiranja izraz , odnosno, funkciju W(np)

/ W(np)dnp :/ We 2B’ gy = 1

Sto kada izra¢unamo dani integral postaje
~ |27
Wil— =1
\ | Be]

e | Ba|
W=/ 22
27

Iz cega je w jednako

Prema tome, aproksimacija funkcije W(np) za veliki N jednaka je

B
W(np) =/ % e~ 2IBeln® (2.5.21)

Izraz ([2.5.21)) naziva se Gaussova raspodjela i zbog svoje se opéenitosti vrlo ¢esto primjenjuje
u statistici. O Gaussovoj ¢emo raspodjeli re¢i nesto vise u iduéem poglavlju.
Dobivenu aproksimaciju mozemo zapisati i u drugom obliku tako S$to primijenimo neke od
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izraza koje smo ranije dobili, kao npr. za srednju vrijednost, disperziju i slicno. Naime, ako

umjesto Tip 1 | By| uvrstimo redom relacije (2.5.11)) i (2.5.13)), raspodjela ¢e imati oblik

W(np) = (27 Npg)~? 67[ e

Aproksimaciju mozemo zapisati i u terminima srednje vrijednosti 7p i disperzije (Anp)? ,

dakle

-1 7[<nD*@)2}

W(np) = (27r(AnD)2> e L 2anp)?

U kojem god obliku zapisali Gaussovu raspodjelu, bitno je reéi kako je to vrlo opéenita i
najcesée primjenjiva raspodjela u teoriji vjerojatnosti i statistici, ali takoder i u prirodi jer

su mnoge stvari i pojave u prirodi podlozne upravo Gaussovoj raspodjeli.

2.6 Gaussova raspodjela vjerojatnosti

Dosada smo o problemu nasumic¢nog hoda govorili u smislu diskretne varijable. Dakle, dani
broj koraka ili pomak ¢estice bili su diskretne varijable. Stoga je i raspodjela takvih varijabli
diskretna; Stovise, raspodjela je danih varijabli, poznato je, binomna raspodjela.

Ali §to kada varijabla koju promatramo i za koju trazimo vjerojatnost, nije diskretna nego
kontinuirana? Tada ¢e i raspodjela te varijable morati biti kontinuirana.

Kao sto smo u prethodnom poglavlju utvrdili, vjerojatnost kontinuirane varijable dana je
Gaussovom raspodjelom.

Vjerojatnost kontinuirane varijable nije uvijek dana Gaussovom raspodjelom, mogu to biti i
neke druge raspodjele, Poissonova ili neka druga. Ali u nasem sluc¢aju, kada je broj koraka
N Cestice velik, te kada vjerojatnosti p i ¢ nisu male, koristit ¢e nam upravo Gaussova
raspodjela.

Dakle, ponovno se razmatra problem nasumi¢nog hoda u jednoj dimenzij: neka cCestica koja
se giba napravi ukupno N koraka od koji je np koraka u desnu stranu, a nj, koraka u lijevu
stranu. I opet je pomak cestice, uz pretpostavku da svi koraci jednake duljine [ i pomak

mjerimo u desno jednak
m=2np — N

gdje je =N < m < N, takav da se njegove susjedne vrijednosti razlikuju za Am = 2.
Prema Gaussovoj raspodjeli vjerojatnost W(np) broja koraka u desno jednaka je

(nD—Nm?}

Winp) = (2eNpg)t e L5
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Vjerojatnost broja koraka u desno W(np) jednaka je vjerojatnosti pomaka Cestice P(m).
Prema tome, ako broj koraka u desno np izrazimo preko pomaka m, dakle np = %(N +m),
vjerojatnost pomaka ¢estice P(m) bit ¢e

Nm ] (2.6.1)

=

Plm) = (S5 ) = ool
Polozaj, x, ¢estice ovisi o pomaku m, odnosno vrijedi da je x = ml, gdje je [ duljina koraka
koji ¢estica napravi, koja je u ovom sluc¢aju jednaka za svaki korak.

Zanima nas koji ¢e biti polozaj ¢estice u odnosu na njezino ishodiste, odnosno kolika je vje-
rojatnost da se Cestica nakon N koraka nade u intervalu (z,x 4 dx).

Karakteristicna duljina koraka [ ovisit ¢e o sustavu koji promatramo; tako é¢e u nekom
mikroskopskom sustavu karakteristicna duljina od [ biti reda veli¢ine 10~® cm, dok ée u
makroskopskim sustavima biti reda veli¢ine 10~* cm. Ako promatramo makroskopski sustav
tada je duljina koraka [ zanemarivo mala u odnosu na najmanje podrucje koje razmatramo,
te stoga diskretne vrijednosti pomaka za 2] moZzemo zanemariti. Odnosno, mozemo pretpos-
taviti kako je promatrano podrucje kontinuirano.

Takoder, za velike vrijednosti broja N, promjena pomaka za Am = 2 nee znacajno utjecati

na vjerojatnost P(m) te mozemo reéi da vrijedi
|P(m +2) — P(m)| < P(m)

Odnosno, P(m) se moze smatrati glatkom funkcijom od z. Prema tome, iz prethodnog
razmatranja proizlazi kako, u makroskopskom smislu x mozemo smatrati kontinuiranom
varijablom te traziti vjerojatnost da je polozaj Cestice nakon N koraka izmedu x i x + dz.
Diferencijal dx podrucja koje promatramo mora biti manji od karakteristi¢ne vrijednosti
duljine koraka L u makroskopskom sustavu, ali veéi od karakteristicne vrijednosti duljine
koraka [ u mikroskopskom sustavu. Dakle

l<der < L

U intervalu (z,x 4 dx) nalazi se é—‘; moguéih vrijednosti pomaka m. Razlog tomu je Sto se
svaka vrijednost pomaka od susjedne razlikuje upravo za 2. Vjerojatnost P(m) je priblizno
jednaka za svaku vrijednost iz podrucja dx te se stoga vjerojatnost da je polozaj Cestice
u intervalu (z,z + dz) dobije mnoZenjem vjerojatnosti P(m) ukupnim brojem vrijednosti

pomaka koje interval sadrzi
dx

20

Ovdje se uvodi nova veli¢ina p(z), zovemo ju gustoca vjerojatnosti, i definiramo kada je

p(x)dxr = P(m) (2.6.2)

promatrana varijabla kontinuirana. Kao $to je vidljivo iz gornjeg izraza gustoca vjerojatnosti
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ne ovisi o diferencijalu podrucja dzx.

Opcenito, vjerojatnost diskretne varijable ozna¢avamo sa P(z) a uvjet normiranja i srednje
vrijednosti ra¢unamo zbrajanjem po svim vrijednostima varijable, dok se kod kontinuirane
varijable vjerojatnost izrazava pomoc¢u gustoce vjerojatnosti p(z) a zbrojevi po vrijednostima
varijable zamjenjuju integralima.

Uvrstimo sada u gornji relaciju izraz (2.6.1]) pa za vjerojatnost slijedi

, A m=Ne-o? | g
p(:v)da::[QﬂNpq]Ze{ sNpa } v

2
Sto ¢e uvodenjem zamjena
po= (p—q) NI
o = 2¢/Npql
postati
1
p(x)dr = Joro e~ (=120 (2.6.3)
A
f(x)
4]
K X

Slika 9: Gaussova (normalna) raspodjel vjerojatnosti. Na slici je sa pu oznacena srednja
vrijednost varijable z, a sa ¢ standardna devijacija

Gornji se izraz naziva Gaussova raspodjela vjerojatnosti i jedna je od najvaznijih raspo-
djela u teoriji vjerojatnosti i statistici.

Primjenjujuc¢i Gaussovu raspodjelu mozemo izra¢unati srednju vrijednost 7 i disperziju (Ax)?
varijable.
Kako je varijabla x kontinuirana, pri ra¢unanju ¢emo zbroj zamijeniti integralom. Granice u

kojima integriramo su od —oo do oo zato jer gustoca vjerojatnosti p(x) postaje zanemarivo
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mala kada je |z| toliko velik da je pomak nedostizan u N koraka.
Dakle, uvjet normiranja kada je dana varijabla kontinuirana glasi

/ Z plz)de =1

Sto, kada za p(z) uvrstimo relaciju (2.6.3), postaje

& 1 o 2 2 2
p(x)dr = e~ @27 gy
oo Vamo /—oo

Da bi izracunali integral uvodimo zamjenu y = x — p . Dakle,

& 1 & 20 2 1
z)dxr = e V207 gy = V2ro =1
/_oo p( ) V2rmo /_oo Y V2ro

Prema tome, zakljuéujemo da je p(z)dx pravilno normirana te mozemo rac¢unati srednju

vrijednost i disperziju. Opcenito, srednja je vrijednost diskretne varijable dana izrazom

M
=1

Kao sto znamo, kada je varijabla kontinuirana sa zbroja prelazimo na integral, a raspodjelu
vjerojatnosti zamjenjujemo gustoc¢om vjerojatnosti. Dakle, srednja vrijednost varijable x
jednaka je

T E/ zp(z)dz (2.6.4)
Uvrstavanjem izraza (2.6.3) to postaje

_ 1 /OO 7( _ )2 2
T = xe @7 /20% g
V2no J_eo

Ponovno, uvodimo zamjenu y = x — p te integral postaje

1 o 2 /952 > 2 /952
T = e V2 dy + / e_y/%d]
or o |:/Ooy Yy p . Y

Integrand prvog integrala neparna je funkcija, pa je taj integral jednak nuli. Drugi je integral

jednak jedan, kao $to smo ranije izracunali uvjetom normiranja. Dakle, srednja vrijednost
varijable x jednaka je
T=U (2.6.5)

gdje je p=(p—q) NL.
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1
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0.9 A p= 00 =10
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Slika 10: Gaussova raspodjela vjerojatnosti za razlicite srednje vrijednosti p i disperzije o

Ovaj smo rezultat mogli i pretpostaviti jer je gustoéa vjerojatnosti p(z) samo funkcija
od |z — p| te je stoga simetri¢na s obzirom na svoj maksimum, koji je upravo u tocki x =
p.Dakle, p je srednja vrijednost od x.

Sli¢no razmatranje mozemo dati i za disperziju varijable, W Kao i kod racunanja
srednje vrijednosti varijable, i u izra¢unu disperzije kontinuirane varijable, sa zbroja prela-

zimo na integral. Prema tome, disperzija od x jednaka je

o0

(Az)? = (2 —7)% = / (z —7)° p(x)dx (2.6.6)

—0o0

Kako je T = pu , slijedi

- | " (o - ) pla)da (2,67

o0

Sto, kada se uvrsti ranije dobivena relacija za p(z)dz , postaje

-_— 1 > 2 2
(x — p)? = y e V27 dy
V2T O J_so

Da bismo disperziju mogli izratunati, treba rijesiti integral [ y? eV 27 gy,

Integral oblika fooo 22 e %" za ¢ > 0, nam je poznat i njegovo je rjedenje prema Bronstejn-
N

4a3"
1

U naSem je slucaju konstanata a = T takoder, integrand je parna funkcija te vrijedi

/ y2 e—y2/202dy _ 2/ y2 e—y2/202dy
0

—00

Semendjajev jednako

Prema tome, za rjeSenje danog integrala dobivamo

/ y2 efy2/202dy —9 4 (ﬁ0>3

—00
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Dakle, nakon uvrsavanja u izraz ([2.6.7)) disperzija varijable = jednaka je
(x — p)? = o? (2.6.8)

Dobiveni rezultat je ocito valjan jer je standardna devijacija ¢ jednaka drugom korijenu

iz disperzije. Kako je standardna devijacija jednaka

o= QMZ
proizlazi da je disperzija varijable x jednaka
(Az)? =4 Npql®
Prema tome je srednja vrijednost i disperzija polozaja Cestice od ishodista

N(p—-q)l
(Az)2 = 4Npql?

s
I

Stoga zakljuc¢ujemo da se dobiveni izrazi za srednju vrijednost i disperziju varijable z, izve-

deni za veliki NV, slazu s onima dobivenim u poglavlju (2.4)).
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3 POOPCENJE PROBLEMA NASUMICNOG HODA

U prethodnim smo se poglavljima bavili problemom nasumi¢nog hoda u jednoj dimenziji
te smo za taj slucaj odredili neke osnovne pojmove i karakteristike; tako smo, na primjer,
ra¢unali vjerojatnost pronalazenja cestice nakon odredenog broja koraka koje ta Cestica ucini,
zatim smo odredivali njezin pomak od ishodista i sli¢no.

Pri tome smo, radi jednostavnosti i lakSeg ra¢unanja, pretpostavili kako se dana cestica giba
u jednoj dimenziji i kako je svaki njezin korak jednake duljine. Te pretpostavke ogranicile
su primjenu dobivenih rezultata tako da se oni ne mogu koristiti u slu¢aju kada, na primjer,
koraci Cestice nisu iste duljine ili kada se ¢estica giba u vise dimenzija. Upravo ¢emo o tome
govoriti u narednim poglavljima. Dakle, problem nasumic¢nog hoda poopéit ¢emo tako da

dobiveni izrazi imaju Siru primjenu.

Slika 11: Nasumic¢ni hod u dvije dimenzije s veéim brojem manjih koraka. Za vrlo malu
duljinu koraka dobije se Brownovo gibanje

3.1 Raspodjela vjerojatnosti vise varijabli

U dosadasnjem smo se razmatranju bavili raspodjelom vjerojatnosti samo jedne varijable,

bilo diskretne ili kontinuirane, i svojstvima te raspodjele. U ovom ¢emo poglavlju definirati
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raspodjelu vjerojatnosti vise varijabli. Iako ¢emo ovdje razmatrati slucaj dvije varijable,

dobiveni se rezultati izravno mogu poop¢iti na tri i vise varijabli.

iy
Lt | ,I "'l;ﬁ

K S
& ,&:&
| o

_-1._;..5,_‘_‘ + po 'Y

LT B " J'J."--h; g’a
e
bl
O
::fnfg

Slika 12: Slika prikazuje tri nasumi¢na hoda u tri dimenzije

Dakle, promatramo diskretne sluc¢ajne varijable u i v koje mogu poprimiti vrijednosti

wu za 1=1,2,.... M
v; za j=1,2,...,N

Tada je P(u;,v;) vierojatnost da w poprima vrijednost u; i da v poprima vrijednost v;.
Prema tome, ona mora ispunjavati uvjet normiranja. Odnosno, mora biti

ZZP(ui,vj) =1 (3.1.1)

Ako su varijable u i v statisticki neovisne, odnosno, vjerojatnost da jedna varijabla poprima
neku vrijednost ne ovisi o vjerojatnosti druge varijable, onda vjerojatnost P(u;,v;) mozemo
zapisati kao umnozak vjerojatnosti pojedine varijable. Dakle, vrijedi

P(u;,v;) = Py(u;) Py(vj) (3.1.2)
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Gdje P,(u;) predstavlja vjerojatnost da varijabla u poprima vrijednosti od w;, i neovisna je
o vjerojatnosti da v poprima vrijednosti od v;. Sto zapisujemo kao

P,(u;) = Zp(ui,vj) (3.1.3)

Isto tako, P,(v;) je vjerojatnost da varijabla v poprima vrijednosti od v;, neovisno o vjero-

jatnosti varijable u. Ta je vjerojatnost jednaka

P,(v;) = Zp(ui,vj) (3.1.4)

Provjerimo vrijedi li za vjerojatnosti P,(u;) i P,(v;) uvjet normiranja. Dakle, za vjerojatnost

P,(u;) imamo sljedece

ZPu(ui) = Z Zp(uz,v])] = ZZP(W,%) =1
A za P,(v;)
va@,-) = Z Zp(ui,vj)] - ZZP(W,%) =1

Dakle, zbog uvjeta normiranja slijedi da su obje gornje sume jednake jedan, odnosno
vjerojatnosti P,(u;) i P,(v;) pravilno su normirane.

U poglavlju govorili smo o srednjoj vrijednosti funkcije jedne varijable i njenim osnov-
nim svojstvima. Uvjerimo se da ta svojstva vrijede i kada je dana funkcija vise varijabli.
Dakle, neka je F'(u,v) bilo koja funkcija varijabli v i v. Tada je srednja vrijednost F(u,v)

dane funkcije jednaka

F(u,v)

ZZP(“M)F(%%) (3.1.5)

i=1 j=1
Nadalje, neka su F(u,v) i G(u,v) funkcije dvije varijable u i v, moze se pokazati da za

srednju vrijednost njihova zbroja vrijedi

F+G = ZZP(Ui7Uj)[F<Uz’7Uj)+G<uivvj)]
= DD Pluivg) Fluisvg) + > Plus, 0)Glus,vj)

Sto primjenom izraza (3.1.5)) za srednju vrijednost funkcije dvije varijable postaje

F+rG=F+G (3.1.6)
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Dakle, srednja vrijednost zbroja funkcija dvije varijable jednaka je zbroju srednjih vrijednosti
tih funkcija. Isti smo rezultat dobili i u poglavlju kada su dane funkcije bile funkcije
jedne varijable.

Na sli¢can na¢in moze se definirati i srednja vrijednost statisticki neovisnih varijabli. Ako je

f(u) samo funkcija varijable u, njena je srednja vrijednost jednaka
f(u) = Z Z P(ui,v;) f(ui)
i g
Sto, kada primjenimo izraz 1) za vjerojatnost statisticki neovisnih varijabli, postane
Fu) =" Puu) f(u;) (3.1.7)

Ako je f(u) funkcija varijable u, a g(v) funkcija varijable v te ako su varijable statisticki

neovisne, mozemo definirati srednju vrijednost umnoska tih varijabli. Dakle,
Flu)-g(0) =" Plus,vy) f(wi) g(vy)
i g

Vjerojatnost P(u;,v;) je prema izrazu (3.1.2) jednaka je umnosku vjerojatnosti svake poje-
dine varijable, kada su one statisticki neovisne. Pa gornji izraz postaje

Z P, (u;) f(ui)] : Z P, (vj) g(vj)]

Dakle, srednja vrijednost umnoska funkcija dvije varijable jednaka je umnosku srednjih vri-

F) - g(0) = 3037 Pulus) Pofvy) £ (i) 9(v;) =

jednosti tih funkcija, ili simbolima

f(u)-g(v) = f(u) - g(v) (3.1.8)

Ako varijable u i v nisu statisticki neovisne, gornji izraz nece vrijediti.

U ovom smo poglavlju definirali vjerojatnost i srednju vrijednost funkcije dvije varijable, ali
svi dobiveni izrazi mogu se izravno poop¢iti i na viSe varijabli.
3.2 Kontinuirana raspodjela vjerojatnosti

Promatramo neprekidnu varijablu u koja poprima bilo koju vrijednost iz neprekidnog po-
drucja

a; <u < a
Da bismo za ovu situaciju definirali vjerojatnost, promatramo bilo koje infinitezimalno po-

drucje varijable izmedu u i u 4+ du te trazimo vjerojatnost da varijabla poprima vrijednosti
iz toga podrudja.
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Slika 13: Nasumic¢ni hod u jednoj dimenziji kada je pomak kontinuirana varijabla

Ako je dani diferencijal du dovoljno malen, tada je vjerojatnost proporcionalna veli¢ini du
te ju mozemo zapisati kao p(u)du, gdje je p(u) gustoca vjerojatnosti koja ne ovisi o veli¢ini
diferencijala du.

Zapravo, vjerojatnost je dana razvojem u Taylorov red po potencijama od du kada taj
du — 0. Kako je vrijednost diferencijala du vrlo mala, to se visi ¢lanovi razvoja mogu zane-
mariti te nam ostane samo ¢lan p(u)du.

Kako smo se do sada uglavnom bavili diskretnim varijablama i njihovom vjerojatnosti, pos-
tavlja se pitanje kako ¢emo ovdje nac¢i vjerojatnost varijable v kada je ona kontinuirana.
Problem éemo rijesiti na sljedeéi nacin: promatrano neprekidno podrucje a; < u < as na
kojemu je definirana varijabla u podijelit éemo na proizvoljno malene intervale jednake ve-
licine du.

Vrijednost varijable u u pojedinom intervalu oznacit ¢emo sa u;, a vjerojatnost pronalazenja
varijable u tom intervalu sa P(u;). Na taj smo na¢in dobili prebrojiv skup vrijednosti vari-
jable u, a svaka od tih vrijednosti odgovara jednom od fiksnih infinitezimalnih intervala.
Dakle, problem pronalazenja vjerojatnosti kontinuirane varijable sveli smo na pronalazenje
vjerojatnosti diskretne varijable.

Tada je vjerojatnost p(u)du, da u poprima bilo koju vrijednost iz podrucja (u,u + du), s
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obzirom da smo to podrucje podjelili na intervale du, jednaka

p(u)ou
Interval (u,u + du) upravo zbog te podjele sadzi

du

Su
mogucih diskretnih vrijednosti varijable u; pri ¢emu je vjerojatnost P(u;) svake te vrijednosti
jednaka te ju mozemo oznaciti samo sa P(u).
Prema tome, vjerojatnost p(u)du da varijabla poprima vrijednosti iz intervala (u,u + du)
jednaka je umnosku diskretnih vrijednosti varijable koje taj interval sadrzi i vjerojatnosti

P(u) svake te vrijednosti, odnosno

d_u
ou

I ovdje mora vrijediti uvjet normiranja, odnosno zbroj vjerojatnosti po svim mogucéim vri-

p(u)du = P(u)

jednostima varijable mora biti jednak jedan
> Plu) =1

Kako je u naSem slucaju varijabla u kontinuirana, zbroj mozemo zamijeniti integralom.
Stoga ¢emo prvo provesti zbrajanje po svim moguéim vrijednostima varijable u promatranom
intervalu (u,u + du) te tako dobivenu vrijednost p(u)du integrirati po ¢itavom neprekidnom
podrudju (ay, az), odnosno integrirati preko svih takvih intervala du.

Prema tome, uvjet normiranja glasi

/mpWMU—l (3.2.1)

Takoder, mozemo definirati i srednju vrijednost funkcije kontinuirane varijable.
Podsjetimo se, u poglavlju (2.3) definirali smo srednju vrijednost funkcije f(u) kada je u
diskretna varijabla kao

W = ZP(Uz) n

Kada je u kontinuirana varijabla, prvo ¢emo zbrojiti vrijednosti varijable u podrucju izmedu
u i u+ du, a tada integrirati preko svih takvih podrucja.
Dakle, neka je f(u) funkcija kontinuirane varijable u, srednja je vrijednost te funkcije jednaka

T = [ fuptuda (3.2.2)
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Prema tome, i srednja vrijednost funkcije izrazena je preko gustoce vjerojatnosti.

Svojstva srednje vrijednosti funkcije diskretne varijable koja smo naveli u poglavlju
vrijedit ¢e i kada je dana varijabla kontinuirana.

Dakle, imamo dvije funkcije f(u) i g(u) kontinuriane varijable u tako da je u € (a1,az2). Za

srednju vrijednost njihovog zbroja vrijedi

as az a2

T+ gt = [ () + gpdn = [ fuhpdu+ [ gu)plu)du = o) + 51w
1 1 1 (3.2.3)

Takoder, ako je ¢ bilo koja konstanta, a f(u) funkcija kontinuirane varijable u, vrijedi

¢ flu) =c-f(u)

Napomena:
Ponekad se moze dogoditi da je gustoca vjerojatnosti p(u) za odredene vrijednosti varijable
beskonac¢na. Ta pojava ne predstavlja problem dok je god integral

/C p(u)du

koji predstavlja vjerojatnost da u poprima sve vrijednosti u proizvoljnom podrucju (c1, ¢z)

konacan.

Prethodni problem trazenja vjerojatnosti jedne kontinuirane varijable, moze se jednos-
tavno prosiriti i na problem vise varijabli.
Radi jednostavnosti promatrat ¢emo slucaj dvije kontinuirane varijable, ali rezultati se lako
mogu poopciti i na vise varijabli.
Dakle, promatramo dvije kontinuirane varijable v i v takve da je a1 < u < as i by < v < bs.
Pri tome je p(u, v)dudv vjerojatnost da varijabla v poprima vrijednosti iz podrudja (u, u+du)
i varijabla v vrijednosti iz podruéja (v,v + dv).
Problem kontinuiranih varijabli ponovno svodimo na problem prebrojivih diskretnih varija-
bli. Prema tome, kao i u sluc¢aju jedne varijable, i ovdje ¢emo neprekidno podrucje podijeliti
na jednake infinitezimalne intervale kako bi dobili prebrojivi skup vrijednosti.
Kako sada imamo dvije kontinuirane varijable, potrebno je prvo podrucje (aq, as) podijeliti
na jednake infinitezimalne intervale du, gdje je u; vrijednost varijable u te drugo podrucje
(b1, by) podijeliti na jednake infinitezimalne intervale dv u kojima je v; vrijednost varijable
v.

Tada je P(u;,v;) vjerojatnost da je u = wu; te istodobno v = v;. Kako su vjerojatnosti
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P(u;,v;) jednake u svakom infinitezimalnom podrué¢ju, mozemo ih (kao i kod jedne varija-

ble), oznaciti samo sa P(u,v).

Takoder, diferencijal du sadrzi g—z mogucih vrijednosti od u, dok diferencijal dv sadrzi ‘;—Z

mogucih vrijednosti od v. Uzimajuéi ovo sve u obzir, proizlazi da je vjerojatnost p(u, v)dudv

jednaka
du dv

p(u, v)dudv = P(u,v)ﬁﬁ (3.2.4)

X2

Slika 14: Nasumi¢ni hod u dvije dimenzije kada je pomak kontinuirana varijabla

I ovdje je uvjet normiranja vjerojatnosti dan preko gustoée vjerojatnosti, dakle mora

az bo
/ /b p(u,v)dudv =1 (3.2.5)
ay 1

Izrazom ((3.1.5)) dana je srednja vrijednost funkcije dvije diskretne varijable. Kako su ovdje
dane varijable kontinuirane, sa zbroja ¢emo prije¢i na integral, a raspodjelu vjerojatnosti

vrijediti

zamijenit ¢e gustoca vjerojatnosti.
Dakle, za funkciju F(u,v) kontinuiranih varijabli v i v definiramo njezinu srednju vrijednost

F(u,v)

Fluo) = / /b 1b2 F(u, v)p(u, v)dudv (3.2.6)
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Moze se pokazati da za funkcije dvije kontinuirane varijable vrijede izrazi (3.1.6) i (3.1.8) za
srednju vrijednost zbroja, odnosno umnoska funkcija.

3.2.1 Funkcije slu¢ajnih varijabli

U daljnjem tekstu pozabavit éemo se sljede¢im problemom: neka je u kontinuirana slucajna
varijabla te neka je p(u)du vjerojatnost da se dana varijabla nalazi u intervalu (u,u + du).
Definiramo jednozna¢nu realnu funkciju ¢(u) te zelimo naci vjerojatnost W(y)dy da se
varijabla ¢ nalazi izmedu (@, ¢ + dy).

Trazena se vjerojatnost dobije zbrajanjem svih onih vjerojatnosti od u takvi da se ¢ nalazi
u intervalu (¢, ¢ + dp).

Dakle, za W (p)dy imamo

W%@ﬁh?zl/‘pﬁwdu

dp

Ako sada u promatramo kao funkciju od ¢, tada podrucje integracije mozemo prosiriti preko
svih vrijednosti od u koje leze izmedu u(p) i u(y + dy).

Tada vrijedi
ptdep

W@sz/ p(u)

©

du

—\d
dgogp

Ovo mozemo uciniti samo ako je u(yp) jednoznac¢na funkcija od ¢ jer se tada cijeli prethodni

integral moze izraziti preko .

3.3 Opéeniti izracun srednjih vrijednosti za problem nasumic¢nog
hoda

U poglavlju bavili smo se racunanjem srednjih vrijednosti za problem nasumicnog
hoda u jednoj dimenziji. U tom specijalnom slucaju pretpostavili smo kako je duljina svakog
koraka hoda bila jednaka. Tako dobiveni rezultati nisu dovoljno opceniti i primjenjivi u svim
situacijama. Stoga ¢emo se u ovom poglavlju baviti upravo nesto opcenitijom situacijom
problema nasumic¢nog hoda. Odnosno, promatrat ¢emo takav slucaj kada duljina koraka
Cestice koja se giba nasumicno, nije nuzno stalna.

Dakle, promatramo nasumicno gibanje ¢estice u jednoj dimenziji. Neka je pri tom pomak
Cestice u i-tom koraku, pozitvan ili negativan, oznacen sa s;.

Vjerojatnost da se pomak nalazi u intervalu (s;,s; + ds;) jednaka je w(s;)ds; i neovisna o
pomacima koji se dogadaju u drugim koracima.

Radi jednostavnosti pretpostavljamo kako je raspodjela vjerojatnosti w jednaka za svaki
korak 1.

Dakle,u ovakvoj sitauciji vise neée biti bitna duljina koraka cestice ve¢ ¢e nas zanimati
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raspodjela mogucih duljina koraka s relativnom vjerojatnosti w.
Zelimo naci ukupan pomak x nakon N koraka, zatim srednju vrijednost toga pomaka 7 te

disperziju pomaka (Azx)2.

Ukupan pomak x nakon N koraka jednak je
rT=8+S2+ -+ sy

Odnosno,

N
r=) s (3.3.1)
=1

gdje je s; pomak u i-tom koraku. Onda je srednja vrijednost T ukupnog pomaka jednaka

=

T = S;
i=1

Sto, kada primjenimo svojstvo (3.2.3|) za srednju vrijednost zbroja, postaje

N
T=) 5 (3.3.2)
=1

gdje veli¢ina 5; oznacava srednji pomak po koraku.
Dakle, srednja vrijednost ukupnog pomaka jednaka je zbroju srednjih vrijednosti pomaka u
svakom koraku.
U prethodnoj relaciji primjenili smo svojstvo za srednju vrijednost zbroja funkcija konti-
nuirane varijable. To smo ucinli jer je pomak s; kontinuirana varijabla, stoga ¢emo ju i u
daljnim izracunima smatrati takvom. To znac¢i da éemo pri rac¢unanju srednje vrijednosti i
disperzije zbroj zamijeniti integralom.
Kao $to smo u uvodu spomenuli, raspodjela vjerojatnosti pomaka w(s;) ista je za svaki korak
pa stoga zakljucujemo kako i srednja vrijednost pomaka s; mora biti za svaki korak jednaka.
Cime onda srednja vrijednost ukupnog pomaka, @, postaje zapravo zbroj /N jednakih ¢lanova.
Odnosno, pisemo

T=N3 (3.3.3)

Gdje smo sa s oznadili srednji pomak po koraku koji je za svaki korak isti, dakle

§E§:/w@s%

I ovdje smo zbog kontinuirane varijable s; sa zbroja presli na integral.
Prema tome, srednja je vrijednost ukupnog pomaka x za N koraka jednaka umnosku broja

koraka IV i srednjeg pomaka pojedinog koraka.
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Odstupanje od srednje vrijednosti ukupnog pomaka Ax jednako je
Ar=x—-T (3.3.4)
Odnosno, primjenom izraza (3.3.1)) i (3.3.2) Az postaje
ror= S SE= N
Kako je srednji pomak u svakom koraku isti, odnosno s; =S gornji ¢e izraz postati

x—T:Z(si—E)

i

Odstupanje pomaka s; od srednje vrijednosti pomaka pojedinog koraka s jednako je
ASZ‘ = 8; — s

Pa je, kona¢no, odstupanje ukupnog pomaka, Ax jednako

N
Axr = Z As;
i=1

Kada gornju relaciju kvadriramo, slijedi
= (0] (0] = S+ S S wss)
i j i i
pri ¢emu vrijedi ¢ # 7.
A srednja je vrijednost toga izraza jednaka

(Ax)? =) (As)?+ Z Z(Asi) (As;)

i

Odnosno, zbog svojstva (3.2.3) da je srednja vrijednost zbroja jednaka zbroju srednjih vri-
jednosti, slijedi

i

(Az)? = (As)? + Z Z (As;) (As;)

Primjenimo li sada na mjeSoviti ¢lan prethodnog izraza pravilo (3.1.8)), dobit ¢emo sljedece

(As;) - (As;) = (Asy) - (Asy)

Svojstvo (3.1.8) definirano za diskretne varijable, vrijedi, kao $to smo to u poglavlju (3.2)
zakljuéili i za kontinuirane varijable. A ovdje ga mozemo primjeniti jer vjerojatnost w(s;)ds;
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u i-tom koraku ne ovisi o vjerojatnosti u ostalim koracima. Dakle, koraci su statisticki

neovisni. S obzirom da je

(As;)) =5 —5=5—-35=0

Proizlazi, srednja je vrijednost odstupanja od srednje vrijednosti jednaka nula. Prema tome,

taj mjeSoviti ¢lan jednak je nula te nam za disperziju ukupnog pomaka (Ax)? ostaje

N

(Az)2 =) (As;)?

=1

Raspodjela vjerojatnosti w(s;) ne ovisi o koraku i, i za svaki je korak jednaka pa zbog toga

mora i disperzija pomaka svakog koraka biti jednaka. Sto zapisujemo kao

(As)2 = (As;)? = /ds w(s)(As)?

Znagci, disperzija (Ax)? ukupnog pomaka zapravo je jednaka zbroju N jednakih ¢lanova

(Az)?2 = N (As)? (3.3.5)

Disperzija pomaka (Ax)? je srednje kvadratno odstupanje od srednje vrijednosti pomaka 7.
Standardna devijacija pomaka o omoguéuje izravno mjerenje Sirine raspodjele pomaka oko
njegove srednje vrijednosti. Standardna je devijacija jednaka

- = [Bap]’
Odnosno
o= [N

Iz prethodnog je izraza jasno kako standardna devijacija o raste sa vrijednosti N i to kao
Nz.
Iz izraza (3.3.3)) slijedi da srednja vrijednost pomaka T raste srazmjerno sa brojem varijabli

N[

(brojem koraka nasumicnog hoda cestice) N.
Relativna Sirina raspodjele izrazava postotak odstupanja raspodjele vrijednosti x od njegove
srednje vrijednosti, a jednaka omjeru standradne devijacije i srednje vrijednosti varijable

1

I i s

N5 VN5 VN 5

Prema tome, relativna Sirina raspodjele 2, kada N raste, pada kao N -3, Odnosno, kako N

x

SRS

raste, relativna Sirina postaje zanemarivo mala.
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Na sljedeé¢em ¢emo primjeru vidjeti primjenu rezultata dobivenih u ovom poglavlju. Do-
bivene relacije primjenit ¢emo na poseban slucaj nasumicnog hoda, kada je duljina svakog

koraka ista.

Primjer:
Promatramo nasumic¢an hod u jednoj dimenziji, gdje je duljina svakog koraka cestice ista
i jednaka [. Tada je vjerojatnost koraka u desno jednaka p, a vjerojatnost koraka u lijevo
jednaka ¢ =1 — p.
Srednji pomak po koraku s jednak je

5=pl+q(=1)
Kada iskoristimo ¢injenicu da je ¢ = 1 — p, srednji pomak postaje
s=(2p—1)
Srednja vrijednost kvadrata pomaka jednaka je
=pl+q(-1)=@+l*="

Opcenito, disperzija pomaka pojedinog koraka jednaka je

(As)2 =52 -5

Iz ¢ega uvrstavanjem prethodnih izraza slijedi

(As)? = 1" —[(2p — DI = I*[1 = (2p — 1)°] = 41p(1 — p) = dpql*
Prema tome, srednja vrijednost ukupnog pomaka, ¥ jednaka je
T=Ns5=N(p—q)l

Dok je disperzija ukupnog pomaka (Ax)? jednaka

(Az)2 = N (As)? = 4Npql?
Kako je x = ml, iz gornjih bi izraza slijedilo da je

m=N(p—q)
(Am)* =4Npgq
A to su upravo izrazi za srednju vrijednost i disperziju pomaka m koje smo dobili u poglavlju
(2.4) za poseban slu¢aj nasumi¢nog hoda kada je duljina koraka jednaka. Dakle, vidimo da
se opceniti izrazi dobiveni u ovom poglavlju mogu primjeniti i na taj poseban slucaj te su
rezultati jednaki.
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3.4 Racunanje raspodjele vjerojatnosti

U proslom smo poglavlju definirali problem nasumi¢nog hoda na nesto opcenitiji nacin nego
ranije. Dakle, pretpostavili smo kako duljina koraka prilikom nasumi¢nog hoda ¢esice ne
mora uvijek biti jednaka. Ovdje ¢emo za tako definiranu situaciju traziti vjerojatnost ukup-
nog pomaka x.

Dakle, ponovno promatramo nasumicno gibanje Cestice u jednoj dimenziji. Zelimo naci vje-
rojatnost p(z)dr da se Cestica nakon ukupno N koraka nade u intervalu (x,x + dx).

Ponovno je ukupan pomak ¢estice dan izrazom

N
r = E S;
i=1

gdje je s; pomak u i-tom koraku, a w(s;)ds; vjerojatnost da i-ti pomak lezi izmedu (s;, s; +
ds;).

I ponovno su koraci koje Cestica pravi statisticki neovisni te je vjerojatnost w(s;)ds; neovisna
o pomacima koji se dogadaju u drugim koracima.

Upravo zbog ¢injenice da su koraci neovisni, mozemo vjerojatnost odredenog niza koraka

zapisati kao umnozak vjerojatnosti pojedinih koraka, odnosno
w(s1)dsy - w(sa)dsy - -+ -w(sy)dsy (3.4.1)

Tada se vjerojatnost da se x nalazi izmedu x i © + dx dobije zbrajanjem vjerojatnosti svih
mogucih pomaka (koraka) i ne ovisi o nizu koraka koji proizvedu ukupan pomak.
Kako je varijabla s; kontinuirana, ovdje ¢emo zbroj zamijeniti integralom, pri ¢emu je po-

drudje integracije od —oo do oco. Dakle, vjerojatnost p(z)dz jednaka je

p(x)dx:/_z /_Z---/_Zw(sl)w(SQ)---w(sN) dsidss - -~ ds (3.4.2)

Integrirati mozemo od —oo do oo, ali uz uvjet da se pomak x nalazi u intervalu (z, x + dz).

Odnosno, mora vrijediti

N
xr < Zsi <z+dx (3.4.3)

i=1
Trazenu vjerojatnost lako bi mogli odrediti iz izraza , ali zbog uvjeta (3.4.3) pojav-
ljuje se kompliciran geometrijski problem preko kojega podrucja integrirati tako ga granice
zadovoljavaju uvjet .
Problem ¢emo rijesiti tako da bez ogranic¢enja integriramo po svim varijablama s;, a problem
zadovoljavanja uvjeta prebacimo u integrand.

I to tako da integrand u izrazu (3.4.2)) pomnozimo faktorom koji zadovoljava sljedece: taj je
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faktor jednak jedan kada je ispunjen uvjet (3.4.3)), a nula kada nije ispunjen.
Dakle, dani ¢emo integral pomnoziti Diracovom 6 funkcijom d(z — z) jer upravo ona ima

to svojstvo promjenjivosti: kada je
1
|z — x| > 5 |dx|

onda Diracova ¢ funkcija d(z — zg) — 0.
A kada je

1
|z — o] < B |dx|
tada Diracova funkcija 6(z — xy) — 0o , odnosno integral Diracove funkcije jednak je 1

/Zé(w—xo)zl

Prema tome, integrand izraza (3.4.2) mnozimo faktorom

N
) <:c — Z si) dx
i=1
Time vjerojatnost p(z)dx postaje

:C)dacz/_Z~-~/_Zw(31)~--w(sN) [(5 (a:—g&) da:] dsy---dsn

Odnosno, sama je gustoca vjerojatnosti p(z) jednaka

[ ot H_z)]d o

Integralna reprezentacija Diracove 0 funkcije je
al 1
5 . = — dk k> s;—1]
(:c > ) = / e

Uvrstivsi to u izraz za gustoc¢u vjerojatnosti p(z), ta gustoca postaje

1 ee X
/ / w(sy) - -w(sy) — 5 / dkeFsittsv=2)ge ... dsy

Iskoristimo li ovdje svojstvo mnozenja eksponencijalne funkcije, gornji izraz mozemo napisati

27’(’/ / S1 SN) /OO (eiksl e eikSN . efik::p) dk
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Dobiveni izraz mozemo jos srediti zamijenom redoslijeda integriranja te konac¢no za gustocu

p(x) dobijemo

p(l’) — / dke—zkx/ dslw(sl)ezkm .. / dSNW(SN>€ZkSN

2T 00 — 00 —00

Kako je vjerojatnost w(s;)ds; jednaka za svaki ¢, tada mora i svaki integral oblika

/ ds;w(s;)e

oo

biti jednak. Odnosno,

/ dsijw(sy)e®st = ... = / dsyw(sy)e*sy

—00 o0

Dakle, mozemo svaki takav integral oznaciti sa Q(k)

o0

Q) = [ dsu(s)e™

o0

Prema tome, mnozenjem N takvih integrala dobije se

QN (k) = /oo dsyw(s)e®st . ... /OO dsnw(sy)e™sN

Kona¢no, gustoca je vjerojatnosti p(z) jednaka

o(z) = — /_ " dke R QN (1) (3.4.4)

2 J_o
Time smo odredili izraz za gusto¢u vjerojatnosti p(z) u ovom opéenitom slucaju, kada
duljina koraka nasumi¢nog hoda nije konstantna. Dakle, vjerojatnost p(x)dz da se ukupni

pomak z nalazi u intervalu (z, z + dz) dobije se ra¢unanjem dvaju integrala u izrazu ([3.4.4)).
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4 SAZETAK

U diplomskom radu opisan je problem nasumi¢nog hoda u jednoj dimenziji. Izvedeni su
izrazi za vjerojatnost pomaka cestice od ishodista, zatim za vjerojatnost broja koraka u
desno, odnosno u lijevo te za disperziju i standardnu devijaciju tih vrijednsoti kada je pomak
Cestice diskretna varijabla.

Takoder, dan je izraz za racunanje vjerojatnosti nekog polozaja cestice kada je njezin pomak
kontinuirana varijabla.

U radu se, takoder, govori i o poopc¢enju nasumicnog hoda u dvije i vise dimenzija, te su i

za takav slucaj dani izrazi za racunanje vjerojatnosti.
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5 SUMMARY

This paper describes the problem of random walk in one dimension. There have been given
the expressions for the probability of net displacement, the probability of right or left steps
and the dispersion and the standard deviation of these values when the displacement of
particles is discrete variable. There has also been given the expression to calculate the
probability of any position of the particle when the displacement is a continuous variable.
The paper also describes the generalization of random walk in two or more dimensions and
it gives the equations for calculating the probability of those cases.
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