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Uvod

U svijetu oko nas lako prepozajemo mnoge veli¢ine Cija se vrijednost izrazava brojem.
To su, na primjer, duljina, povrsina, obujam, temperatura, tlak, masa, energija, ...
Njih nazivamo skalarnim velicinama.

Medutim, neke se velicine nemogu opisati samo brojem. Za djelovanje sile vazan je
njezin iznos, ali i smjer djelovanja. Isto tako, brzina je fizikalna velicina koja, uz
svoj iznos, mora imati definiran i smjer. Isto ¢e vrijediti i za ubrzanje, moment sile
elektricno ili magnetsko polje, itd.

Takve ¢emo veli¢ine nazivati vektorima.

Vektori su dakle vazan pojam u elementarnoj geometriji i fizici. Vezani su za
ravninu gdje im je odreden smjer i veli¢ina, pa ih mozemo poistovjetiti sa usmjerenim
duzinama.

Mogu se mnoziti s realnim brojevima i medusobno, a mogu se i zbrajati i oduzimati.
Ovim radom obuhvacéena je tema vektora i njihove primjene u osnovnim i srednjim
skolama, te moze posluziti kao podloga za uvodne sadrzaje fakultetkih kolegija poput
Linearne algebre.

U prvom poglavlju dajemo kratak pregled razvoja vektora kroz povijest i nekoliko
istaknutijih licnosti koje su dale svoj doprinos nastanku danasnje vaznosti vektora i
vektorskog racuna.

U nastavi matematike gradivo se nadovezuje jedno na drugo, te je od posebne
vaznosti toéno iznositi ¢injenice i gradivo kvalitetno obraditi radi daljnjeg cjelozivotnog
obrazovanja.

U drugom poglavlju dajemo, uz sve navedene cinjenice koje djeci treba izloziti, i pregled
ocekivanih postignuca i vrijeme obrade odredeno Nastavnim planovima i programima
za osnovnu i srednje skole. Poglavlje obiluje konkretnim primjerima primjerenima za
ucenike odredenih uzrasta.

Nadalje, dajemo pregled nekih osnovih pojmova za razumijevanje primjene vektora u
prostoru, sto se obraduje jos u nekim srednjim skolama.

Na kraju dajemo nekoliko primjera primjene vektora u zadacima u kojima se rijec
vektor i ne spominje, a koristimo ih u njihovu rjesavanju. Takvi se zadaci ¢esto mogu
rijesiti na viSe nacina, mi donosimo ovaj jedan.



Poglavlje 1

Povijesni kutak

Kao i kod drugih matematickih pojmova, tako je i s vektorima. Zbog njihova zora i
jasne intuicije nije moguce to¢no utvrditi vrijeme njihove pojave.

Uzmimo samo kao primjer pravilo paralelograma za zbrajanje vektora.

Mozemo li uopce zamisliti da to jednostavno pravilo nisu poznavali i rabili matematicari
i fizicari staroga doba?

Vektori su jedan od temeljnih pojmova suvremene matematike, ali njihov zacetak
nije u matematici nego u fizici.

Prvi ih koristi 1585. godine nizozemac Simon Stevin, a sto godina poslije Isaac
Newton tvrdi da je akceleracija uvijek istog smjera kao i sila koja ju je prouzrocila.
Zmanstvenici 16. i 17. stolje¢a pronalaze mnoge osobitosti vektora, ali ne koriste rijec
vektor.

Sama rijec¢ vektor je latinskog podrijetla, dolazi od rijeci veho,vectus - nositi, voziti.

1637. godine Rene Descartes uvodi koordinatni sustav, te nova metoda ra¢unanja
s vektorima dobiva veliki zamah. Suvremena teorija vektora razvija se tek od sredine
19. stoljeca i vezana je za geometrijski prikaz kompleksnih brojeva.

U razvitku vektorskog racuna i primjene djelovali su mnogi veliki matematicari:

e William Rowan Hamilton (1805.-1865.) razmatrajué¢i poopéenja kompleksnih
brojeva uz pojam kvaterniona uvodi usmjerene duzine i u trodimenzionalnom
prostoru.

e James Clerk Maxwell (1831.-1879.) prvi je razdijelio fizikalne veli¢ine na dvije
kategorije, skalarne i vektorske.



e August Ferdinand Moebius je 1827. objavio knjizicu Baricenticki racun u kojoj
je uveo pojam usmjerene duzine. Razvio je aritmetiku usmjerenih duzina te uveo
operaciju njihova mnozenja realnim brojem.

Slika1.1 August Ferdinand Moebius

e Herman Gaussmann (1809.-1877.) razvija novi geometrijski racun prosirujuci
koncepciju vektora iz ravnine i trodimenzionalnog prostora na prostor s konac¢no
mnogo dimenzija.

Slika 1.2 Herman Gaussmann

Tijekom 19. i 20. stolje¢a razvijala se teorija vektora koja je iz oruda mehanike i
geometrije izrasla u danas moderan i snazan jezik primjenjene matematike.
ekonomskih.

U nastavu matematike kod nas, vektori su uvedeni tek u drugoj polovici 20. stoljeca,
iako su u nastavu fizike uvedeni nesto ranije.

U danasnjoj nastavi matematike, vektori nisu primjereno zastupljeni. U svim zbirkama
(odgovarajuéih razreda) srednjih skola nalaze se i zadaci s vektorima, no ne u tolikoj
mjeri koliko bi trebali, obzirom na njihovu raznoliku moguc¢nost primjene.



Poglavlje 2

Vektori kroz ¢etiri obrazovna
ciklusa

Nacionalni okvirni kurikulum odreduje ¢etiri odgojno-obrazovna ciklusa za stjecanje
temeljnih kompetencija. Oni su redom:

e Prvi ciklus koji ¢ine L., IL., III. i IV. razred osnovne skole.
e Drugi ciklus koji ¢ine V. i VI. razred osnovne skole.
o Tredi ciklus koji ¢ine VII. i VIII. razred osnovne skole.

e Cetvrti ciklus odnosi se na I. i II. razred srednjih strukovnih i umjetnickih skola,
dok u gimnazijama obuhvaca sva ¢etiri razreda. Treba imati na umu da u srednjim
strukovnim i umjetnickim skolama opéeobrazovni sadrzaji se mogu poucavati i u
zavrSnim razredima, ovisno o profilu i potrebama skole, odnosno ucenika.

Odgojno-obrazovni ciklusi ponajprije sluze za kurikulumsko planiranje i progra-
miranje odgojno-obrazovnih podruc¢ja i predmetnih kurikuluma vodeéi se nacelima
medusobne povezanosti i smislene uskladenosti te jasnim optere¢enjem ucenika tije-
kom odredenog obrazovnoga ciklusa.
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Slika 2.1 Nacionalni okvirni kurikulum za stjecanje temeljnih kompetencija



1. Osnovna skola

Vektori se u nastavi matematike osnovnih skola prvi put spominju u drugom polu-
godistu osmog razreda. Obraduju se u uvodnom dijelu cjeline Preslikavanja ravnine.

S duzinom smo se prvi put susreli jo§ u nizim razredima osnovne Skole. Znamo da je
za nacrtanu duzinu, kojoj su krajnje tocke A i B svejedno imenujemo li je AB ili BA.

Duzina za koju znamo koja joj je pocetna, a koja zavrSna tocka zove se usmgjerena

duzina ili vektor.
Vektore ¢esto ozna¢avamo i malim pisanim slovima a, b, ¢, ...

/B —
vektor AB

A

Slika 2.2 Vektor AD

Kako je vektor usmjerena duzina, slijedi da ima i duljinu.
Duljina vektora AB jednaka je duljini duzine AB. Oznaka |ﬁ|: |AB|.

Smjer vektora razlikuje se od ”smjera’u svakodnevnom zivotu.
Za dva vektora koja pripadaju istom ili usporednim pravcima kaze se da su istog smjera

ili kolinearns.

D
= o

Slika 2.3 Kolinearnt vektori

Ako su vektori kolinearni ima smisla govoriti o njihovoj orijentaciji.
Ako strelice obaju vektora pokazuju na istu stranu kazemo da imaju istu orijentaciju.
Ako strelice vektora pokazuju na suprotne strane, kazemo da vektori imaju suprotne

orijentacije.
\ /M
Q R L N
S K

_) _} .o . B _-> . _) . . .o ..
Vektori PQ i RS imaju istu orijentaciju. Vektori KL i MN imaju suprotne orijentacije.

Slika 2.4 Orijentacija vektora



Dakle, vektore razlikujemo po:

e duljini,

e smjeru,

e (ako imaju isti smjer) i po orijentaciji.

Dva su vektora jednaka ako imaju jednake duljine, isti smjer i istu orijentaciju.
Dva su vektora suprotna ako imaju jednake duljine, isti smjer i suprotne orijentacije.
Vektor suprotan vektoru a je vektor —a.

Vektor koji pocinje i zavrSava u istoj tocki naziva se nul-vektor.
Oznaka 0, ima duljinu 0.

Primjer 2.1. Nacrtan je trapez ABCD. Sjeciste njegovih dijagonala je S.
Pomocu oznacenih tocaka odredite sve vektore koji imaju:

a) iste orijentacije kao vektor AB

b) suprotnu orijentaciju od vektora 5@

D C

Slika 2.5

Rjesenge:
a) Vektori AB i DC mmaju istu oryjentaciju.
b) Od vektora @ suprotno su orijentirani vektor: C@, Cﬁl 7 ﬂ



Primjer 2.2. Nacrtan je pravilan sesterokut. Pomocu oznacnih tocaka odredite sve
vektore:

a) jednake vektoru BC

B

Slika2.6 Vektor: jednaki vektoru BC su: 1@, SD i FE

b) suprotne vektoru ED

B

Slika 2.7 Vektori suprotni vektoru Eﬁ SU: ﬁ, S?, Cﬁ 1 Ei
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1.1. Zbrajanje vektora

Vektore mozemo zbrajati koristec¢i jedno od sljede¢a dva pravila:

e Trebamo nacrtati vektore tako da jedan pocinje u zavrsnoj tocki drugog, odnosno
da se nadovezuju. Zbroj takva dva vektora je vektor koji pocinje u pocetnoj tocki
prvog vektora, a zavrsava u zavrsnoj tocki drugog vektora.

Ovakvo zbrajanje vektora naziva se zbrajanje vektora po pravilu trokuta.

Pogledajmo sliku:

B B
b b
a a
¢ c
a+b
A A

Slika 2.8 Pravilo trokuta

Na slici su dva vektora AB i BC. Vektor BC pocinje u zavrsnoj tocki vektora
AB. Dakle, AB + BC = AC.

e Trebamo nacrtati vektore tako da pocinju u istoj tocki. Postupak opisujemo
prateci sliku:

D D C
b 5 S
b
/
A g B A 2 B A

Slika2.9 Pravilo paralelograma

Vektor b treba prenijeti u tocku B tako da je b= B? . Sada po pravilu trokuta
vrijedi @ + b = AB + BC = AC.

Uocimo da smo zbrajajuci vektore koji imaju zajednocku pocetnu tocku, nado-
punili pocetnu sliku do paralelograma ABCD. Takav postupak zovemo zbrajanje
vektora po pravilu paralelograma.

Koristedi se ovim primjerom mozemo lako pokazati da vrijedi pravilo komutativ-
nosti, odnosno da je a + b="b+a.

11



Primjer 2.3. Odredite zbroj vektora sa slike primjenjujuci pravilo trokuta i pravilo
paralelograma:

S

Q

Slika2.10
Rjesenje:

e Pravilo trokuta

Vektore nacrtamo tako da se vektor b nadovezuje na vektor a. Prenesemo au
tocku A tako da bude a = fﬁ, prenesemo b u tocku B tako da bude b = BC
Tadajefﬁz?h%a.

Slika2.11 Primjena pravila trokuta

e Pravilo paralelograma

Nacrtamo vektore sa zajednickom pocetnom tockom A tako da bude a = AB 7
b= AD pri cemu je ABCD paralelogram. Tada je AC = a+b.

Slika2.12 Primjena pravila paralelograma
Zbroj dvaju suprotnih vektora jednak je nul-vektoru
a+ (—d) = 0.
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Primjer 2.4. Nacrtajte tocke A i B i odredite vektor AB + BA.
Rjesenje:

f@ 1 Ei su suprotni vektori, pa je jﬁ + Ei = ﬂ = 0.

Primjer 2.5. Duljine stranica trokuta ABC jesu |AB| = 3 cm, |BC| = 4.5 c¢m i
|CA| =6 c¢m. Odredite duljinu vektora CB + BA.
Rjesenje:

CB+ BA=CA.

ICA| = |CA| = 6 em.

1.2. Oduzimanje vektora
Znamo da za oduzimanje brojeva vrijedi
a—b=a+(=b).

Isto vrijedi i za vektore.
Od vektora @ oduzeti vektor b znaci vektor @ zbrojiti s vektorom suprotnim
vektoru b.

—b=d+(-b).

QL

Primjer 2.6. Od vektora @ oduzmite vektor b.

S

Q)

Slika 2.13

Rjesenge:

Qy
|
SN
Qy

Slika 2.14

Vektor —b nadovezemo na vektor AB = @ tako da vrijedi BC = 0.
Tadajeﬁ:d—b.
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Primjer 2.7. Duljine stranica trokuta ABC jesu |AB| = 3.5 em, |BC| = 4 cm i
|CA| =6 c¢m. Odredite duljinu vektora CA - BA.
Rjesenge:

CA— BA - CA+ B - OB,

|@| =|CB| =4 cm.

1.3. Translacija (usporedni pomak)

Na pocetku svakog skolskog sata pomicemo stolac da bismo mogli sjesti, a isto tako
i pri ustajanju. U svakodnevnom zivotu vrlo ¢esto pomicemo predmete u odredenom
smjeru.

U matematici je usporedni pomak jedno od preslikavanja ravnine, a zove se translacija.
Kazemo da tocke ravnine translatiramo za zadani vektor a.

Definicija 1.1. Translacija za vektor d pr@slikavinle je ravnine koje svakoj tocki T
ravnine pridruzuje tocku T te ravnine tako da je TT = d.

Nastavnim planom i programom u osnovnoj skoli je predvideno nauciti translatirati
tocku, duzinu, pravac, trokut i kruznicu, te prepoznati lik koji je nastao translacijom
drugog lika.

Odredimo slike tocaka A, B i C' pri translaciji za vektor a:

Slika 2.15 Translacija tocke
Nacrtamo vektor jednak vektoru @ kojem je A pocetna tocka. Krajnja tocka A’ tog

vektora je slika toctke A pri translaciji za vektor @, vektor AA’ jednak je vektoru d.
Analogno postupamo za odredivanje slika tocaka B i C.
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Primjer 2.8. Translatirajte kruznicu za vektor a:
Rjesenje:

w\

Slika 2.16

Nagprige translatiramo srediste kruznice, a zatim oko dobivene tocke kao sredista
opisemo kruznicu radijusa jednakog radijusu zadane kruznice.

Primjer 2.9. Slike najprije precrtajte u biljeznicu pa translatirajte lik za zadani vektor
(tockice odgovaraju vrhovima kavadratica u biljeznici).

. €)

f) -

Slika2.17 Translacija

Translacijom se likovi preslikavaju u sebi sukladne likove. Tako translacija duzinu
preslikava u njoj paralelnu duzinu iste duljine, pravac u njemu paralelan pravac, trokut
u njemu sukladan trokut, a kruznicu ili krug u kruznicu ili krug istog radijusa.

U ispitu znanja najcesée se pojavljuju zadaci zbrajanja i oduzimanja vektora kao u
Primjeru 2.2., zatim primjena na pravilnim likovima kao u Primjeru 2.3 ili 2.6, te
translacija nekog od likova (vrlo ¢esto trokuta).

U ovoj cjelini se obraduju jos i druga preslikavanja ravnine (osna simetrija, centralna
simetrija i rotacija), pa je vrlo tesko odrediti usvojenost samih vektora kroz ispit znanja.
Srednja ocjena u jednom osmom razredu od 25 ucenika u Osnovnoj skoli Pleternica,
gdje sam radila, bila je 3.00, s tim da je samo nekoliko ucenika rijesilo zadatak sa
vektorima. To je samo mali pokazatelj kako djeca u osnovnoj skoli taj pojam tesko
shvacaju.
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2. Srednja skola

Ucenici tre¢ih razreda srednjih skola trebaju savladati osnovna znanja iz vektorske
algebre i uoc¢iti moguénost i snagu vektorskih metoda u geometrijskim zadacima i pro-
blemima.

U strukovnim trogodisnjim skolama vektori se samo spominju, dok se nesto vise obraduju
u ¢etverogodisnjim. Prema gimnazijskom nastavnom planu i programu, obrada vektora
je predvidena za drugo polugodiste tre¢eg razreda, te ima zasebnu cjelinu Vektori.

Na samom pocetku cjeline uvode se osnovni pojmovi (pojam vektora, duljina vek-
tora, smjer vektora, orijentacija vektora, jednakost, odnosno suprotnost vektora, te
nul-vektor) koje smo jednako tako definirali u poglavlju prije.

Jedina razlika je u definiranju jednakosti vektora, gdje se uvodi kriterij za jednakost
vektora i pojam radijvektora koji nije prije bio poznat ucenicima.

e Kriterij za jednakost vektora

Vektori AB i @ jednaki su onda i samo onda ako je ¢etverokut ABC'D parale-
logram.

Pokazimo:

Jedan je smjer ove tvrdnje oc¢it: ako je cetverokut ABCD paralelogram, tada
vrijedi |AB| = |CD|, a pravci AB i C'D su paralelni i orijentacije vektora AB i

I

Slika 2.18 Kriterij jednakosti vektora

CD su identic¢ne.

Obratno, ako je 1@ = @, tada su u cetverokutu ABCD dvije nasuprotne
stranice paralelne i jednake duljine, Sto je dovoljno da bi on bio paralelogram.

Definicija 2.1. Neka je O bilo koja tocka ravnine (ili prostora) i AB zadani vektor.
Tada postoji jedinstvena tocka T w ravnini (ili prostoru) za koju je OT = AB. Vektor
OT nazivamo radijvektor tocke T

16



2.1. Zbrajanje vektora

Zbrajanje vektora definira se koristeci fizikalni pristup:

e Ako camac plovi preko rijeke brzinom 3 m/s okomito na njezin tok, a brzina vode
je 1 m/s, kakva ¢e biti njegova putanja?
Na ovo pitanje su znali odgovoriti i stari Grei. Camac ée se gibati po praveu koji
je dijagonala pravokutnika koji ¢ine pojedina gibanja. Krene li camac iz tocke A
prema tocki B i ako cijelo vrijeme vozi okomito na tok vode, sti¢i ¢e na obalu u
tocki C.

Slika2.19

e Prije nesto vise od 400 godina nizozemski znanstvenik Simon Stevin rjesavao je
opcenitiji problem gibanja tijela na koje djeluju razlicite sile. Mnogo prije nego je
u matematici uveden pojam vektora , on je ispravno odgovorio na pitanje: moze
li se djelovanje dviju sila zamijeniti djelovanjem samo jedne sile koja ce imati isti
ucinak?

Slika 2.20

Zatim se definira zbrajanje vektora koristeci pravilo paralelograma i pravilo trokuta.
Primjeri su identi¢ni onima obradenim u osnovnoj skoli. Novost su svojstva operacije
zbrajanja vektora.

17



Svojstva operacije zbrajanja vektora

e Komutativnost zbrajanja vektora: za bilo koja dva vektora @ i b vrijedi

d+b=b+a.

Slika 2.21 Komutativnost zbrajanja

e Asocijativnost zbrajanja vektora: za bilo koja tri vektora a, bic vrijedi
(@+b)+E=a+ (b+0).

Zbroju ulancanih vektora odgovara vektor koji ima pocetak u pocetku prvog, a
zavrSetak u zavrsetku posljednjeg.

D
—~ s/
- i
e ll' — /
- b‘r -~ /
aty - . // —
~ A XY ¢
- N/
—~ d
- a+b g
- o ath 7/7/7_7(4
T /
— S
4 7 b
B

Slika 2.22 Asocijativnost zbrajanja

e Svojstvo suprotnog vektora: ako je @ bilo koji vektora onda za vektora —a vrijedi

—

i+ (—ad)=(—a)+a=0.
e Svojstvo nulvektora: ako je @ bilo koji vektor, onda vrijedi

0+d=a+0=a
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Primjer 2.10. Neka je ABC bilo koji trokut. Odredite zbroj vektora AB + BC + A,

Rjesenje:

Slika 2.23

To su vektori stranica ovog trokuta koji su odabrani da budu ulancani. Prema pravilu
za zbrajanje, rezultat je vektor kojemu je pocetna tocka pocetak prvog, a zavrsna tocka

zavrsetak treceq vektora: B
AB+BC+CA=AA=0.

Oduzimanje vektora

Oduzimanje vektora je operacija izvedena iz zbrajanja. Razlika vektora definira se
kao zbroj sa suprotnim vektorom:

-,

d—b=d+(—b).

Definicija 2.2. Razlika vektora G—b vektora @ ib odreduge se tako da se izaberu vektori
jednaki pocetnima, a koji imaju zajednicki pocetak. Tada je razlika vektor koji spaja
zavrsetak drugog sa zavrsetkom prvog vektora.

Slika 2.24 Razlika vektora d@ — b.
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2.2. Mnozenje vektora skalarom

Skalarom podrazumjevamo realan broj. U skupu realnih brojeva mnozenje je bila
operacija izvedena iz zbrajanja. Tako je, na primjer, zbroj a + a jednak broju 2a, te
a + a + a = 3a, itd. Prirodno je zahtijevati da isto svojstvo vrijedi i za vektore.
Vektor 2d definiramo kao zbroj @ + a.

Odredimo taj vektor: neka je @ = AB , nacrtamo jos jedan vektor @ s pocetnom tockom
B, paje a = B?; pritom su tocke A, B i C kolinearne i vrijedi |@| = |AB| = |BC/|,
onda je 2a= A

Slika 2.25 Vektor 2d

Za vektor 2a vrijedi:

e njegov smjer isti je kao i za vektor @
e vektori @ i 2d imaju istu orijentaciju
e za njegovu duljinu vrijedi |2d| = 2|al.

Postavlja se pitanje kako mnoziti vektor negativnim brojem. Prisjetimo se svojstava
mnozenja realnih brojeva: umnozak realnog broja a i negativnog broja -2 je broj
suprotan broju 2a. To ¢emo svojstvo zahtijevati i za mnozenje vektora negativnim
skalarom: umnozak (-2)@ bit ¢e vektor suprotan vektoru 2a.
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Definicija 2.3. Vektor @ mnozi se skalarom « tako da se dobije vektor ad sa svoj-
stvima:

1. duljina mu je jednaka umnosku apsolutne vrijednosti skalara v duljine vektora

|ad] = |of|dl

2. smjer mu je jednak smjeru vektora @

3. orijentacija mu je jednaka orijentaciji vektora @ ako je o > 0, a suprotna orijen-
tacigi vektora a ako je a < 0.

—

a

/
od
a0
"//OEE//'

(o< 0)

Slika2.26 MnozZenje vektora skalarom

Koristeci se vektorima mozemo vrlo zorno i jednostavno dokazati neke vazne ge-
ometrijske Cinjenice.

Primjer 2.11. DokaZite Poucak o srednjici trokuta: Duzina koja spaja polovista
dviju stranica trokuta zove se srednjica, paralelna je trecoj stranici i od nje upola kraca.
Rjesenje:

Slika 2.27

Neka je dan trokut ABC' i neka su M i N polovista njegovih stranica AC i BC.
Mozemo zapisati jednakosti:

AM + MN + NB = AB

MN = MC + CN

Zbrojimo ove dvije jednakosti i dobiwamo:

AN + 2MN + NB = AB + MC + CN

AN = M€ i ON = NB = 2MN = AB.

Vektori su kolinearni, a vektor AB dvostruko je dulji od vektora MN.

Time je poucak dokazan.
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Definicija 2.4. Za vektor dy kaZemo da je jediniéni vektor ili ort ako je njegova
duljina |do| = 1.

Podijelimo li bilo koji vektor @ (razli¢it od nulvektora) njegovom duljinom!, dobit
¢emo jedini¢ni vektor dy:

Ovako definiran vektor @y je kolinearan vektoru @, ima istu orijentaciju i duljina
mu iznosi:

Kriterij kolinearnosti

e Vektori @ i dy (dy # 0) kolinearni su onda i samo onda kad postoji skalar k takav
da vrijedi
61 = ]{ZCLQ.

2.3. Linearna nezavisnost vektora

Definicija 2.5. Linearna kombinacija dvaju vektora dy i dy je svaki izraz oblika
()6151 + 0625:2.

Skalare aq, as nazivamo koeficijentima linearne kombinacije, a ako su oba jednaka
nuli onda je linearna kombinacija jednaka nulvektoru.
Kriterij kolinearnosti isto tako mozemo zapisati kao jednu linearnu kombinaciju
vektora:
dl = kd’g

62:0

o

1-a; —
Definicija 2.6. Dva su vektora d, i ds linearno nezavisna ako iz jednakosti
05161 + CXQCTQ =0

nuzno slijedi da je vy = ap = 0.
U suprotnom slucaju su @, i as linearno zavisni. Tada postoji linearna kombinacija
jednaka nulvektoru, kojoj svi koeficijenti nisu jednaki nuli.

Za svaka dva linearno nezavisna vektora d; i do kazemo da ¢ine bazu vektorskog
prostora V? .

1 Zapravo se radi o mnozenju vektora skalarom jednakim reciproénoj vrijednosti duljine vektora.
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Primjer 2.12. Primjeri linearno zavisnih i nezavisnih vektora:
- linearno zavisni vektori su: vektor: 1@, 1@ 1 E paralelograma ABCD.

- linearno nezavisni vektori su: vektor i kojeg reprezentira orijentirana duzina OE
1 vektor j kojeg reprezentira orijentirana duzina OFsy gdje je O- ishodiste, Fy -
tocka (1, 0) i Ey - tocka (0, 1) pravokutnog koordinatnog sustava u ravnini.

Kolinearnost i linearna nezavisnost

e Dva su vektora kolinearna onda i samo onda kad su linearno zavisna.

e (; 1 dy su nekolinearni vektori onda 1 samo onda ako su linearno nezavisni.

Primjer 2.13. Neka je u trokutu ABC tocka D poloviste stranice BC. Izrazite vektor
tezisnice AD kao linearnu kombinaciju vektora stranica AB i AC.
Rjesenje:

Slika 2.28

Vryedi:

AD - AC' + O

AD = AB + BD.

Zbrojimo ove dvije jednakosti v dobivamo:

2AD = AC +CD + AB + BD.

Vektori C'D 1 BD imaju istu duljinu 1 smjer, a suprotne orijentacije, zato su oni
suprotni vektori i vrijedi:

CD + BD =0 — 24D = AC + AB.

Konacéno dobivamo trazni izraz:

@:;@%@.

Rastav vektora
Neka su @; i @» linearno nezavisni vektori: baza u V2. Svaki se vektor b € V2 moze

prikazati kao linearna kombinacija vektora baze:
b= 04161 + 06262.

Kazemo da smo vektor b rastavili na komponente po vektorima a; i do. Koeficijenti ay
i ap linearne kombinacije nazivaju se koordinate vektora bu prikazu pomocu vektora
61 i 52.

Prikaz vektora u obliku b = a1d1 + aods je jedinstven, Sto znaci da postoji samo
jedan izbor koordinata «y i g za koje vrijedi izraz.
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2.4. Vektori u Kartezijevom koordinatnom sustavu

Dva su istaknuta vektora u Kartezijevom koordinatnom sustavu.

7: jedini¢éni vektor na osi apscisa,

-

7: jedini¢ni vektor na osi ordinata.

Par vektora (zﬁ7 j) ¢ine bazu Kartezijevog pravokutnog sustava.

}F
ML M
yei
j x
o i X m

Slika 2.29

Definicija 2.7. Radijvektor @ = Oﬁ tocke M(x,y) mozemo prikazati kao linearnu
kombinaciju vektora i,j ovako:

(ﬁﬁ = zi + y;

Realne brojeve x iy nazivamo koordinate vektora Of@.
Opcéenitije vrijedi:
Vektor AB s pocetkom u tocki A(x1,y1) 1 zavrsetkom u tocki B(xs,ys) ima prikaz:

—

AB = (22 — )i + (y2 — 11)J

Slika 2.30

Kriterij za jednakost vektora
Dva su vektora @ = a,t + a,j i b = byi + b,j jednaka onda i samo onda ako im se
podudaraju njihove pravokutne koordinate:

i=b<+<=a, ="b,, ay,=b,

24



Duljina vektora
Formula za udaljenost dviju tocaka A(xq1,y1) 1 B(xe,y2) glasi

|AB| = /(2 — 21)? + (2 — y1)2.
Ta je udaljenost jednaka duljini vektora AB:
|f@| = v/(z2 — 21)% + (32 — y1)2.

Opéenitije: duljina vektora @ = a,i + ayj je

@] = /a2 + a2.

Primjer 2.14. Tri uzastopna vrha paralelograma su tocke A(—3,2), B(1,=3) i C(4,0).
Odredite duljinu dijagonale BD paralelograma.
Rjesenje:

Slika 2.31

Vektori AB i DC su jednaki. Iz te ¢injenice odredit ¢emo koordinate tocke D(x,
Izjednacimo AB = 4i— 57 i DC = (4—x)i+(0—y)j: 4i—5] = (4—z)i+(0—y)
Izjednacavanje odgovarajucih komponenti daje x=0 1 y=>5.

Tako smo odredili tocku D(0,5).

Konacno je: |@| =/(rg —ap)* + (yp — yp)* = V65.

Z.
J-

2.5. Dijeljenje duzine u zadanom omjeru

Neka je AB zadana duzina i C' neka njezina tocka. Kazemo da C dijeli duzinu AB u

omjeru A ako vrijedi |[AC| : |CB| = .

Dijeljenje duzine u zadanom omjeru mozemo jednostavno opisati koristenjem vektora:
Neka je A pozitivan realan broj. Tocka C dijeli duzinu AB u omjeru \ ako vrijedi

AC = \CB.

Ako znamo koordinate toctaka A i B u Kartezijevom sustavu, onda iz posljednje
jednadzbe mozemo lako odrediti koordinate tocke C' koja duzinu AB dijeli u omjeru A:

. :QZA+>\SCB :yA—i—)\yB
C IS v Yo 1o
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Poloviste duzine
Poloviste P duzine AB je tocka koja duzinu dijeli na dva jednaka dijela.
Kako je |/ﬁ§| = |ﬁ| = =1
Dobivamo da poloviste P ima koordinate:

. _Zatzp _Yatys

r 2 2

Teziste trokuta
Teziste T trokuta ABC' s vrhovima A(xa,y4), B(xzp,yB), C(zc,yc) ima

koordinate:
_ Tat+xp+2C _Ya+ys+yc
rp = ———F/, Yr = f

3

Primjer 2.15. Tocka B(3,—1) vrh je trokuta ABC, tocka P(1,0) poloviste je njegove
stranice AB, a tocka T(2,2) teZiste trokuta. Odredite koordinate ostalih dvaju vrhova
trokuta.

Rjesenje:

Slika 2.32

Tocka P poloviste je stranice AB. Kako je zadana tocka B, onda moZemo odrediti
koordinate tocke A.

3
Izq:p:%il:xa;

Yya + ys
2

Koordinate tocke C' odredit éemo iz koordinata tocaka A, B i T.

Analogno, yp = — yy = 1.

TAa+xp+2T

3
_ Ya+tys+yc

Analogno, yr = s = yo = 6.
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2.6. Skalarni umnozak

Upoznajemo jos jednu operaciju - mnozenje vektora. Rezultat ovog mnozenja je skalar,
zato se ta operacija naziva skalarni umnoZak ili skalarni produkt.

A

Slika2.33

Definicija 2.8. Skalarni umnoZak ili skalarni produkt vektora d i b je realan
broj @ - b definiran s
a-b=1ldl-|b|-cose,

gdje je @ kut izmedu vektora a i b.

Ako je neki (ili oba) od vektora @ i b nulvektor, onda se pojam kuta izmedu vektora
ne definira, tada je skalarni produkt po definiciji jednak nuli.

AN

b 5 B\, .
. mih =
a a a
a-b>0 2.b=0 e beid
Slika 2.34

Ako je skalarni umnozak jednak nuli, onda je ili jedan od vektora nulvektor, ili je
kut izmedu vektora pravi, pa su vektori okomiti. Tada piSemo a L b.

Skalarni umnozak se moze izracunati iz prlkaza Vektora u koordinatnom sustavu:
Skalarni umnozak vektora @ = a7 + ayj 1 b= byi+ by j racuna se formulom

g b= agzby + ayb,.

Kut izmedu vektora

Ako su zadani vektori @ = ai + ayji b= bt + byj, primjenom skalarnog produkta
mozemo izracunati kut izmedu tih dvaju vektora:

vrijedi @- b = |d| - |b] - cos o = Va2 +az -\ /b2 42 - cos .

Takoder je a - b= azby + ayb,, pa izjednacavanjem dobivamo:

a;by + ayby,
VaZ+al- 02402

cos p =
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Svojstva skalarnog umnoska

Za sve vektore a, bicisvaki skalar A € R vrijedi:
1. pozitivnost: d-a >0, d-da=0<«<=a=0

2. komutativnost: @-b=1b-a

3. homogenost: (Ad@) b= A(a-b)

\_/l
oy
I
ST
oy
+
Sl
oy

4. distributivnost: (@ +

Primjeri i primjene skalarnog umnoska

Vektori se koriste u mnogim dokazima jer zorno i jednostavno dolazimo do rjesenja,
tako se vektorski dokazuju i Poucak o srednjici trokuta, Poucak o srednjici trapeza,

Talesov poucak i mnogi drugi.
Primjer 2.16. Dokazite Talesov poucak: obodni kut nad promjerom kruznice je pravi.

Rjesenje:

Slika 2.35

Neka je AB promjer krusnice, S srediste i C' bilo koja tocka na luku kruznice.
Moramo pokazati da je AC - BC' = 0.

T2 a2 T (B4 T
B +ﬁ SR M.

_ "3 1% 4 (A3 + BS) . 5O + 5C- 50
- - (@8] +[sf -0

Koristili smo c¢injenicu da su B 1 ﬁ suprotni vektori.
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Primjer 2.17. DokaZite da su dijagonale romba medusobno okomite.
Rjesenje:

Slika 2.36

Dva su vektora medusobno okomita ako je njihov skalarni produkt jednak nuli:
ilb=a b=0,
Sa slike: zﬁ:d'—i-g, DEB=d—b.

Buduéi su kod romba sve stranice sukladne vrijedi: |@| = |b| = |@|*> = |b]2.
Dijagonale romba su okomite ako je njihov skalarni produkt jednak nuli, odnosno:
AC' - DB = 0. Provjerimo:

AC-DB=(a+b)-(@—D)=d-ad—

@l
0“1
S

+b-

}

Primjer 2.18. DokaZite da se sve tri visine trokuta sijeku u jednoj tocku.
Rjesenje:

Q“l

Sa H oznacimo presjecnu tocku dviju visina spustenih iz vrhova B i C.
Tadajec"ﬁj_@ iﬁL@, odnosno CH - AB = 0 i BH - AC' = 0.
Moramo pokazati da vrijedi AH 1 @, 0dnosno AH - B? =0
AH -BC = AH - (AC — AB) = AH - AC' — AH - AB

(AB + BH) @ (AC + CH) - AB

—@@wﬁm Tc@ CH - AB = 0.
Primjer 2.19. Izracunajte o = <((a@,b), ako je |@| = |b| # 0 i ako su vektori T = 2a+b
1y = —4d + 5b medusobno okomiti.
Rjesenje:

Neka je |d| = |g| = a. Vektori Z i i su medusobno okomiti pa vrijedi Z - ij = 0.
Odnosno, . .
(2d+0) - (—4d+5b) =0
—8a* + 5b° + 6ab = 0
6|dl - |b| - cos <t(@, b) = 8|d|?> — 5/b|?

3a? 1
0sp =55 = 5
v = 60°
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Primjer 2.20. Vektori a, bidc imaju pocetak u zajednickoj tocki © u parovima su line-
arno nezavisni. Ako je zavrsetak vektora b jednako udaljen od zavrsetaka vektora a i c,
pokazite da su vektori d — ¢ i d + ¢ — 2b medusobno okomiti.

Rjesenje:

Slika 2.37

Z| = || ili |b—a]| = |¢—b], odnosno (b—a@)? = (¢—b)2, iz cega slijedi niz jednakosti:

Posljednja jednakost znaci da su vektori d — ¢ i d + ¢ — 2b medusobno okomiti.

Primjer 2.21. Duvije teZisnice trokuta su medusobno okomite. DokaZite da je tada
zbroj kvadrata duljine tih tezisnica jednak kvadratu duljine trece teZisnice.
Rjesenje:

Neka su t, i t, medusobno okomite tezisnice trokuta ABC, trebamo pokazati da je
tada:
2+t =t

Za vektore tezisnica trokuta vrijedi: to+ty+1t. = 6, a odatle je
t_;t + El; = _tc

(fa +1)* = (—t.)*
241242, -ty =12

—

zbogf:lj_fg,:ta-ﬂzo,paje
2+t =2
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Primjer 2.22. Odredite realan broj m tako da vektori @ = (2m — 1)?—1— 37 i

b=3i+ (2m — 1)j zatvaraju sa vektorom i jednake kutove.

Rjesenje:

Za jedinicne vektore i i j vrijedi: i-i=j-j=1,1-J=7j-i=01i |i| = m =1.
Promotrimo skalarne produkte vektora a i b s vektorom i.

Uvjet je da zatvaraju s vektorom jednake kutove:
izd-i=|al-|i|-cosaib-i=|b|-|i|-cosa

slijedi da je

ai b-i
COS ¥ = . =5 1 COSOY = — -
jal - 2 0] - 2]
a7 b-7 om — 1 i i+ @2m-175)-7
:>j”ﬁzqﬂz>(( )Z+3J)Z_(3Z+(m )j) - i
@l - li|  |b] - |i] \/(Qm—l) +32-1 /3 + —1)2-1
(2m —1)i-i+37-1 32 z+(2m—1)j;
V(@2m —1)2 4 32 V324 (2m — 1)?
(2m—1)-14+3-0 3-1+(2m—1)-0
2m—1)249 9+ (2m —1)2
2m —1 B 3

= —=2m—-—1=3=—=2m=4= m = 2.
Vm—12+9  /9+ (2m —1)2

31



Poglavlje 3

Vektori u prostoru

Vektori u prostoru obraduju se prema Nastavnom planu i programu u tre¢em razredu
prirodoslovno matematicke gimnazije. U tu svrhu koristi se dodatna literatura: doda-
tak za 3. razred prirodoslovno - matematicke gimnazije.

Ucenici upoznaju skalarni i vektorski produkt, te definiraju mjesoviti produkt.

Na drzavnoj maturi, vektori se mogu pojaviti na visoj razini ispita iz matematike gdje
se pojavljuju zadaci vezani uz linearne kombinacije vektora.

Detaljnije proucavanje vektora mozemo sresti na studiju matematike u sklopu kolegija
iz linearne algebre na prvoj godini. Konkretno na Odjelu za matematiku u Osijeku u
sklopu kojegija Geometrija ravnine i prostora.

Na mnogim drugim studijima uvodi se pojam vektora, skalarni, vektorski i mjesoviti
produkt, zatim linearne kombinacije vektora, linearna zavisnost i nezavisnost te prikaz
vektora u ortonormiranoj bazi.

Uglavnom se obraduju u uvodnim kolegijima matematike.

Prema dostupnim podacima, vektori se spominju i prouc¢avaju na:

e Studijima strojarstva, brodogradnje, elektrotehnike i racunarstva.

e Studijima arhitekture i geodezije (u zadacima se pojavljuju vektorski i skalarni
produkt, izra¢unavanje povrsine trokuta, jednakost vektora, kut izmedu vektora).

e Gradevinskom fakultetu (vektori predstavljaju kljuéni dio gradiva kolegija Me-
hanika I i Mehanika II gdje se koriste za proucavanje djelovanja sila).

e Fakultetu prometnih znanosti (u zadacima se izracunava kut izmedu vektora, te
koristi jednakost vektora).

e Kemijsko - tehnoloskom, Prehrambeno - biotehnoloskom, Tekstilno - tehnoloskom
fakultetu

e Pomorskom fakultetu

e Ekonomskom fakultetu (konkretno, vektori se spominju i koriste na Ekonomskom
fakultetu u Osijeku u kolegiju Kvantitativne metode za poslovno odluéivanje).

U ovom poglavlju nalaze se primjeri koji mogu posluziti za bolje shvacanje pojma
vektora, primjene skalarnog i vektorskog produkta.

Ali isto tako kao temelj za razumijevanje pojmova koji se mogu upoznati na raznim
studijima, ne samo matematike, kao Sto je ranije navedeno.
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Koordinatni sustav Euklidskog prostora ima tri dimenzije, odnosno tri koordinatne
osi: os x - apscisa, os y - ordinata i os z - aplikata.
Na osi z jedini¢ni vektor ima pocetak u ishodistu, a kraj u tocki (1,0, 0) i oznacavamo ga
s 7, na osi y jediniéni vektor je s pocetkom u ishodistu i krajem u (0,1,0) i oznacavamo
ga s f, a na osi z jedini¢ni vektor je s poc¢etkom u ishodistu i krajem u (0,0,1) i

oznacavamo ga s k. Ova tri vektora zovemo koordinatnim vektorima.

'
) J y
by
-
Slika 3.1

Vektorski prostor V3 ili X (5to je ¢es¢a oznaka i u daljnjem tekstu ¢emo ju koristiti)
je skup svih radijvektora u prostoru snabdjeven operacijama zbrajanja i mnozenja
skalarom.

Polozaj svake tocke prostora jednoznacéno je odreden uredenom trojkom koordinata
(x,y,z). Samim tim i vektor AB gdje A(x1,y1,21) , B(Z2, s, 22) ima tri komponente:

AB = (22 — 21)i 4 (g2 — 11)J + (22 — 21)E,
1@ = aJ—{— ayj—l— aZE.

Uredena trojka linearno nezavisnih vektora iz Xy naziva se baza vektorskog
prostora X;,. Posebno je pogodno ako za bazu vektorskog prostora Xg izaberemo bas
uredenu trojku medusobno okomitih i jedini¢nih vektora, koje obitno oznacavamo s
(1,7, k). Takav izbor baze se zove ortonormirana baza vektorskog prostora.

Neka vektorski prostor ima za bazu skup jedini¢nih vektora B = (Z, j, k), znaci da se
svaki vektor prostora moze na jedinstven nacin prikazati pomocu jedini¢nih vektora:

a = a,i+ ayj—f— ale.

Brojeve ay, a,, a, zovemo koordinate vektora a@ u bazi (;, 7, lg)
Takoder vrijede i slicne formule za jednakost i zbrajanje dva koordinatno zadana
vektora, kao i mnozenje vektora skalarom: dani su vektori @ = a,i + a,j + a.k i
b=byi+ by;'—k b.k i skalar X\ te vrijedi:

e jednakost vektora

d=0b < ay = by, a, = by,a, = b,
e zbrajanje vektora
G4 b= (a4 by)i + (ay +by)J + (a. + b.)k,
e mnozenje vektora skalarom

AT = Nagi + )\ayf—i- Aak.
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1. Produkt vektora

Rezultat produkta vektora u vektorskom prostoru Xg moze biti skalar ili vektor:

@-b— skalar

@ x b — vektor

1.1. Skalarni produkt

Skalarno mnozenje u Xg izvodimo analognim nacinom koriste¢i standardna svojstva iz
V2 uz dodatak treée dimenzije tamo gdje ona postoji.

Skalarni produkt vektora a i b jednak je zbroju umnozaka odgovarajucih koordinata
vektora:
a-b=azb, +ayb, + a.b,.
Slijedi uvijet ortogonalnosti (okomitosti):
vektori @ i b su ortogonalni <= ad-b=0 a,b, + ayb, + a.b, = 0.

Kao i formula za kut izmedu vektora @ i b (pod uvjetom da niti @ niti b nije jednak
nulvektoru):
azby + ayb, +a.b,

VaZ 4 aZ +aZ\/0E + b2+ 02

cos p =

1.2. Vektorski produkt

Definicija 1.1. Vektorski produkt dva nenulvektora a, be Xy je vektor ¢ € Xg koji
oznacavamo s ¢ =a X b , ima svojstva:

(i) |@x bl =|dl-|b|-sing, ¢ =<(a,b)
Apsolutna vrijednost vektorskog produkta jednaka je povrsini paralelograma sto ga
zatvaraju ta dva vektora.

(i1) vektor ¢ je okomit na ravninu odredenu vektorima d, b,
(iii) trojka (@,b,7) ¢ini desni sustav.
Ako je jedan od vektora (_z’,g nulvektor, vektor ¢ takoder je nulvektor.

Medutim vrijedi i obrat: ako je vektorski umnozak jednak nulvektoru, vektori mo-
raju biti kolinearni.

Naime, iz @ x b = 0 slijedi || - [b] - sin = 0. Sad je ili jedan od vektora jednak nul-
vektoru (i onda jasno kolinearan s drugim) ili je siny = 0. U tom sluc¢aju kut izmedu
vektora jednak je ¢ = 0° ili ¢ = 180°, pa su vektori kolinearni.

Pojasnimo jos orijentaciju sustava: razlikujemo dvije razlicite orijentacije sustava -
pozitivni (desni) i negativni (lijevi). Desni sustav je dobio ime po tome $to raspored
njegovih osiju odgovara rasporedu prva tri prsta desne ruke: ako os z usmjerimo u
smjeru koji pokazuje palac desne ruke, a os y u smjeru kaziprsta, tada srednjak odreduje
polozaj osi z.

34



=y

(=t}
W
=11

Slika 3.2 Vektorski produkt

Vrijede jos i slijedeca svojstva:

e antikomutativnost: Axb=—bxa

e homogenost: M@ % b) = (A@) x b=a x (\b)

o distributivnost s desna: (@+b) X E=aXE+bx T
distributivnost s lijeva: @ X (b+¢7) =adx b+d x €

e @xb=0 ako je @ =0 ili b = 0 ili ako su vektori @ i b kolinearni

Vrijedi (tablica mnozenja za ortonormiranu bazu (;, 7, IZ) vektorskog prostora Xg):

x| 7 7 k
10k -
jl-k 0 7
k| j —i 0

-

Teorem 1. Za vektore @, be Xo zadane u pravokutnom koordinatnom sustavu (O; 1, f, l;) :

a = azi + ayj + a.k

b= byi+byj + b.k
vrijedi formula
7T E
axb=\|a, a, a,
b, b, b,
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Dokaz:
Primjenom tablice mnozenja dobivamo:

0% b= (agi + ayj + a.k) x (byi + b,j + b.k)
= —aybx/; + aszf+ axbyl; — azby;— axbzfjt aybzz

= i(ayb. — a.b,) — j(azb. — aby) + k(azb, — ayb,)

2l ay a; - a, a, =l ay  ay
=y, b | T b b | TR, by‘
odakle direktno slijedi trazena formula. |

1.3. Mjesoviti produkt

Mjesoviti produkt tri vektora a, I;, ¢ € Xp je realan broj definiran s:

(@,b,8):=a-(bxa).
Uporabom formule za skalarni i vektorski produkt za vektore d = gl + Qy j + azk:
b="h ol + byJ + b, K, C—CxZ+Cyj+Czk dobivamo:

-,

a- (5 X @) = (aJ—i— ayf—k azlg) [(bye, — bzcy);+ (b,cp — bzcz)j+ (bycy — bycy )k

= a,(byc, — bsey) — ay(b.cy — byc,) + ay(bycy — bycy)

Ay Ay @
=| by b, b,
Cx Cy C;
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Geometrijsko znacenje mjesovitog produkta:

Slika 3.3

Pretpostavimo da su zadana tri linearno nezavisna vektora da, l;, ¢ € X kao na slici.
Vektorski produkt @ x b je vektor okomit na ravninu odredenu vektorima a i g, a
njegova duljina jednaka je povrsini paralelograma kojeg odreduju ti vektori.
Skalarni produkt mozemo shvatiti kao produkt duljine vektora a x b (povrsine parale-
lograma) i projekcije vektora ¢ na vektor @ x b. Ovu projekciju mozemo shvatiti kao
visinu paralelepipeda odredenog vektorima d, I;, ¢, a onda mjesoviti produkt vektora
a, g, ¢ predstavlja volumen tog paralelepipeda.

Iz definicije mjesovitog produkta i njene geometrijske interpretacije neposredno sli-
jedi tvrdnja da su tri vektora @, b, ¢ komplanarni onda i samo onda ako je (a, b, ¢) =0.

Linearna zavisnost vektora

Ovdje razlikujemo linearnu zavisnost dva vektora (kolinearnost) i linearnu zavisnost
tri vektora (komplanarnost).
Po analogiji sa uvjetom zavisnosti dva vektora u ravnini, mozemo zakljuciti da su dva
vektora u prostoru a = aJ—i— ayf—l— azlg ib= bJ—F by;+ sz linearno zavisni ako i samo
ako vrijedi:

ag by =a, by =a, :0b,.
Za provjeru linearne nezav1snost1 tri vektora korlstlmo jednostavan kr1ter1J

neka su dani vektori @ = amz + ayj + azk: b= b, i+ by] + b, kic= Cyl + cyj + czk:
linearno su zavisni ako i samo ako je

ay Qy a,
b, b, b, |=0.
Cx Cy C
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2. Primjeri

Primjer 3.1. U tetivnom cetverokutu ABCD dijagonala BD raspolavlja dijagonalu
AC'. Dokazite da vrijedi:

2|BD|? = |AB)? + |BC|* + |CD|?* + |DAJ.

Rjesenje:

Slika 3.4

Ako je O sjeciste dijagonala zadana cetverokuta, tada je (ﬁ = —O? . Takoder je:
AB=0B-0
BC = OC — OB
CD = 0D — OC
DA =0A-0D.
Stoga je:
|AB|? + |BC|* + |CD|? + |DA|? = AB +BC" +CD + DA’
= ((ﬁ?—@i)%r(@—@)QH@—@)?H@L@)?
_ OB’ — 908 04+ OX’ + OC" — 200 O + OB+
0D —20D-0C + 0C" +0A —20A-0D + 0D’
— 208 + 204" +20C" +20D°
—20B - OA + 204 - OB + 20D - OA — 204 - OD
= 2|0OBJ? + 4|0A|* 4+ 2|0OD}?
= 2(|OB|* + 2|0A]| - |OC| + |OD|?)
= 2(|OBJ]?> +2|0B| - |OD| + |OD|?)
— 2008 —20B-0D +0D)
—2(0D — OB)?
—9BD" = 2|BDP,
odnosno: |AB|? + |BC|? + |CD|? + |DA|? = 2|BD|*.
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Primjer 3.2. Izracunagte povrsinu trokuta ABC' zadanog s A = (1,2,3), B = (0,—1,2),
C =(3,3,0).

Rjesenje:

Povrsina trokuta jednaka je polovici povrsine paralelograma razapetog s vektorima
AB i AC.

Slika 3.5

Kako je AB = —i— 3;— /;, 1@ = 25—1—5— 3k vrijedi:

) T k
PAABC:—’EXB‘:— -1 -3 -1
2 2 2 1 -3

1| . B} |
:5‘1(9+1)—j(3+2)+k;(—1+6) — V150~ 6.12.

Uoc¢imo da na jednostavan nacin rjesavamo naocigled slozen problem, jer smo nasli
povrsinu trokuta smjestenog u prostoru, a nismo ga morali ni skicirati. Na isti nacin
mozemo provjeriti leze li tri tocke na pravcu, jer ¢e u tom sluc¢aju povrsina trokuta biti

jednaka nuli.
Na slican nacin mozemo izracunati povrsinu bilo kojeg poligonalnog lika u prostoru,

jer svaki takav lik mozemo rastaviti na trokute.
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Primjer 3.3. Tocka D uzeta je na hipotenuzi AB pravokutnog trokuta ABC, okomica
uw D na hipotenuzu sijece stranicu BC u tocki E. Tocka F je simetricna tocki E s
obzirom na tocku D. Tocke G i H su polovista duzina CD, odnosno AF. DokaZite da
je <BGH pravt.

RjeSenje:

Dovoljno je pokazati da je CT]? ? =0.
GH ~ GO (A4 A1, GH = GD + DT +
°GH = (@+GT5 +(ﬁi+4F) (ﬁ F
Budu01je@+@—ﬁ+?:61ﬁ:mlmamo
2GH = CA + ED.

S

a

tn

S G A
L
L
Slika 3.6

Zhog BG = L(BC + BD)
vrijedi: QG? — B + Eg

paJeQCﬁ 2@ Cﬁ—l—ﬁ C@—i—?
ili

AGH -GB=CA.CB+CA DB+ED-CB+ED DB
(CA.CB=ED-DB=0)
—CA-DBE+FED.-CB
—CA. (DE+EB)+ED-CB
_ac Eﬁwﬁ Hﬂﬁﬁ o
(CA-EB =0)
— ED(AC + CB)

—ED-AB=0

a odatle je (7[7@ = 0.
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Primjer 3.4. Nadite duljine dzyagonala paralelograma odredena vektorima
A —32—2j+l€ i A —3]—l€

Rjesenje:

Ako je C ¢etvrti vrh paralelograma ABC D, vektori dijagonala AC i BD su jednaki:
AC = AB+ AD =37 + ], )

BD = AD — AB = —3i + 5] — 2k.

Zato je:

AC| = I+ 150 =10, |BD| = o+ 2571 = V3.

Primjer 3.5. Izracunajte tangens kuta $to ga cine vektori a = 2 — f+ 2k i

b=—i—3]+k.
Rjesenje:
) |axb] @ E|
~  sin 1ol a x
tg<(a@,b) = Pl _ 922
COs ab_ a-b
al-|b
Bududi je

Gxb = (20— j+2k) x (== 3]+ k)
:—62><]+22><k:+j><z—jxk—2k><z—6k‘><j
:—6k:—2j—k—z—2j+6z
=5 — 4]—7k.

|@ % b| = v/25 + 16 + 49 = /90 = 3/10.

i-b=-2+3+2=3

Konac¢no: tgp = V10.

Primjer 3.6. Vektorid = 3i—4j i b=2i+ 27 odreduju trokut. Odredite duljinu visine
trokuta spustene na stranicu a.

Rjesenje:
1 , LN T
2 3 0
Buduéi da je a = |d] = vVI+ 16 =51 2P = a - v,, slijedi:
2P 17
Vg = — = —.
a )
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Poglavlje 4

Primjena vektora u planimetriji i
stereometriji

U nekoliko primjera prikazana je primjena vektora u planimetriji i stereometriji u za-
dacima gdje se se rije¢ vektor ne spominje, a koristi se u rjesavanju zadanog problema.

Zadaci poput Primjera 4.1 i 4.2 su pogodni za teze zadatke na pismenim ispitima u
tre¢em razredu matematicke gimnazije. Primjeri 4.3, 4.4, 4.5 1 4.7 odgovaraju primje-
rima zadataka kakvi se pojavljuju na natjecanjima iz matematike u cetvrtom razredu
srednje Skole, dok se Primjer 4.6 moze pojaviti na pismenom ispitu na prvoj godini
studija.

Primjer 4.1. Duljine dviju nasuprotnih stranica konveksnog cetverokuta su |AB| = a
i |CD| = ¢, te kut tih dviju stanica p. Izracunajte udaljenost polovista drugih dviju
stranica cetvarokuta ABCD. Koja je planimetrijska interpretacija posebna slucaja
© = 90°?

Rjesenje:

Slika4.1

Polovista stranica BC i DA oznac¢imo s P, odnosno Q, a udaljenost |PQ| = d.
Nekajeﬂ:ai@:c, tada je

PO = ﬁ + Ei + m;

PG = PC +CD + DQ.

Zbrajanjem i kvadriranjem ovih jednakosti dobivamo:

9P’ = (BA+ CD)? = BA +CD +2BA-CD;

d=1/a>++2-a-c-cosp.




U posebnom slucaju ¢ = 90° imamo: (2d)? = a® + ¢ $to se lako planimetrijski
pokaze:

Slika 4.2
Neka je PM=BA=diPN=0CD = ¢, tada je ocito da vrijedi:
PR =2PQ =d+¢= (2d)? = a® + ¢*.

Primjer 4.2. Dijagonala DB, kocke ABC DA, B,C1 D1 sijece ravninu odredenu tockama
A1, B 1 Cy u tocki P. U kojem omjeru tocka P dijeli dijagonalu DBy ?

Rjesenje:

Slika 4.3

Neka je BA =@, BC = b, Bb, = ¢ (|a| = |b] = | = a).
Vektor ﬁ lezi u ravnini A; BCY, te je linearno zavisan s vektorima BA; i B—C'1> ,
tj. postoje a, 8 € R tako da je:

BP = oBA; + BBC, = a(@+ &) + B(b+ &) = ad + Bb+ (a + B)E

Takoder:
BP = BD + DP
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Eﬁ—aa+MHwa+ﬁc1§? — )i+ (1 —)b+7E

dobijemo:

- Y= aQ,

- Y= 67

a+f=n,

a odatle:

2=y =a+p;

2—2v=v

v=3

Sto madi da je: DP = 2DBy, pa je PB; = 1DBy, a odatle: |DB|: |PBy| =2: 1.

Tocka P dijeli dijagonalu DB; u omjeru 2 : 1.

Primjer 4.3. Dokazite da pravac koji prolazi vrhom A trokuta ABC' i polovistem
tezisnice BD dijeli stranicu BC' v omjeru 2 : 1.

Rjesenje:
Oznacimo: A—B>:5, A‘C“:E, tadajeB? Eﬂ‘c’“:g C.
A
i
B r C

Vrijede jednakosti:
BD=BC+CD=b—é—
1

ZE:Z§+%%:§
ﬁ:)\zﬁ, A€

Nadalje, vrijedi:
B ? = ub — UG,
BF— BA+AF L ME =+ e+ 1) =24 (2 - 1)z
Iz te dvije jednakosti proizlazi da je:
ﬁ:%i—“:%—l
z=—5+1

)\:é
BF = m 137* — FC=2BC — |BF|:|CF|=1:2

3
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Primjer 4.4. Kvadrat ABCD podijeljen je s dvije usporednice na tri sukladna pravo-
kutnika. Od toga kvadrata nacini se trostrana prizma kojoj su te usporednice pobocni
bridovi. Izracunajte kut sto ga sada ¢ine dva susjedna dijela dijagonale BD (podijeljena
navedenim usporednicama,).

RjeSenje:

=~

Slika 4.5

Uz oznake kao na slikama treba izracunati ¢ = <I(ﬂ

Nekajea—ﬁ b—? c= 1@ tada je |@| = |b] = |d = a,
«(d, b) = 60°, <(d,c) = <«(b ,E) = 90°,

zato je:

wh—‘

KA KL _1g2 1
(0] — = e
CTRAKL ov2oa? 4

o = 104°28/39".
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Primjer 4.5. Izracunajte kut kojeg zatvaraju dvije plosne dijagonale povucene iz
jednog vrha kocke.

Rjesenje:

Slika 4.6
Iz vrha A kocke mogu se povuéi tri plosne dijagonale: AC', AD; 1 AB;
. . —-—
Izracunajmo ¢ = <(AC, ADy).
Ako je AD = @, AB = b, AA; = ¢,
tada je AC = i +b, D —a é o
Za vektore @, b, ¢ vrijedi: |d| = |b| = |¢] = a, db= b= cd =0

Isto se tako pokaze da je <z(14‘c*,71‘§1) = <I(A—Dl>,Z—§1>) =Z.

Zadatak ima jednostavno geometrijsko rijeSenje.

Trokut AC'D; je jdnakostranican, jer su mu sve tri stranice dijegonale sukladnih
kvadrata, pa je ¢ = 60°.

Isto vrijedi i za trokute ACB; i AD1B;.
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Primjer 4.6. Zadane su tocke A(6,1) i B(3,4). Odredite koordinate preostala dva
vrha paralelograma ABC D, ¢ije se dijagonale sijeku na 0siy, a ¢ija je povrsina jednaka
P = 30.

Rjesenje:
Y B
1
S A
\ X
D
Slika 4.7

Ako je S sjeciste dijagonala promatrana paralelograma.
Tada je S(0,y).

P =4-Pspy=4-154 x SB] ili |SA x SB| = 15.
SA=6i+(1-y)],
SB =3+ (4—y).

J

,ﬁl X 5@ = 1—y
4—y
= [6
=(2

—

—3y)k.

»-n/gc.o@@.l

ISA x SB| = |21 — 3y| = 15
21 — 3y = +15

y=7+15

Y1 =2, Yy = 12.

51(0,2), pa je C1(—6,3) 1 D1(=3,0).
52(07 12), pa je Cg(—6, 23) 1 DQ(_?), 20)
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Primjer 4.7. Duvije kruznice sijeku se tako da im je zajednicka tetiva promgjer jedne od
njih. U jednoj tocki tog promjera povuku se tangente na obje kruznice koje na svakoj
od njih odreduju po jednu tetivu. DokaZite da je trokut kojemu su vrhovi polovista tih
tetiva 1 druga rubna tocka promgera, pravokutan.

RjeSenje:

C

EV\
A B

S L

Slika 4.8

Treba pokazati da je trokut F'BE pravokutan trokut.

Uz oznake kao na slici dovoljno je pokazati da je EB L EF, odnosno da je
EB-EF =0.

Pri tome ¢emo koristiti ocite jednakosti:

() CB-EA=AB-AD = EA- AG = 0.

Polazimo od:

2EB — AB + CB
2EF = EA+ ED
a odatle je:

AEB-EF = AB-EA+AB-ED+CB-EAY + CB-ED
:E-ﬂ+@-(ﬂ+@)+((ﬁi+@)(ﬂ+@)

— AB-FA+AB FA+AB-AD" +CA- FA+CA-AD+ AB EA+AB-AD"
:ﬁ'ﬂJrﬂ-((ﬁﬂﬁ)qt(ﬁfﬁJr@.ﬂ

—9AB.-EA+EA.cB” + CA. AD
— 2A[ - EA+2EA - AD
— 9FEA(AB + AD)

—9EA-ac" =,

tj. EB-EF = 0 te je trokut F'BE pravokutan.
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Sazetak

Vektor je pojam koji je uveden da bi se razlikovale veli¢ine koje se pojavljuju u pri-
rodi, a imaju duljinu, smjer i orijentaciju. Poistovje¢ujemo ga sa usmjerenom duzinom
AB, a oznatavamo ADB.

Povijesno podrucje primjene vektorskih operacija poc¢inje u klasi¢cnoj mehanici, gdje se
vektorima pregledno opisuju sile i formuliraju fizikalni zakoni. Povijesni kutak ukratko
opisuje razvoj vektora.

Danas su dalekosezna poopcéenja vektorskog racuna polazna osnova gotovo u svim gra-
nama matematike, tehnike i teorijske fizike.

U drugom poglavlju nalaze se temeljni pojmovi i primjeri koje ucenici trebaju savladati
u osnovnoj i srednjoj skoli. Trece i ¢etvrto poglavlje sadrzi obilje primjera primjene
vektora u rjeSavanju raznih zadataka u kojima je vektorski racun jedan od nacina
rjeSenja danih problema.



Summary

Vector is a term that has been introduced to distinguish variables that occur in
nature. It has a length, direction and orientation. We identifies it with directional
length AB and represents it with AB.

The historical area of application of vector operations started in classical mechanics,
where the force vectors clearly describe and formulate physical laws. Historic Corner
briefly describes the development of vectors.

Today, the sweeping generalizations of vector account baseline in almost all branches
of mathematics and theoretical physics techniques.

The second chapter provides basic concepts and examples that students should master
in the elementary and high school. The third and fourth chapters contain a wealth of
examples of vector in solving various tasks in vector calculus which is one of the ways
of solution of given problems.
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