6 Primjena trigonometrije u planimetriji

6.1 Trgonometrijske funkcije

Funkcija sinus (f(z) =sinz; f: R — [-1,1]);
sin(—z) = —sinx;

sinz = sin(z + 2k7), k € Z.
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Slika 3. Graf funkcije sinus - sinusoida

Funkcija kosinus (f(x) =cosx; f: R — [—1,1));
cos(—x) = cosx;

cosz = cos(x + 2km), k € Z.

Slika 4. Graf funkcije kosinus - kosinusoida

Funkcija tangens (f(z) = tgx; f: R\ {kn/2,k € Z} — R);

tg(—z) = —tgz;
tgr = tg(z + km), k € Z.



Slika 5. Graf funkcije tangens - tangensoida

Funkcija kotangens (f(z) = ctgz; f: R\ {km, k € Z} — R);
ctg(—z) = —ctgr;
ctgr = ctg(x + kn), k € Z.

Slika 6. Graf funkcije kotangens - kotangensoida

Osnovne veze:

2

cos’a+sina=1
tga - ctga =1
1+ tela =
tig cos?
1+ ctg’a = 3

sin” o



Adicione formule:

sin(a £ ) = sinacos § £ cos asin 3

cos(a £ ) = cosacos 3 F sin asin 3

tgla+ ) = B0
1 F tgatgl
cte(a £ ) = ctgactgl F 1
ctgf + ctga

Formule dvostrukog kuta:

sin 2a = 2 sin v cos «v

cos 2a = cos® o — sin’ «

2tga
tg2a =
s =qC tg2a
tg?a — 1
ctg2a = e @
2ctga
Zadatak 1. Dokazite sljedece formule:
sa l4cosa .o 1—cosa
cos” — = ——, sin" — = ———

2 2

Zadatak 2. Zapisite izraz + ctg & u obliku umnoska.

sin x
Zadatak 3. Dokazite:

sinz — sin 2x¢ — sin4x + sin bx

= tg 3.
cosx — cos 2x — cos4x + cos bx &

6.2 Trigonometrija pravokutnog trokuta

Trigonometrijske funkcije siljastih kutova pravokutnog trokuta:



. nasuprotna kateta a
Sl o = =

hipotenuza ¢
prilezeca kateta b
cosa = - = -,
hipotenuza c
nasuprotna kateta a
tgo = — = -,
prilezeca kateta b
prilezeca kateta b
ctga = = —.
nasuprotna kateta a
Ocigledno vrijede sljedec¢e jednakosti:
sin « cos o 1
tga = , ctga = — , ctga = —.
cos sin « tga

Zadatak 4. Izracunajte duljine stranica i kutove pravokutnog trokuta ako je zadano:
1. P = 60cm?, o = 28°4/21"
2. a+b=23cm, c = 17cm
3. a = 24cm, v = 6.72cm
4. a:b=3:4,v=19.2cm
5. 0 =120cm, a = 30°
6. a:c=3:5, ortogonalna projekcija katete a na hipotenuzu 36cm

Zadatak 5. Visina pravokutnog trokuta dijeli trokut na dva dijela kojima se povrsine

odnose kao 1 : 4. Koliki su kutovi tog trokuta?

Zadatak 6. Kut nasuprot osnovice jednakokra¢nog trokuta jednak je a, a visina spustena

na krak ima duljinu v. Koliki su polumjeri R i r, tom trokutu opisane i upisane kruznice?

Zadatak 7. Dva sukladna pravokutna trokuta AABC i AABC, imaju tajednicku hi-
potenuzu AB, a katete AC i BC; sijeku se u tocki D. Kolika je povrsina AABD ako je
|AC| = 10cm i f = LABC = 64°30"?

Zadatak 8. Simetrala pravog kuta pravokutnog trokuta dijeli hipotenuzu na dijelove ¢ijr

su duljine u omjeru 2 : 3. Koliki su kutovi tog trokuta?



Zadatak 9. Tocka D noziste je visine spustene iz vrha A jednakokra¢nog A ABC na krak
AC. Ako je

|AC| + |CD| = 2(|AB| + |BD]),

koliki su kutovi tog trokuta?

Zadatak 10. Izracunajte povrsinu pravokutnika kojemu je dijagonala d, a Siljasti kut

medu dijagonalama je .

6.3 Trigonometrija kosokutnog trokuta

C
Y
b
a
= b/
c

Kosinusov poucak:

a? = b? + 2 — 2bccos

b? = a% + ¢ — 2accos 3,

c? = a® + b?* — 2abcos 7.
Sinusov poucak:

b
2 - - _°  _9R
sina  sinf8  sinvy
R - polumjer trokutu opisane kruznice.
1 1 1 b
P(ABC) = §absin’y = iacsinﬁ = §bcsina = Z_];
Tangensov poucak:
a+f B+ 7Y+
a—l—b_tg 9 b—i—c_tg 9 C—i—a_tg 9
a—b | a—=pf’ b—c . B—7’ c—a . Y—Q’
t tg—— t
55 85 875

Zadatak 11. Dokazite tangensov poucak.



Zadatak 12. Dokazite da je duljina ¢, teziSnice povucene iz vrha A trokuta dana sa

1
ty = 5\/2(1)2 + c?) — a?.

Pomocu ovog rezultata dokazite da je

1
ty = 5\/62 + % + 2bc - cos(a).

Zadatak 13. Neka duljine stranica trokuta zadovoljavaju jednakost:

S S
a+b b+c a+b+c

Dokazite da je tada § = 60°.

1
Zadatak 14. Ako za povrsinu trokuta vrijedi jednakost P = 1(62 +c* — a?), dokazite da
je a = 45°.

Zadatak 15. Dokazite da vrijedi:
(b? 4+ 2 — aP)tga + (a® + & — b*)tgB + (a® + b* — A)tgy = 12P.

Zadatak 16. Oko trokuta kojemu su duljine stranica a = 15cm, b = 20cm, ¢ = 7cm
opisana je kruznica. Izracunajte povrsinu onog odsjecka kruznice kojem je stranica a

tetiva.

Zadatak 17. Opseg trokuta iznosi 20cm, a dva su mu kuta a = 41.6° i § = 69.5°.

Izracunajte duljine stranica tog trokuta.
Zadatak 18. Izracunajte kutove trokuta akojea: f=1:2ia:b=1:+/3.

Zadatak 19. Duljine osnovica trapeza su a = 8cm i ¢ = 4cm, a kutovi uz veéu osnovicu

su a = 80° i f = 44°. Koliki su krakovi tog trapeza?

Zadatak 20. Zadanom tockom A kruznice polumjera r povuéen je promjer AB. Tockom
A povuéene su tetive AC' i AD takve da su one s razlicite strane pravca AB i s njime

zatvaraju kutove o i 3. Odredite duljinu tetive C'D.

Zadatak 21. Duljine stranica trokuta ABC su tri uzastopna broja, a najmanji kut tro-

kuta je upola manji od njegovog najveceg kuta. Odredite stranice i kutove trokuta ABC'.



Zadatak 22. Jednakokracnom trapezu zadane su osnovice a,c i krak b. Odredite polu-

mjer trapezu opisane kruznice.

Zadatak 23. U trokutu ABC O je ortocentar. Odredite duljinu duzine AO ako je |[AB| =
13cm, |BC| = 14cm, |AC| = 15cm.

Zadatak 24. Ako je u tetivnom cetverokutu ABCD |BC| = |CD|, dokazite da se
povrsina toga cetverokuta moze racunati po formuli P = %sin a, gdje je a kut u vrhu A

toga cetverokuta.





