4 Sukladnost 1 slicnost trokuta

4.1 Sukladnost trokuta

Neka su AABC i AA'B'C’ trokuti sa stranicama duljina a, b, ¢, odnosno @', V', ¢/. Kazemo
da su ti trokuti sukladni ako postoji bijekcija f : {A, B,C} — {A’, B’,C"} takva da je
f(A)=A" f(B) =D, f(C)=C"1iako vrijede jednakosti a =a’, b ="V, c= .

Oznaka: AABC = AA'B'C".

Minimalni dovoljni uvjeti za sukladnost trokuta dani su sljede¢im teoremima:

Teorem (S-S-S). Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u sve tri stranice.

Teorem (S-K-S). Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u dvije stranice i kutu

izmedu njih.

Teorem (K-S-K). Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u jednoj stranici i kuto-

vima koji su prilezeé¢i toj stranici.

Teorem (S”-S-K). Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u dvije stranice i kutu

nasuprot vecoj stranici.

Zadatak 1. Stranice AB, BC' i C'A jednakostranicnog AABC' produzimo preko vrhova
B, C, A redom za istu duljinu. Dokazite da je novonastali trokut takoder jednakos-

tranican.
Zadatak 2. Dokazite da su dva trokuta sukladna ako se podudaraju u:
a) dvije stranice i tezisnici koja pripada jednoj od njih,
b) dva kuta i odresku simetrale jednog od njih,
¢) dva kuta i odresku simetrale treceg kuta,
d) jednoj stranici, kutu na njoj i visini spustenoj iz vrha tog trokuta.

Zadatak 3. Dan je AABC u kojemu je |[AB| = |AC| 1 LBAC = 80°. Unutar AABC
odabrana je tocka M takva da je LM BC = 30° i LMCB = 10°. Odredite LAMC.

Zadatak 4. Ako su u trokutu AABC' jednake dvije visine dokazite da je trokut jedna-

kokracan.



Zadatak 5. Sredista upisane i opisane kruznice jednakokracnog AABC' simetri¢na su u

odnosu na osnovicu AB. Koliki su kutovi tog trokuta?

Zadatak 6. Dokazite da su dijagonale romba medusobno okomite i da raspolavljaju unu-

trasnje kutova romba.

Zadatak 7. Dan je paralelogram ABCD s duljinama stranica a i b. Pokazite da simetrale
kutova tog paralelograma tvore pravokutnik i izrazite duljinu d njegove dijagonale pomocu

alb.

4.2 Sliénost trokuta

Teorem (Talesov teorem o proporcionalnosti). Ako su tocke A, B, C, D na pravcu
p', a tocke A’, B',C", D' tocke na pravcu p dobivene paralelnom projekcijom, onda ¢e se
odgovarajuc¢i omjeri duljina sacuvati, tj.

|AB|  |A'B| |AB|  |CD|

|CD| |C'D'| ' |A'B'| |C'D'|

Korolar (Talesov poucak o proporcionalnosti u pramenu pravaca). Ako se dva
pravca a i b sijeku u tocki O i ako su oni presjeceni paralelnim pravcima t; ity takvima

dajebNt; =A, anNty=B,bNty = A", anNty = B', onda vrijedi:
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Teorem (o simetrali unutarnjeg kuta trokuta). Simetrala unutarnjeg kuta trokuta

dijeli tom trokutu nasuprotnu stranicu u omjeru preostalih stranica.

Sliénost je preslikavanje ravnine M na samu sebe za koje vrijedi:
d(A,B")=k-d(A,B), VA, Be M, keR",

pri ¢cemu je f(A) =A"i f(B) = B'.

Dva su trokuta sliéna ako postoji bijekcija f : {A,B,C} — {A',B',C'} takva da
f(A) = A" f(B) =H, f(C’):C’povlaéia:a’,625’,7:7%%/:%/:%/:k
(k - koeficijent sli¢nosti), tj. odgovarajuéi kutovi su jednaki, a odgovarajuce stranice raz-
mjerne.

Oznaka: AABC ~ NA'B'C".

Napomena. Sukladnost trokuta je specijalan slucaj slicnosti za koeficijent k = 1.

Teorem (K-K-K sli¢nost). Dva su trokuta slicna ako su im odgovarajuéi kutovi jed-

naki.

Teorem (S-S-S sli¢nost). Dva su trokuta sliéna ako su im odgovarajuée stranice raz-

mjerne.

Teorem (S-K-S sliénost). Dva su trokuta slicna ako su im dvije stranice proporci-

onalne, a kutovi medu njima jednaki.

Teorem (S”-S-K sli¢nost). Dva su trokuta slicna ako su im dvije stranice proporci-

onalnme i kutovi nasuprot veéim stranicama jednaki.

Zadatak 8. Dokazite da je u svakom trokutu produkt duljine stranice i pripadne visine

neovisan o izboru stranice.
Zadatak 9. Ako u AABC vrijedi 8 = 2a, tada je b* = a® + ac. Dokazite!

Zadatak 10. Neka je D noziste visine spustene iz vrha pravog kuta pri vrhu C' na hipo-
tenuzu AB pravokutnog AABC. Tockom D povucena je paralela s katetom BC' i neka
ona sijece stranicu AC u tocki E. Odredite |AE| : |[EC| ako je |AC|: |BC| =1: 2.



Zadatak 11. Krajevima A i B duzine AB povucene su paralelne duzine AA; i BB,
duljina a i b. Neka je C; presjek pravaca BA; i ABy, C presjek paralele sa AA; i stranice
AB, te |CCy| = c. Dokazite da je 1/c=1/a + 1/b.

Zadatak 12. Dva su kuta u jednom trokutu «, 3, a dva kuta drugog trokuta «, 180° —j3.
Dokazite da su stranice tih trokuta nasuprot jednakim kutovima razmjerne stranicama

nasuprot suplementnim kutovima.

4.3 Primjena Pitagorinog pocka

Teorem (Euklid). (a) Duljina katete pravokutnog trokuta je geometrijska sredina du-
ljine hipotenuze i duljine svoje ortogonalne projekcije na hipotenuzu.

(b) Visina na hipotenuzu pravokutnog trokuta je geometrijska sredina duljina njenih od-
sjecaka na hipotenuzi.

Teorem (Pitagorin poucak). Ako je trokut AABC sa stranicama a, b, ¢ pravokutan
s pravim kutom kod vrha C, onda vrijedi a® + b? = 2.

Teorem (Obrat Pitagorinog poucka). Ako za stranice a, b, ¢ trokuta AABC vrijedi
a’? 4+ b? = 2, onda je AABC pravokutan s pravim kutom kod vrha C.
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Zadatak 13. Prirodni brojevi x,y, z koji zadovoljavaju jednakost z2 + y? = 2? nazivaju

se Pitagorini brojevi. Pokazite da dvije klase tih brojeva daju formule
a) z=2n+1,y=2n?+2n, 2 = 2n% + 2n + 1 (Pitagora),
b) z=n?—1,y=2n, 2=n?+1 (Platon).
Zadatak 14. Dokazite da za duljine stranica a, b, ¢ pravokutnog AABC' vrijedi
a) &> ad+ b
b) a+b < +/2c. Kada vrijedi jednakost?

Zadatak 15. Neka su t,, 1y, t. duljine tezisnica pravokutnog AABC. Pokazite da vrijedi
t2 4 t2 = bt

Zadatak 16. Neka su a, b, ¢ duljine stranica pravokutnog trokuta AABC, a v duljina
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visine na hipotenuzu. Dokazite da vrijedi — = — + 5.
v a’> b



Zadatak 17. Visina spustena iz vrha pravog kuta na hipotenuzu pravokutnog trokuta
dijeli pravi kut u omjeru 1 : 2. Dokazite da noziste te visine dijeli hipotenuzu u omjeru

1:3.

Zadatak 18. Koja relacija povezuje duljina stranica a, b, ¢, d konveksnog ¢etverokuta ko-

jemu su dijagonale okomite?

Zadatak 19. Unutar pravokutnika ABCD odabrana je tocka T ¢ije su udaljenosti od
vrhova A, B, C' redom 15,24,20. Kolika je udaljenost tocke T' od vrha D?

Zadatak 20. Nad katetama pravokutnog trokuta ABC' postavljeni su kvadrati ACDE
i BOCFG. Iz tocaka F i G spustene su okomice na pravac AB. Neka su M i N nozista
tih okomica. Dokazite da je |[EM|+ |GN| = |AB|.

Zadatak 21. Zadno je 5 duzina, takvih da se od svake 3 moze naciniti trokut. Dokazite

da je bar jedan od tih trokuta siljastokutan.



