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1 Matematicka logika

Sud (izjava) je smislena izjavna recenica koja moze biti samo istinita ili lazna.

Primjer 1.
a) Jedan plus jedan je jednako 2. (Istiniti sud.)
b) Dva plus jedan je jednako cetiri. (Lazni sud.)
c) = —1=3. (Nije sud.)
d) Koji je danas dan? (Nije sud.)
e) Broj dva nije velik broj. (Nije sud.)

f) Ja sada lazem. (Nije sud.)

Svakom sudu A pridruzujemo vrijednost T ako je istinit (¢(A) = T), a vrijednost L ako je
lazan (t(A) = L). Vrijednost istinitosti suda zovemo semanticka vrijednost ili istinitostna
vrijednost.

Matematicku logiku ne zanima formalni sadrzaj nekog suda ve¢ samo njegova semanticka

vrijednost.

Operacije sa sudovima

e AN B -konjunkcija sudova Ai B (A i B, A et B):
Sud A A B je istinit to¢no onda kada su oba suda A i B istinita.

Primjer 2.

i) A: Jedan plus jedan je jednako 2.
B: Zagreb je glavni grad Hrvatske.
A A B: Jedan plus jedan je jednako 2 i Zagreb je glavni grad Hrvatske.
(Istiniti sud.)

ii) A: Jedan plus jedan je jednako 2.
B: Dva plus jedan je jednako cetiri.
AN B: Jedan plus jedan je jednako 2 i dva plus jedan je jednako cetiri.
(Lazni sud.)



e AVB - disjunkcija sudova Ai B (A ili B, A vel B):

Sud A V B je lazan to¢no onda kada su oba suda A i B lazna.

e AVB - ekskluzivna disjunkcija sudova A i B (A ili B (ali ne obje)):

Slozeni sud AV B je istinit to¢no onda kada je istinit samo jedan od sudova A i B.

Primjer 3.

i) A: Jabuka je voce.
B: Kupus je povrce.
AV B: Jabuka je voce ili je kupus povrée.
(Istiniti sud.)
AV B: 1li je jabuka voce ili je kupus povrée.

(Lazni sud.)

ii) A: Danas je 1. srpanj.
B: Danas nije nedjelja.
AV B: Danas je 1. srpanj ili danas nije nedjelja.
(Istiniti sud.)
AV B: 1li je danas je 1. srpanj ili danas nije nedjelja.

(Istiniti sud.)

e |A - negacija suda A (ne A, nije A, non A):
Sud | A je istinit tocno onda kada je sud A lazan.

Primjer 4.

i) A: 7 < 10.
1A: 7> 10.
(Lazni sud.)

ii) A: Svaki dan imamo predavanja na fakultetu.
| A: Postoji dan kada nemamo predavanja na fakultetu.

(Istiniti sud.)

e A= B - implikacija sudova A i B (A povlaci B, B slijedi iz A, ako je A onda je
B, A je dovoljan uvjet za B, B je nuZdan uvjet za A):

Sud A = B je lazan to¢no onda kada je A istinit i B lazan.



Primjer 5.
i) A: Kisa pada.

B: Ulice su mokre.
A = B: Ako kisa pada, onda su ulice mokre.
(Istiniti sud.)

i) A: 243=5
B: Sada je pono¢.
A = B: Ako je 24+-3=5, onda je sada pono¢.
(Lazni sud.)

iii) A: 2>5
B: 1+1=3
A = B: Ako je 2 > 5, onda je 1+1=3.
(Istiniti sud.)

e A= B-ekvivalencijasudova Ai B (A je ekvivalentno s B, A je onda i samo onda
ako je B, A je ako i samo ako je B (A je akko je B), A je nuzan i dovoljan uvjet za B):
Sud A < B je istinit to¢no onda kada su oba suda Ai B

istinita ili kada su oba suda A i B lazna.

Primjer 6.

i) A: Danas se odrzavaju vjezbe iz Elementarne matematike I.
B: -2 je prirodan broj.
A < B: Danas se odrzavaju vjezbe iz Elementarne matematike I ako i samo ako
je -2 prirodan broj.
(Lazni sud.)
ii) A: Kruska nije voce.
B: Svaki dan je sunc¢ano.

A & B: Kruska nije voce ako i samo ako je svaki dan suncano.

(Istiniti sud.)

Primjer 7. Neka su dani sudovi:
x : Broj v/2 je iracionalan. % : Neki ljudi vole matematiku.

Napisite sudove |z, z Ay, =V (|y), © =y, v < y i odredite im vrijednost istinitosti.

Zadatak 1. Neka su A,B,C sudovi zadani s



A: Trokut PQR je jednakokracan.
B: Trokut PQR je jednakostranic¢an.
C: Trokut PQR ima jednake kutove.
Izrazite sljede¢e sudove rije¢ima i ispitajte njihovu istinitost.
i) B=A
ii) A= B
iii) B< C
iv) (ANC)= B
Napomena. Poredak logickih operacija po opadajucoj snazi vezivanja je dogovorno
1AV, =, <=
Npr. Slozeni sud (A A (]B)) = (]A) zapisujemo ovako AAN|B =] A.
Zadatak 2. Odredite redoslijed operacija u sljede¢im slozenim sudovima:
l.z#0Vy=1ANzx#1
2. [(n<2en=1Vvn#0)

3. A=|BA|C < BAC

Zadatak 3. Pomocu simbola logickih operacija napisite ove recenice o realnim brojevima:
1. Oba broja x i y su negativna.
2. Najmanje jedan od brojeva z i y je negativan.
3. Tocno jedan od brojeva x,y je pozitivan.

4. Produkt dva broja z,y je jednak nuli ako i samo ako je barem jedan od njih jednak

nuli.
5. Ne vrijedi xzc =cy ili x = y.
6. Ako je broj pet ve¢i od broja ¢etiri onda je on veéi i od brojeva dva i tri.

7. x = 0ili 2% = 4 povlaci az = 0.



8. Izx? =4slijediz =2ix=-2ili [z|] = 2.
9. Da bi realan broj bio jednak /3 nuzno je da njegov kvadrat bude jednak 3.
10. Da bi suma dvaju realnih brojeva bila nula dovoljno je da oba broja budu nula.
11. Nuzan uvjet da broj bude djeljiv s 4 je da bude djeljiv s 2.
12. Broj je djeljiv sa Sest ako je djeljiv sa dva i tri, i obrnuto.
Zadatak 4. Ispitajte istinitost sljede¢ih sudova:
L [[l<1)VE>6<3<4n4<4
2. 22=25&1=5

3. 22=2<rx=5Vze=—b.

Tablice istinitosti

Oznacimo i

ISTINITI SUD (T) — 1
LAZNISUD (L) — 0

tada istinitost slozenog suda sastavljenog od sudova A,B,... mozemo u ovisnosti o istinitosti

sudova A,B,... prikazati tablicom istinitosti ili semantickom tablicom.

A|B|AAB|AVB|AVB|A=B|A<B

0l0| o 0 0 1 1 AllA
0/1] o0 1 1 1 0 0|1
10| o 1 1 0 0 1] 0
1]1] 1 1 0 1 1

Zadatak 5. Konstruirajte tablice istinitosti za ove slozene sudove:
a) A= AV (AANB)
b) AN(A= B)=B
c) ANB= A

d) B<]AV|B



&) A= (B= ()
f) (A= B)=C

g) (A= B) = (B=C)

h) (A= B)A(B=C) = (A= Q)

) Ae (Be0)

Jednakost sudova
Kazemo da su dva (slozena) suda A i B semanticki jednaki (ili, kratko, jednaki) ako im

se pripadne semanticke tablice podudaraju. Pisemo: A = B (ili kra¢e A = B).
Primjer 8.

i) Princip dvojne negacije: A =](]A)

Al1A1104)
0] 1] 0
10| 1

ii) De Morganovi principi:
a) (AN B) =|AV|B
b) [(AV B) =]AN|B

A|B|AANB|](AAB)||A||B||AV|IB|AVB||(AVB)|]AN|B
01]0 0 1 111 1 0 1 1
01 0 1 110 1 1 0 0
110 0 1 0] 1 1 1 0 0
1|1 1 0 010 0 1 0 0

iii) Negacija implikacije: [(A = B) = AA|B

A|B|A=B|1(A= B)|B| ANB
olo| 1 0 1| o
ol1] 1 0 0] 0
110 0 1 1 1
101] 1 0 0] 0




Primjenom De Morganovih principa na posljednju formulu dobije se A = B =]AV B.

Slozeni sud A je tautologija ukoliko identicki istinit tj. istinit je bez obzira na istinitost
sudova od kojih je sastavljen (A = T). (Uocite da su sudovi A i B jednaki ako i samo
ako je sud A < B tautologija.) Slozeni sud F koji je identicki lazan (F' = 1) naziva se

kontradikcija.

Primjer 9.

a) Princip iskljucenja treceg:

All1A | Av]A
1 1
19 0 1
b) ANB= B
A/B|ANB|AANB= B
010 0 1
01 0 1
110 0 1
111 1 1

Primjer 10. Definirajmo sljedece logicke operacije:
(a) Shefferova operacija sudova A i B, u oznaci A T B (nije istodobno i A i B):

Sud A T B je lazan to¢no onda kada su A i B istiniti.

(b) Lukasiewiczeva operacija sudova A i B, u oznaci A | B:

Sud A | B je istinit to¢no onda kada su A i B lazni.

Napravite tablice istinitosti za ove operacije te dokazite da vrijedi
AT B=|(AANB), A|B=]|(AVB).
Zadatak 6. Dokazite da za svaka tri suda a, b i ¢ vrijede sljedec¢e tvrdnje
i) anb=bAa
i) aVb=bVa

iii) aA(bAc)=(aNb)Ae



iv) av(bVe)=(aVb) Ve

V) aha=a,aVa=a

vi) aV (bAc)=(aVDb)A(aVc)

vii) aA(bVe)=(aAb)V(aAc)
vill) aAN T =a,aVT =T

ix) aNla= L, aV]a=T

X) asb=(a=b)A(b=a)

xi) a¥Yb=](a<b)
Zadatak 7. Negirajte svaki od sudova

a) A: Cetvrtak je i danas idem na fakultet.

A, Cetvrtak je.

A, :  Danas idem na fakultet.

A = A NAs.

1A = ]A;V]As : Nije cetvrtak ili danas ne idem na fakultet.

b) B: Jutro je ili sam zaspala.

By Jutro je.

B, . Zaspala sam.

B = BV B,

1B = |BiA]|Bsy : Nije jutro i nisam zaspala.

c) C: Ako pada kisa, onda su ulice mokre.

Cy : Pada kisa.

Cy :  Ulice su mokre.

C = =0,

1C = CiA]C;y : Pada kisa i ulice nisu mokre.

Zadatak 8. Negirajte svaki od sljede¢ih sudova i pojednostavnite dobiveni sud
a) ANB=C
b) A=|BAC

¢) AV BV (JAN]BA]C)



d) AN(BVC)A(JAVIBVC)

Zadatak 9. Algebarski dokazite sljedeCe tvrdnje
a) Sud AN B = B je tautologija.
b) (A=C)V(B=C)=AANB=C

c) Sud (A= B)A (B = ()= (A= C) je tautologija.

Sudovi vezani uz A = B:
e Sud B = A zovemo obrat suda A = B.
e Sud |A =]B zovemo inverz ili suprotni sud suda A = B.

e Sud |B =|A zovemo kontrapozicija suda A = B.

A|B|/A=B|B=A|]A||B|]A=|B||B=]A
0]0 1 1 111 1 1
01 1 0 110 0 1
110 0 1 0] 1 1 0
1)1 1 1 010 1 1

Uocite da vrijedi

A= B =]B=]A,

tj. sud A = B je istinit ako i samo ako je istinit njegov obrat po kontrapoziciji.

Primjer 11. Ako pada kisa, onda su ulice mokre. (Istiniti sud.)
A: Pada kisa.
B: Ulice su mokre.

Obrat suda (B = A):

Ako su ulice mokre, onda pada kisa. (Lazni sud.)

Suprotni sud (]A =1B):

Ako ne pada kisa, onda ulice nisu mokre. (Lazni sud.)

Kontrapozicija suda (]B =A):

Ako ulice nisu mokre, onda ne pada kisa. (Istiniti sud.)

10



Zadatak 10. Napisite obrat, inverz i kontrapoziciju suda

Ako je cetverokut PQRS kvadrat, onda je cetverokut PQQ RS pravokutnik.

Zadatak 11. Neka su parovi izjava A; i Ay zadani s

a) Aj: Trokut PQR je jednakostranican.
As: Trokut PQR ima jednake kutove.

b) A;: SiT suskupovi, SCT.
Ag: S'1T suskupovi, S =T.

Ispitajte istinitost sljedecih izjava
1. (A1 = AQ)/\—I (AQ = Al)
2. (Ay = ADNA](AL = Ay)

3. [(Ar = Ax)A (A2 = Ay)

Zadatak 12. Pokazite da se sve binarne logicke operacije mogu prikazati pomocu
a) V1] tj.da su sudovi

aANb<|(]aV]b)

a=bslavb

(@ < b) <(I(laVb)V](aV]b))
tautologije.

b) Ai] tj.da su sudovi

aVb<](lanlb)
(a = b) <|(an]b)

(a = b) < (1(an]b)AT(Ja A D))

tautologije.
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Teoremi i1 dokazi

Najvaznije vrste slozenih sudova su aksiomi, postulati i teoremi. Aksiomi i postulati su
tvrdnje koje se ne dokazuju, dok je teorem matematicka tvrdnja ¢ja se istinitost utvrduje
dokazom.

U formulaciji teorema razlikujemo pretpostavku (hipotezu)- p i tvrdnju (tezu) - g.

Vrste dokaza:

1. Direktan dokaz
- polazeéi od p kao hipoteze primjenom aksioma i ranije dokazanih teorema nizom

ispravnih zaklju¢aka dolazimo do teze ¢ (p = ¢1 = g2 = -+ = q).

2. Dokaz po kontrapoziciji

-umjesto direktnog dokaza teorema dokaze se kontrapozicija (p = ¢ = |q¢ =1p).

3. Indirektan dokaz
-za sud iz teorema t dokaze se da je implikacija |t = L uvijek istinita, gdje je L neka
ocigledna neistina (naime ako je L neistinit sud onda je i ¢ takoder neistinit, pa je ¢
istina).
Ako je L oblika AA]A za neki sud A, indirektan dokaz naziva se svodenje na kontra-

dikeiju.
Primjer 10. Ako je a? paran, onda je a paran.
Zadatak 13. Dokazite da je \/2 iracionalan broj.
Zadatak 14. Dokazite da je funkcija f : R — R zadana s f(z) = 2z + 1 injekcija.

Zadatak 15. Ako su z; i x5 rjesenja kvadratne jednadzbe az? + bx + ¢ = 0 onda vrijede

jednakosti (Viéteove formule)

&
Ty +2g=——, X1 Ty = —.
a a

Zadatak 16. Ako su a i b dva uzastopna parna prirodna broja onda je njihov umnozak

djeljiv s 8.

Zadatak 17. Dokazite obrat Pitagorina poucka: Ako za trokut ABC' s duljinama stranica
a=|BC|, b= |CA|, ¢ = |AB| vrijedi ¢* = a* + 1 onda je trokut ABC pravokutan s pravim

kutom u vrhu C.
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