Bertrandov paradoks

Zimska $kola matematike

Predavadi: Rebeka Corda% i Nenad Suvak

28. sije¢nja 2012.



@ Statistitka definicija vjerojatnosti
© Geometrijska vjerojatnost
© Bertrand Arthur William Russell

@ Bertrandov paradoks
@ Prvi pristup
@ Drugi pristup
@ Tredi pristup

© Literatura



Statisti¢ka definicija vjerojatnosti

Statisti¢ka definicija vjerojatnosti

Primjer 1.

Ako je tenisal A pobijedio tenisata B u 9 od 11 susreta, njegova $ansa za
pobjedu u sljede¢em susretu najéesCe se prognozira kao 9 : 2.

Princip primijenjen u ovom primjeru temelji se na mogu¢énosti nezavisnog
ponavljanja uvijek istog pokusa (u ovom sluZaju teniskog me¢a), a stupanj
vjerovanja u pojavu dogadaja izraZava se na temelju broja pojavljivanja i
nepojavljivanja dogadaja prilikom svih ponavljanja.

IzraZavanje stupnja vjerovanja u pojavu dogadaja moglo bi se numericki izraziti

takoder stavljanjem u omjer dijela i cjeline tj. racionalnim brojem %.
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Definicija 1.
Pokus je ponovljen n puta. Ako se pri tome dogadaj A realizirao na puta, broj
na zovemo frekvencija dogadaja A. Broj

na

n

zovemo relativna frekvencija dogadaja A.

Uocimo da je
0<na<n

te da je
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Napomena 1.

Iskustvo nas u¢i da se kod nezavisnog ponavljanja istog pokusa puno puta
relativna frekvencija nekog dogadaja stabilizira oko nekog broja iz intervala

[0,1].
To svojstvo zovemo statistitka stabilnost relativnih frekvencija.

Ako pokus ima svojstvo statisti¢ke stabilnosti relativnih frekvencija, tada za
vjerojatnost dogadaja A vezanog uz taj pokus uzimamo realan broj oko kojeg
se grupiraju relativne frekvencije tog dogadaja i taj broj oznatavamo P(A).
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Primjer 2.

Bacanje pravilno izradene igrace kockice

Sluéajan pokus bacanja igrace kockice
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relativna frekvencija
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Slika: Grafi¢ki prikaz rel. frek. pojavljivanja 1 i 6 za 100 bacanja igrace
kockice.
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Geometrijska vjerojatnost na R

Definicija 2.

Neka je 2 omeden interval relanih brojeva i A(Q2) njegova duljina, te A podskup
od Q duljine A(A). Vjerojatnost da slu¢ajno odabrana toZka iz intervala Q bude
sadrzana u njegovom podskupu A je kvocijent duljine od A i duljine od Q:

A(A)

PN = Sy

Geometrijska vjerojatnost na R?

Definicija 3.
Ne je © ograniZen podskup ravnine i A(2) njegova povr3ina, te A podskup od

Q povrine A\(A). Vjerojatnost da slu€ajno odabrana totka iz Q bude sadrzana
u njegovom podskupu A je kvocijent povriine od A i povrsine od Q:

AA)

PN = Sy
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Napomena 2.

Ako sa A(+) oznagimo mjeru nekog skupa (dakle duljinu u R, povr&inu u R?,
...), vjerojatnost da slu¢ajno odabrana totka iz Q bude sadrzana u njegovom

podskupu A geometrijskim pristupom definiramo kao kvocijent mjere skupa A i
mjere skupa Q.

Primjer 3.

Pomocu geometijske definicije vjerojatnosti odredimo:

a) kolika je vjerojatnost da slu¢ajno odabrana totka na kruZnici radijusa R
padne na kruzni luk odreden vrhovima A i B toj kruZnici upisanog
jednakostrani¢nog trokuta? (P(A) = })

b) kolika je vjerojatnost da je slu¢ajno odabrana totka u krugu radijusa R
upravo srediste S tog kruga? (P(B) =0)

c) kolika je vjerojatnost da slu¢ajno odabrana totka u krugu radijusa R
padne u jednakostrani€an trokut upisan tom krugu? (P(C) = %)
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(18.5.1872. - 2.2.1970.)

@ engleski filozof, matematicar, logi¢ar, povjesni¢ar i drustveni reformator
@ studirao filozofiju i matematiku na Trinity Collegeu u Cambridgeu

@ matematiki prikaz filozofije - monumentalno djelo " Principia
mathematica” (u suradnji s A. N. Whiteheadom)

@ 1950. godine dobio Nobelovu nagradu za knjiZevnost
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Formulacija problema

Kolika je vjerojatnost da duljina slu¢ajno odabrane tetive kruZnice bude veca od
duljine toj kruZnici upisanog jednakostraniénog trokuta?

Uvedimo sljede¢u oznaku

A - duljina slu¢ajno odabrane tetive kruZnice veca je od duljine toj kruZnici
upisanog jednakostrani¢nog trokuta



Bertrandov paradoks
[ Ie]

Bertrandov paradoks - prvi pristup

@ dana je kruzZnica radijusa R sa sredistem u tocki S

@ izaberimo to€ku T na kruZnici i upiS§imo jednakostrani¢an trokut ATUV
s vrhom u to&ki T

@ izaberemo drugu tot¢ku T’ na kruZnici i povucimo tetivu TT’

Prvi pristup - "slu¢ajne krajnje totke tetive”
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Bertrandov paradoks - prvi pristup

@ uolimo - tetiva TT’ dulja je od stranice kruZnici upisanog
jednakostrani¢nog trokuta ako i samo ako to¢ka T’ leZi na kruZnom luku
odredenom to¢kama U i V

@ duljina kruZnog luka odredenog to¢kama U i V jednaka trecini opsega
kruznice —

P(A) =3
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Bertrandov paradoks - drugi pristup |

@ dana je kruZnica radijusa R sa sreditem u tocki S

@ izaberemo neki radijus kruZnice i rotiramo trokut tako da je jedna njegova
stranica okomita na izabrani radijus

@ izaberemo to¢ku na tom radijusu i konstruiramo tetivu &ije je poloviste
odabrana totka
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Drugi pristup - "slu€ajna udaljenost od sredidta kruZznice”
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Bertrandov paradoks - drugi pristup

@ uodimo - tetiva je dulja od stranice kruZnici upisanog jednakostrani¢nog
trokuta ako i samo ako je udaljenost tetive od sredista kruZnice manja od

polovice radijusa R

@ slijedi da je traZena vjerojatnost —

P(A) = %
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Bertrandov paradoks - treéi pristup

@ dan je krug radijusa R sa sredi§tem u tocki S

@ izaberemo bilo koju to¢ku unutar kruga i konstruiramo tetivu kojoj je
odabrana to¢ka poloviste

Tredi pristup - "slu¥ajno odabrano poloviste tetive”
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Bertrandov paradoks - treéi pristup

@ uodimo - tetiva je dulja od stranice krugu upisanog jednakostrani¢nog
trokuta ako i samo ako njezino poloviste leZi u tom trokutu upisanom
krugu

@ radijus jednakostrani¢nom trokutu opisane kruZnice - R; radijus
jednakostrani¢nom trokutu upisane kruZnice - g

@ povrsina kruga omedenog upisanom kruZnicom - &etvrtina povr$ine
zadanog kruga —»

P(A) = %
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Bertrandov paradoks - kratka analiza

@ za isti problem dobili smo tri razli¢ita rjeSenja - niti u jednom pristupu ne
mozemo nadi pogresku

@ rjeSenje Bertrandovog problema ovisi o metodi slu¢ajnog odabira tetive

zadane kruZnice - buduéi ne postoji jedinstvena metoda slu&ajnog
obdabira tetive, niti rjeSenje nije jedinstveno

@ bez dodatnih informacija o metodi slu¢ajnog odabira tetive nemamo
razloga preferirati niti jedno od tri dobivena rjeSenja

@ jednoznaéno zadana metoda slu¢ajnog odabira tetive =
jedinstveno rjeSenje Bertrandovog problema
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