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Grupiranje podataka: klasteri

KRISTIAN SABO* RUDOLF SCITOVSKIT IVAN VAZLER}

Sazetak. U ovom radu razmatramo problem grupiranja elemenata skupa A u di-
sjunktne neprazne podskupove - klastere, pri cemu pretpostavljamo da su elementi skupa
A odredeni s jednim ili dva obiljeZja. Za rjeSavanje problema koristi se kriterij naj-
manjih kvadrata te kriterij najmanjih apsolutnih udaljenosti. Naveden je niz primjera
koji ilustriraju razlike medu tim kriterijima. Izradena je odgovarajuca programska podr-
ska s ciljem da zainteresirani strucnjaci u svom znanstvenom ili struénom radu mogu
olaksano koristiti ovu metodologiju i pristup.

Kljucne rijeci: grupiranje podataka-klasteri, aritmeticka sredina, medijan, optimi-
zacija

Data clustering

Abstract. In this paper we consider a clustering problem for a data-points set A
into disjoint nonempty subsets - clusters, whereby it is assumed that elements of the set
A are determined by one or two characteristics. Least square criteria and least absolute
deviation criteria are used for solving the problem. A number of examples illustrating
differences between these criteria are given. Corresponding software support is developed
for the purpose of facilitating scientific or professional work by using this methodology
and approach.

Key words: clusters, arithmetic mean, median, optimization

1. Uvod
U ovom radu razmatramo problem grupiranja elemenata nekog skupa A s m > 2 elemenata u
disjunktne podskupove my,..., 7, 1 < k < m, takve da vrijedi
k
Um=A m(\m=0, i#j my=|n>1 j=1,..k (1)
i=1

na osnovi jednog ili vise obiljezja uz koristenje raznih kriterijskih funkcija cilja. Rastave skupa A
na podskupove 7y, ..., 7 koji zadovoljavaju (1) oznacavat éemo s 11 = {m, ..., 7} i zvati particija
skupa A, a skupove mq, ..., T zvat éemo klasteri. Skup svih particija skupa A sastavljenih od k
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klastera koje zadovoljavaju (1) oznacit éemo s P(A, k). Nadalje, kad god budemo govorili o particiji
skupa A, podrazumijevat ¢emo da je ona sastavljena od podskupova skupa A, koji zadovoljavaju
(1). Na taj nacin svjesno smo iz razmatranja iskljucili particije, koje sadrzavaju prazan skup ili
skup A.

Moze se pokazati [39] da je broj svih particija skupa A, koje zadovoljavaju (1) jednak Stirlin-
govom broju druge vrste

k
Pl =5 -0 () )

Primjer 1. Broj svih particija skupa A odredenih s (1) specijalno za m = 10,50,10%,10¢ 4
k=2,3,5,8,10 iznosi

\P(A,k)” k=2 k=3 k=5 k=8 k=10

m = 10 511 9330 42525 750 1
m = 50 1015 1023 1033 1040 1043
m = 103 10300 10476 10697 10898 10993

m = 106 10301 029 10477 120 10698 968 10903 085 10106

Iz navedenog primjera vidi se da trazenje optimalne particije opéenito neée biti moguce provesti
pretrazivanjem ¢itavog skupa P(A, k). Odmah treba re¢i da problem trazenja optimalne particije
spada u NP-teske probleme (vidi [13]) nekonveksne optimizacije opéenito nediferencijabilne funkcije
vise varijabli, koja najcesce posjeduje znacajan broj stacionarnih tocaka. U znanstvenoj i stru¢noj
literaturi ovaj problem ¢esto nalazimo pod nazivom cluster analysis.

Namjera nam je na $to jednostavniji nacin pribliziti ovo znanstveno podrucje Sto Sirem krugu
stru¢njaka jer problem klasifikacije i rangiranja podataka u posljednje vrijeme postaje sve zanim-
ljivije podruéje interesa raznim znanstvenicima i strucnjacima, ali takoder i donositeljima raznih
odluka, primjerice u tijelima drzavne i lokalne administracije.

Postoji vise medunarodno poznatih i priznatih specijaliziranih ¢asopisa koji prate ovo podrucje,
primjerice: Clustering and Classification, Pattern Recognition, Journal of Classification, Journal
of Machine Learning Research. Takoder, redovito se odrzavaju specijalizirani znanstveni i struc¢ni
skupovi s ovom problematikom, primjerice: SIAM International Conference on Data Mining, IEEE
International Conference on Data Mining, ACM SIGKDD International Conference on Knowledge
Discovery and Data Mining, a na brojnim medunarodnim pretraziva¢ima i bazama podataka postoji
ogroman broj podataka o ovom podrucju.

U novijoj znanstvenoj i stru¢noj literaturi mogu se pronaci brojne primjene u poljoprivredi
(primjerice, razvrstavanje oranica prema plodnosti zemljista), u biologiji (primjerice, klasifikacija
kukaca u grupe), u medicini [10, 25], u prometu [17], kod klasifikacije teksta i kompjuterskih
pretrazivada baza podataka [22, 36], kod razumijevanja klimatskih kretanja i problema lokacije
objekata [6, 13], kod satne prognoze potroSnje prirodnog plina i drugih energenata [31]. Takoder,
Cesto se pojavljuju razne primjene u upravljanju (primjerice, rangiranje gradova i opéina za potrebe
financijske podrske) [15], u poslovanju [10], u drustvenim znanostima i psihologiji, kod definiranja
izbornih sustava [5, 19] itd.

Posebno naglasavamo da je uz ovaj tekst izradena i odgovarajuéa programska podrska dos-
tupna na http://www.mathos.hr/oml/software.htm s ciljem da zainteresirani stru¢njaci u svom
znanstvenom ili struénom radu mogu olaksano koristiti ovu metodologiju i pristup.
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U sljedeé¢em odjeljku navodimo osnovni pripremni materijal, koji ée se koristiti u cijelom radu.
U Odjeljku 3. razmatra se najjednostavniji problem grupiranja podataka s jednim obiljezjem i to
posebno prema principu najmanjih kvadrata i prema principu najmanjih apsolutnih odstupanja.
Takoder u ovom odjeljku navode se i osnovne metode za rjesavanje ovog problema za podatke
s jednim ili vise obiljezja. Odjeljak 4. bavi se problemom grupiranja podataka s dva obiljezja,
a Odjeljak 5. problemom izbora optimalnog broja klastera. U Odjeljku 6. s raznih aspekata
analiziramo jedan konkretan problem uz primjenu klaster analize: grupiranje i rangiranje studenata
u okviru Bolonjskog procesa studiranja. U posljednjem odjeljku dajemo osnovne karakteristike i
upute za koristenje pratece programske podrske.

2. Pripremni materijali

Pretpostavimo da je zadan skup realnih brojeva A = {a1, ..., an}, medu kojima moZe biti jednakih.
Treba definirati realni broj koji ¢e na neki nacin reprezentirati taj skup. U tu svrhu najcesée se
koristi:

a;, za koju isticemo sljedeéa svojstva

e aritmeticka sredina a := %

s

Il
-

K2

NE

(a; — \)? > Zm:(ai —a)?,  YAeR, (3)

1

.
Il

(@i —a) =0; (4)

M

Il
N

7

« medijan med(A), za kojeg isti¢emo sljedeée svojstvo

m m
> lai— A=) la; —med(4),  VAER. (5)
i=1 i=1

Aritmeticka sredina a realnih brojeva aq,...,a,;, € R jedinstveni je broj koji ima svojstvo da

je suma kvadrata odstupanja brojeva a; do nekog ¢vrstog realnog broja najmanja onda ako je taj
¢évrsti broj upravo aritmeticka sredina a. Princip najmanje sume kvadrata odstupanja pripisuje se
njemackom matematicaru C.F. Gaussu'.

Ako su elementi skupa A sortirani od najmanjeg prema najveéem, onda se medijan moze jed-

nostavno zapisati na sljedeé¢i nacin:

Ak+1, m =2k +1 (6)
bilo koji broj iz segmenta [ay, ak+1], m = 2k ’

med(A) = {

To je takav broj koji ima svojstvo da je suma apsolutnih odstupanja brojeva a; do nekog ¢vrstog
realnog broja najmanja onda ako je taj ¢évrsti broj upravo medijan med(A). Pri tome vrijedi [38]

m k
D _lai —med(A)[ = (m—i1 — i) (7)

i=1

! Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
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Princip najmanje sume apsolutnih odstupanja pripisuje se hrvatskom znanstveniku J. R. Bogkoviéu?.
ViSe detalja o navedenim pojmovima moze se vidjeti kod [30].

Primjedba 1. Aritmeticka sredina a skupa podataka - realnih brojeva A = {aq, ..., an} podjed-
nako ovisi o svim podacima. Ako pri tome medu podacima ima i onih koji se ekstremno razlikuju od
veéine podataka, onda ée upravo ti ekstremni podaci znacajnije utjecati na aritmeticku sredinu. Pri-
mijetimo takoder da se zbog svojstva (4), aritmeticka sredina podataka neée promijeniti ako podatke
promijenimo tako da je ukupna promjena jednaka nuli.

Medijan med(A) skupa podataka - realnih brojeva A = {ai,...,an} je srednja velicina na koju
ekstremni podaci nemagju nikakav utjecaj. Medijan med(A) nele se promijeniti ako podatke koji su
mangi od med(A) po volji smanjujemo ili povecavamo do med(A), a podatke koji su vedi od med(A)
po volji povedavamo ili smanjujemo do med(A) (vidi Sliku 1), tj.

med(A + E) = med(A), (8)

gdje su E = {01,...,0m} t A+ E={a1+01,...,am + 0} takvi da je

(i) 6;€{6€R:0+a; >med(A)}, akojea; >med(A),
(i) 0, €{deR:d+a; <med(A)}, ako jea; <med(A), (9)
(i13) 05 =0, ako je a; = med(A).
15
119)*
6
[ ] L ] 4=*
L] 3r
L ] 2
[ ] 1- ‘ ‘ ‘ ‘
ay a2 a3 a4 a5 Gag ay ag ag a1 aii

Slika 1: Podrué¢je moguée promjene podataka koja ne utjece na medijan

Nagjprije primijetimo da je med(E) = 6, = 0 i zamislimo da smo skup podataka A = {ay,...,am}
sortirali od najmanjeg prema najveéem. Primjerice, ako je med(A) = a,,, zbog (9) vrijedi

med(A+ E) =med({a1 + d1,...,a,-1 + 6y—1,med(A), aps1 + 0ut1, ..., a0m + o }) = med(A).

Navedena svojstva aritmeticke sredine i medijana imat ce vrlo vaznu ulogu prilikom grupiranja
podataka u skupine u Odjeljcima 3., 4. 1 6..

Primjer 2. Zadan je skup A = {1,2,3,4,4,5,6,9,10,10,15}. Aritmeticka sredina je a ~ 6.3,
a medijan med(A) = a5 = 5. Na Slici 1 graficki je prikazano podrucje mogude promjene podataka
koja ne utjece na promjenu medijana.

Analogno, reprezentant konacnog skupa vektora A = {ai,...,a,}, medu kojima moZe biti
jednakih, gdje su a; = (z4,v:), i = 1,...,m, m > 2 vektori iz R?, definirat éemo kao:

2Josip Ruder Boskovié (1711-1787)
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e centroid skupa vektora

o B 1 m B 1 m
C(A) = (I?y) € Rza T = E Z'IL‘ZH Yy = E Zy’h (10)

i=1 i=1

za kojeg isti¢emo sljedecéa svojstva

Z\Iaz—UIlz >Z|\az—c 3, vueR?, (11)

i=1

Z ; =0; (12)

e medijan skupa vektora
med(A) = (med(x), med(y)) € R?, x=(z1,...,2Zm), ¥y = (Y1,.-.,Ym) € R™, (13)

za kojeg isti¢emo sljedeée svojstvo
m m
> llai —ufy = > [la; — med(A)[[;, Vu € R (14)
i=1 i=1

Centroid ¢(A) = (z,y) € R? skupa vektora A = {ay,...,an}, a; = (z;,y;) ER% i=1,....m
jedinstveni je vektor koji ima svojstvo da je suma kvadrata euklidskih udaljenosti odgovarajué¢ih
tocaka (r;,7;) do neke ¢vrste tocke iz R? najmanja onda ako je ta ¢vrsta tocka upravo (7, 7).

Medijan med(A) = (med(z),med(y)) € R? skupa vektora A = {ay,...,an}, a; = (z;,y;) €
R2,i=1,...,m je takav vektor koji ima svojstvo da je suma I;-udaljenosti® odgovarajuéih tocaka
(x;,v:) € R? do neke ¢évrste tocke iz R? najmanja onda ako je ta évrsta tocka upravo (med x, med y).
Vise detalja o navedenim pojmovima moze se vidjeti kod [38].

Primjedba 2. Pojedine vektore skupa A = {ai,...,an},a; € R% i = 1,...,m, sukladno
Primjedbi 1 moguce je po komponentama mijenjati, a da se centroid, odnosno medijan skupa vektora
A ne promijeni.

Pored centroida i medijana, u literaturi se Cesto razmatra i geometrijski medijan g(A) skupa
vektora A = {ai,...,an}, a; = (z;,9;) € R% i = 1,...,m, koji se definira kao vektor koji ima
svojstvo da je suma euklidskih udaljenosti odgovarajuéih tocaka (x;,y;) € R? do neke évrste tocke
iz R? najmanja onda ako je ta évrsta tocka upravo geometrijski medijan g(A), tj.

Z lai —uf[2 > Z lai = g(A)ll2,  VueR™. (15)

Geometrijski medijan skupa vektora ne moze se opcenito eksplicitno izracunati, a najpoznatiji
algoritam za njegovo priblizno izra¢unavanje je Weiszfeldov algoritam [16, 19, 33]. U literaturi ovaj
problem poznat je pod nazivom Fermat — Torricelli — Weberov problem [8, 33].

Primjedba 3. Analogno bi se mogli definirati centroid, medijan i geometrijski medijan skupa
vektora iz R™.

3U literaturi iz operacijskih istrazivanja poznata pod nazivom Manhattan udaljenost [33]
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Primijetite da formule (10) — (14) slijede na osnovi sljedeée leme, koja se lako dokazuje [2]. Zbog
jednostavnosti, uvedimo oznaku argmin h(z) za skup svih todaka u kojima funkcija h : D — R

xz€D
postiZze globalni minimum. Specijalno, skup argmin i(z) mozZe biti i jednoélan.
z€D
Lema 1. Neka su p;: R =R, i=1,...,n konveksne funkcije i neka je
¢; = argmin p;(x), i=1,...,n.
zeR

Tada je f: R" - R, f(x1,...,2,) = p1(x1) + -+ + pn(x,) konveksna funkcija i vrijedi

argmin  f(z) = (é1,...,¢n).
(Z1,...,xn)ER™

3. Grupiranje na osnovi jednog obiljezja

Neka je A = {aq,...,an} skup koji na osnovi samo jednog obiljezja treba grupirati u k klastera
koji zadovoljavaju (1). Primjerice, dane u godini moZemo grupirati prema prosje¢noj dnevnoj
temperaturi izrazenoj u °C. Svaki element a; € A temeljem tog obiljezja reprezentirat ¢emo jednim
realnim brojem, kojeg ¢emo takoder oznacavati s a;. Zato éemo nadalje govoriti o skupu podataka-
realnih brojeva A = {a1,...,an} medu kojima moZe biti jednakih.

Funkciju? d: R x R — R, koja zadovoljava svojstvo pozitivne definitnosti

dz,y) >0 Va,yeR i dxy =0sz=y,

zvat éemo kvazimetricka funkcija. U literaturi [19, 37] ovakve funkcije nalazimo pod nazivom “dis-
tance like functions”. Kvazimetricke funkcije nalikuju metrickoj funkciji, ali ne moraju zadovoljavati
nejednakost trokuta, a u nekim sluc¢ajevima nemaju ni svojstvo simetricnosti. U ovom odjeljku ko-
ristit éemo dva tipa kvazimetrickih funkcija:

d(a,b) = (a —b)?, d(a,b) = |a —b|.

Neke druge kvazimetricke funkcije navest ¢emo u Odjeljku 4.
Ako je zadana neka kvazimetricka funkcija d: R x R — R, onda svakom klasteru 7; € II
mozemo pridruziti njegov centar c; na sljedeci nacin

¢; = ¢(m;) := argmin Z d(z,a;). (16)

z€R a;Em;
Nadalje, ako na skupu svih particija P(A, k) skupa A sastavljenih od k klastera definiramo
kriterijsku funkciju cilja F : P(A, k) — Ry,

Fa) =Y d(cj, a;), (17)

j=la;€m;

4U cijelom tekstu skup svih nenegativnih realnih brojeva oznadavat éemo s R
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onda d-optimalnu particiju IT* trazimo rjesavanjem sljede¢eg optimizacijskog problema

F(II*) = min F(II). 18
(1) nemin (1) (18)
Primijetite da na taj na¢in optimalna particija II* ima svojstvo da je suma “rasipanja” (suma
odstupanja) elemenata klastera oko svog centra minimalna. Na taj na¢in nastojimo postiéi Sto
bolju unutrasnju kompaktnost i separiranost klastera.

Obrnuto, za dani skup centara cp,...,cx € R, uz primjenu principa minimalnih udaljenosti
mozemo definirati particiju Il = {m, ..., 7} skupa A na sljedeéi nacin:
i ={a€A:d(¢,a) <d(cs,a), Vs =1,...,k}, j=1,...k, (19)

pri ¢emu treba voditi racuna o tome da svaki element skupa A pripadne samo jednom klasteru.
Zato se problem trazenja optimalne particije skupa A moze svesti na sljedeéi optimizacijski problem

min _ F(cp,...,ck), F(cl,...,ck):z_minkd(cj,ai), (20)
=17

C1,..,CRE =1,...,

gdje je F': R¥ — R,. Opéenito, ova funkcija nije konveksna ni diferencijabilna, a moze imati vise
lokalnih minimuma [13, 16, 37]. Optimizacijski problem (20) u literaturi se moze naéi pod nazivom
k-median problem, a najcesée se rjeSsava raznim metaheuristickim metodama [7] ili uz primjenu
cjelobrojnog programiranja [26, 32, 29]. Pregled radova iz ovog podruéja do 2006. godine moze se
vidjeti kod [28].

3.1. Kriterij najmanjih kvadrata

Definicija 1. KaZemo da je particija II* optimalna w smislu najmanjih kvadrata® (skraéeno: LS-
optimalna) ako je II* rjesenje optimizacijskog problema (17)—(18), a kvazimetricka funkcija d: R x
R — R, definirana s

d(a,b) = (a —b)% (21)

Primijetite da funkcija (21) nije metrika jer ne zadovoljava nejednakost trokuta. Prema (3), centri
ci,...,ck klastera mq, ..., T, odredeni su s

1
¢; = argmin Z(aifu)zzm Z Qj, J=1...k, (22)
J

u€R a;Em; a;Em;

a funkcija cilja (17) s
k
FO =Y (¢ —a) (23)
j=la;€m;

Primjer 3. Zadan je skup A = {0,3,6,9}. Treba pronadi sve njegove dvoclane particije
koje zadovoljavaju (1), odrediti pripadne centre i vrijednosti kriterijske funkcije cilja F u smislu
najmangjih kvadrata.

Broj svih dvoélanih particija ovog skupa je 2™~ ! —1 = 7, a kao &to se vidi iz Tablicel LS-
optimalna particija u ovom slucaju je {{0,3},{6,9}} jer na njoj kriterijska funkcija cilja F zadana
s (23) postize najmanju vrijednost.

Sengl. Least Squares, njem. Varianzkriterium
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T T2 ‘ C1 Co ‘ .F(H) ‘ Q(H)

{0} {369} 0 6 | 0+18 =18 | 81/4427/4 =27
{3} {069} | 3 5 | 0+42 =42 | 9/4+3/4 =
{6} {039}| 6 4 |o0+42 =42 | 9/4+3/4 =3
{9}y {036} | 9 3 | 0+18 =18 | 81/4427/4 =27
{037 {69} [3/2 15/2|9/2+9/2 =9 | 18+18 =36
{06F {39} | 3 6 | 18+18 =36 | 9/2+9/2 =
{09} {36} |9/2 9/2 |81/249/2 =45 | 040 =0

Tablica 1: Particije, centri i funkcije cilja F 1 G

3.1.1. Dualni problem

Sljedeca lema pokazuje da je “rasipanje” skupa A oko njegovog centra ¢ jednako zbroju “rasipanja”
klastera 7;, j = 1,...,k, oko njihovih centara c;, 7 = 1,..., k, i tezinskoj sumi kvadrata odstupanja
centra c od centara c;, pri ¢emu su tezine odredene veli¢inom skupova ;.
Neka je A = {a1,...,am} skup podataka, a 11 = {my,..., 7} neka particija s

Lema 2.
klasterima 1, ..

Tada vrijedi

gdje je

., Tk duljine mq,...,mg. Neka je nadalje
1 1
c:—Zai, cj = — a;, j=1,...,k.
m i=1 mj a; Em;
> (a; =) = F(IT) + G(1),
i=1

Dokaz. Primijetimo najprije da za svaki x € R vrijedi

Z (ai—$)2= Z (ai—cj)2+mj(cj—x)2, ji=1... k.

a; € a; €M,

Naime, kako je prema (4), > (a; —¢j)(¢; —xz) = (¢; —x) Y. (a; —¢;) =0, vrijedi

> ((ai =) + (¢; — 2))?

a; €M, a; €T,

= X (ai—¢)?+my(e; — )%

a;E™m;

(24)

(25)
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Ako u (28) umjesto x stavimo ¢ = % >~ a; i zbrojimo sve jednakosti, dobivamo (25). O
i=1
Iz Leme 2 neposredno slijedi tvrdnja sljedeéeg teorema [5, 35]
Teorem 1. Uz oznake kao u Lemi 2 vrijedi:

argmin F(II) = argmax G(II).
EP(Ak) HEP(Ak)

To znadi da u cilju pronalazenja LS-optimalne particije, umjesto minimizacije funkcije F zadane
s (23), odnosno (26), mozemo maksimizirati funkciju

k
G(Im) = "~ my(c; — o). (29)
j=1

Primjer 4. Centar skupa A = {0,3,6,9} iz Primjera 3 je ¢(A) = %, a ukupno rasipanje skupa
A oko centra c(A) je Y i~ (a; —¢)* = 45. Za svaku od T razlicitih particija u Tablici1 prikazana je
takoder i vrijednost kriterijske funkcije cilja G. Kao sto se vidi, funkcija G prima najvecu vrijednost
na optimalnoj particiji {{0,3},{6,9}}, sto je u skladu s Teoremom 1. Takoder, u skladu s Lemom 2,
za svaku particiju IT vrijedi F(IT) + G(II) = 45 (vidi takoder Tablicu 1).

Primjedba 4. Lako se moze provjeriti da je veza izmedu centra c citavog skupa A i centara c;
pojedinih klastera m; zadanih s (24) dana s

mi my
c=—cCc+ -+ —Ck.
m m
Specijalno, za dva disjunktna skupa realnih brojeva A = {x1,...,zp}, B ={y1,...,yq} aritmeticka
sredina njihove unije jednaka je ponderiranom zbroju njihovih aritmetickih sredina, tj. vrijedi
P — 4 =

AUB= —A+ —38B
p+q pP+q

3.2. Kriterij najmanjih apsolutnih odstupanja

Definicija 2. KaZemo da je particija II* optimalna u smislu najmanjih apsolutnih odstupanja® (skra-
éeno: LAD-optimalna) ako je II* rjesenje optimizacijskog problema (17)—(18), a metricka funkcija
d: R xR — Ry definirana s

d(a,b) = |a —b|. (30)
Prema (5) centri ¢y, ...,c klastera 7y, .., 7 odredeni su s
¢; = argmin Z la; — u| = med(m;), i=1,... .k, (31)

ue a;€m;

a funkcija cilja (17) s
k
FI)=> "> le—ail. (32)
j=la;€m;

Ako pri tome iskoristimo (7), onda za izracunavanje funkcije cilja (32) nije potrebno poznavati
centre klastera (31), Sto moZe znacajno ubrzati ra¢unski proces.

6engl. Least Absolute Deviations
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3.3. Grupiranje podataka s tezinama

Pretpostavimo da je zadan skup podataka A = {a1,...,an}, pri ¢emu je svakom podatku a;
priduZena odgovarajuéa tezina w; > 0. Kriterijska funkcija cilja (17) sada postaje

k
F(I) = Z > wid(es, ai). (33)

Specijalno, kod primjene kriterija LS-optimalnosti centar c; klastera m; odreden je tezinskom arit-
metickom sredinom podataka iz klastera m;

1
Cj = — w;aq, Ry = Z w;, (34)

Kj
a; ET; a; €T,

a kod primjene kriterija LAD-optimalnosti centar c; klastera m; odreden je tezinskim medijanom
podataka iz klastera m; (vidi [30, 38]):

¢; = med (w;, a;). (35)

a;Em;

3.4. Problem trazenja optimalne particije je problem globalne optimiza-
cije

Kao $to je veé ranije spomenuto, problem trazenja optimalne particije skupa A je problem globalne

optimizacije, a minimizirajuéa funkcija F' definirana s (20) nije ni konveksna ni diferencijabilna, a

moze imati vise lokalnih minimuma. U praktiénim primjerima pokazuje se da ve¢ kod dvadesetak

podataka i pet klastera (vidi Primjer 10) taj broj lokalnih minimuma mozZe biti neocekivano velik.

Problem trazenja globalnog minimuma funkcija viSe varijabli opéenito je vrlo sloZen problem.
Pregled radova iz ovog podrudja objavljenih u posljednje vrijeme moze se naéi kod [12]. U knjizi [14]
dan je pristup rjesavanju ovog problema preko tzv. intervalne analize. Na osnovi radova [27, 34]
izraden je efikasan algoritam globalne optimizacije za tzv. klasu Lipschitzovih funkcija nazvan
DIRECT [11, 18]. Algoritam DIRECT moZe se vrlo uspjesno primijeniti za rjeSavanje problema traZenja
optimalne particije.

Buduéi da u nasem sluc¢aju minimizirajuéa funkcija (20) nije diferencijabilna, problem postaje
jos$ sloZeniji. Ako bi rjesenje pokusali direktno dobiti pretrazivanjem svih moguéih particija, to bi
racunski bilo vrlo zahtjevno i iziskivalo bi znacajno vrijeme rada racunala: u slucaju veéeg broja
podataka i klastera to postaje gotovo nemogué pothvat (vidi Primjer 1).

3.4.1. Standardni k-means algoritam

Uz pretpostavku da smo na neki naéin dobro procijenili pocetnu aproksimaciju centara klastera
ili dobru pocetnu particiju, nize navedenim algoritmom mozemo dobiti particiju dosta blisku op-
timalnoj [19, 37]. Algoritam ¢emo napisati dovoljno opéenito uz koristenje kvazimetricke funkcije
d: X x X — Ry, gdje je X prostor podataka (vidi [24]).
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Algoritam 1. (Standardni k-means algoritam)

Korak 0: Ucitati m, k, skup A i izabrati pocetne centre c(lJ7 e 02. ;

Korak 1: Primjenom principa minimalnih udaljenosti odrediti pocetnu particiju 11 = {my,..., 7}

tako da neki a € A pripadne onom klasteru ¢iji je centar najblizi elementu a. Izracunati
centre c1, ..., ¢k klastera my, ..., m i pocetnu vrijednost funkcije ciljo Fy = F(II);

Korak 2: Formirati novu particiju N = {v1,...,vx} tako da neki a € A pripadne onom klasteru ciji
je centar najblizi elementu a, njihove centroide (y,...,(x @ novu vrijednost funkcije cilja

Fl:f(N);

Korak 3: Ako je Fy < Fy, staviti c; = (55§ = 1,...,k; Fo = F1 i prijeci na Korak 2;
U protivnom, STOP.

Primjedba 5. Za podatke s jednim obiljezjem u slucaju izbora LAD-kriterija optimalnosti
metricka funkcija d zadana je s (30). U tom sluéaju u Koraku 2 Algoritma 1 moZe se dogoditi
da neki centroid (;, sukladno (6), moZe biti proizvoljan broj iz nekog intervala o, ] C R. U tom

slucaju treba uzeti (; = #

3.4.2. Trazenje optimalne particije na osnovi jednog obiljezja

Problem trazenja optimalne k-Clane particije skupa A C R s jednim obiljezjem nesto je jednos-
tavniji, iako se i u ovom sluéaju opéenito radi o optimizacijskom problemu za nekonveksnu i/ili
nediferencijabilnu funkciju vise varijabli.

(i) Specijalno, u ovom sluéaju princip minimalnih udaljenosti kojim se na osnovi zadanih centara

¢, j = 1,...,k, odreduju odgovarajuce particije m;, (Korak1 i Korak2) u Algoritmu 1, ne
ovisi o izboru kvazimetricke funkcije d. Uoc¢imo da tada u Korakul Algoritma 1 mozemo
pisati

1
wlz{aEA:agi(c?Jrcg)},
1 .
Wj:{aEA:i(cg_l—i-c?)<a§f(cg—|—c?+1)}, ji=2,...,k—1,

1
m={a€Ara> 5(02714%2)},

dok u Koraku 2, mozemo pisati

V1={a€¢43a§%(01+02)}a

DO —

1
Vj:{aeAli(Cj71+Cj)<a§*(Cj+Cj+1)}, j=2,...,k—1,

1
vp={acA:a> §(Ck_l +c)}

Primjer 5. Zadan je skup A = {1,2,3,8,9,10,25}. Primjenom Algoritma 1 treba pronaci
dvoclanu particiju sto blizu LS-optimalnoj.
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Iteracija Klasteri Centri Funkcija cilja
1. {1,2,3,8}, {9,10,25} 3.50 14.67 189.67
2 {1,2,3,8,9}, {10,25} 4.60 17.50 165.70
3. {1,2,3,8,9,10}, {25} 5.50 25.00 77.50
4 {1,2,3,8,9,10}, {25} 5.50 25.00 77.50

Tablica 2: Tijek iterativnog postupka Algoritma 1

Broj svih dvo¢lanih particija ovog skupa je 2™~ ! —1 = 63. Odmah uoc¢avamo da skup A sadrzi
dvije znacajno razli¢ite skupine realnih brojeva A; = {1,2,3} te A2 = {8,9,10}. Takoder,
skup A sadrzi i element 25, kojeg mozemo shvatiti kao jako strseé¢i podatak nastao zbog
odredene pogreske, a prirodno dolazi iz skupine As. Primjenom Algoritma 1 uz pocetne centre
¢1 =21 ¢y =15, dobivamo podetnu particiju II = {m,m}, m = {1,2,3,8}, m = {9,10,25}.
U Tablici 2 prikazan je tijek iterativnog postupka. Direktnom provjerom svih particija moze
se pokazati da je Algoritam 1 pronasao upravo optimalnu particiju. Iz ovog primjera vidljivo
je da k-means algoritam u smislu LS-optimalnosti sukladno Primjedbil daje particiju, koja
znacajno ovisi o strse¢em podatku, tako da upravo strseéi podatak ¢ini zaseban klaster (vidi
Sliku 2).

LS-optimalna particija

1 2 3 8 9 10 25

LAD-optimalna particija
eo o
1 2 3 8 9 10 25
Slika 2: Optimalne particije skupa A = {1, 2, 3,8,9,10, 25} dobivene Algoritmom 1

Primjer 6. Zadan je skup A = {1,2,3,8,9,10,25} iz Primjera 5. Primjenom Algoritma 1
treba pronaéi dvoclanu particiju skupa A sto blizu LAD-optimalnoj.

Iteracija Klasteri Centri Funkcija cilja
1. {1,2,3,8}, {9,10,25} 2.50 10.00 24
2. {1,2,3}, {8,9,10,25} 2.00 9.50 20
3. {1,2,3}, {8,9,10,25} 2.00 9.50 20

Tablica 3: Tijek iterativnog postupka Algoritma 1

Primjenom Algoritma 1 uz pocetne centre kao u Primjerub, ¢; = 2 i ¢ = 15, dobivamo
poCetnu particiju II = {my,m}, m = {1,2,3,8}, my = {9,10,25}. U Tablici 3 prikazan
je tijek iterativnog postupka. Pri tome, centri u Koraku 2 Algoritma 1 birani su u skladu
s Primjedbom 5. Direktnom provjerom moze se pokazati da je algoritam pronasao upravo
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LAD-optimalnu particiju. U ovom sluc¢aju strseé¢i podatak sukladno Primjedbil prirodno je
pridruzen drugom klasteru (vidi Sliku 2).

Nadalje, odigledno je da je optimalnu k-¢lanu particiju sortiranog skupa A C R s jednim
obiljezjem dovoljno traziti izmedu particija I = {1, ..., 7}, ¢iji se klasteri nastavljaju jedan
na drugi, tj. izmedu particija za cije klastere vrijedi: maxm; < minm; 11, ¢ =1,...,k—1. Broj
svih takvih particija je (7,?__11) i znatno je manji u usporedbi s brojem svih mogucih particija
(2) koje zadovoljavaju samo (1). NiZe navednu tablicu usporedite s tablicom iz Primjera 1.

(h5) |k=2 k=3 k=4 k=5 k=10
m = 10 9 36 84 126 1
m = 20 19 171 969 3876 92378
m = 50 49 1176 18424 211876 ~2x 10°
m=100| 99 4851 156849 ~4x10% =~ 2x 102

U slucaju kada je broj (7]?__11 ) relativno malen, optimalnu particiju mozemo potraziti izracu-
navanjem vrijednosti funkcije cilja na svim ovakvim particijama (vidi Tablicu 7 u Odjeljku 7).
Ako u tom slucaju koristimo kriterij LAD-optimalnosti, za izraCunavanje vrijednosti funkcije
cilja nije potrebno poznavati centre klastera (vidi Odjeljak 3.2.), Sto dodatno ubrzava ra¢unski
proces.

Ako je broj (7:_711) relativno velik, morat ¢emo se zadovoljiti nekom stacionarnom tockom u
kojoj funkcija cilja mozda nece postié¢i globalni minimum. U tom sluc¢aju izmedu ovih (Zl:ll)
particija na neki nacin treba izabrati razuman broj particija, koje ¢e nam posluziti kao pocetne
particije u Algoritmu 1. Tako dobivena particija s najniZom vrijednosti funkcije cilja moze

zamijeniti trazenu optimalnu particiju.

Za relativno veliki skup A C R s jednim obiljezjem navest ¢emo jedan nacin izbora pocetnih
centara u Algoritmu 1 koji ¢esto dovodi do optimalne particije. Pretpostavimo dakle, da je
zadan sortirani skup podataka A = {aq,...,am}, za koji treba pronaéi k-¢lanu LS ili LAD-
optimalnu particiju.

Najprije ¢emo skup A razdijeliti na k priblizno jednakih podskupova 7y, ..., 7, zadrzavajuéi
pri tome sortirani redoslijed elemenata. Pocetne centre ¢Y,...,c) u Koraku 0 Algoritma 1
odredit ¢emo na sljedeéi nacin:

(a) za trazenje LS-optimalne particije za cg-) treba uzeti aritmetic¢ku sredinu skupa 7;;

(b) za trazenje LAD-optimalne particije za c? treba uzeti medijan skupa ;.

Ako je zadan skup A s odgovarajué¢im tezinama w; > 0, onda najprije odredimo najmanji
prirodni broj p € N, takav da je 10Pw; > 1, Vi = 1,...,m i definiramo nove tezine kao najveéi
cijeli broj manji ili jednak 10Pw;, tj. k; = |10Pw;| € N. Nakon toga definiramo nove podatke

al,...,01,02,...,02,...,Qm,...,0m,
N N—— N———

K1 K2 Rm

i na njih primijenimo postupak (a), odnosno (b).
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4. Grupiranje na osnovi dva obiljezja

Neka je A = {ay,...,an} skup koji treba na osnovi dva obiljezja grupirati u k klastera koji zado-
voljavaju (1). Primjerice, dane u godini moZemo grupirati prema prosjecnoj dnevnoj temperaturi
izrazenoj u °C i koli¢ini dnevnih padavina. Svaki element a; € A temeljem tih obiljezja reprezentirat
¢emo jednim vektorom (x;,v;) € R?, kojeg ¢emo oznaditi s a;. Nadalje, zbog jednostavnosti ele-
mente skupa A identificirat ¢emo s tim vektorima i govoriti o skupu podataka-vektora medu kojima
moZe biti jednakih.

Ako je zadana neka kvazimetricka funkcija d: R? x R? — R, , onda svakom klasteru m; € 11
mozemo pridruziti njegov centar c; na sljedeci nacin

cj = ¢(m;) := argmin Z d(x,a;). (36)

x€R2 aen;
Kod problema grupiranja podataka u opéem slucaju najcesce koristene kvazimetricke funkcije d :
R™ x R"® — Ry su [1, 13, 19]

d(x,y) = |x —yl3 (least squares udaljenost) (37)

dx,y) = |lx -yl (Manhattan udaljenost) (38)

d(x,y) = %(x -y)Q(x— y)T, Q>0,Q7=qQ (Mahalanobisova udaljenost)

d(x,y) = Z X; (ln ? —x; + yi> , %X,y €RY (0In0:=0) (Kullback-Leiblerova udaljenost)
Na skupu svih particija P(A, k) skupa A sastavljenih od k klastera, potpuno analogno kao i ranije,
definiramo kriterijsku funkciju cilja F : P(A, k) — Ry,

k
FI)=>"3" dlc;,a), (39)

j=la;em;

a d-optimalnu particiju IT* trazimo rjeSavanjem optimizacijskog problema
FAT*) = min F(II). 40
()= min F1) (40)
T u ovom slucaju problem trazenja optimalne particije moze se preformulirati na problem trazenja optimalnih
centara, pri tome funkcija cilja (39) takoder moze imati vise lokalnih minimuma, koje takoder mozemo traziti

primjenom Algoritma 1.

Primijetite da na taj nacin optimalna particija II* ima svojstvo da je suma “rasipanja” (suma odstu-

panja) elemenata klastera oko svog centra minimalna. Na taj naéin nastojimo postiéi Sto bolju unutrasnju
kompaktnost i separiranost klastera.

4.1. Kiriterij najmanjih kvadrata

Definicija 3. Neka je A = {a; = (zi,y:) € R? : i = 1,...,m} skup vektora iz R*. KaZemo da je
particija I1* = {x{,..., 75} optimalna u smislu najmanjih kvadrata (skraceno: LS-optimalna) ako je II*
rjesenje optimizacijskog problema (39)—(40), a kvazimetricka funkcija d : R* x R? = Ry definirana s (37).
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Primijetite da funkcija (37) nije metrika jer ne zadovoljava nejednakost trokuta. Prema (10) centri cy, ...

klastera 71, ..., 7, odredeni su s
1
cj = argmin Z lai —ul)5 = — Z a;, j=1,...,k,
uer? asen; |75 aren;
a funkcija cilja (39) s
k
2
FI) =" lle; —aill3
j=la;€m;

163

(42)

Primjer 7. Za skup A = {a; = (0,0), a; = (1,0), ag = (1,1), as = (0,1)} odredit éemo sve dvoclane
particije, koje zadovoljavaju (1), a nakon toga odgovarajule centroide i vrijednosti funkcije cilja (42) u

smislu LS-optimalnosti.

Broj svih dvoé¢lanih particija ovog skupa je 27!

— 1 =7, a kao sto se vidi iz Tablice 4, dvije particije

{{a1,a2},{as,as}} i {{a1,a4}, {az,a3}} su optimalne jer na njima kriterijska funkcija cilja (42) postize

globalni minimum (vidi Sliku 3).

T To ‘ cy Cy ‘ F(II) ‘ G(10)

{a;} {ay,a3,a4} a; E;,g; O—i—% ~1.3 % +% ~ 0.6

{as} {a1,a3,a4} as 73 0+§ ~1.3 ? +§ ~ 0.6

{as} {a1,a2,a4} ag (g, §) 0+ 3 ~ 1.3 : + g ~ 0.6

{a4} {a1,a2,a3} ay (5,3) |0+3 =13 |5+ =06
{a1,a2} {as, a4} (3,0)  (3.,1) %Jr% =1 %Jr% =1
{anai}  fasas) | (0.3) (Lg) |34+ =1 |;+5 =1
{al,ag} {32734} (%,%) (%7%) 1+1 =2 0+0 =0

Tablica 4: Particije, centri i funkcije cilja F 1 G

Slika 3: LS-optimalne particije skupa A iz Primjera 7
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4.1.1. Dualni problem

Analogno, kao u jednodimenzionalnom slucaju moze se pokazati da vrijedi

m k k
2 2
Slai—clz=>" > lles —aillz + Y mylle; —cl3, (43)
i=1 j=1

j=la;€m;

m

gdje je ¢ = = >~ a; centar skupa A, a m; = |m;|. Zato umjesto minimizacije funkcije F zadane s (42)
=1

optimalnu LS-particiju mozemo traziti maksimizacijom funkcije

g = mylle; —cl3. (44)

Odredenim prilagodavanjem [5] problem se svodi na poznate probleme i metode linearne algebre.

Primjer 8. Skup A iz Primjera 7 ima T razli¢itih particija i za sve njih u Tablicij prikazana je
vrijednost kriterijske funkcije cilja G. Kao sto se vidi iz Tablice 4, funkcija G prima maksimalnu vrijednost
na veé ranije dobivenim optimalnim particijama {{a1,a2},{as,as}} 7 {{a1,a4}, {az,a3}}.

4.2. Kiriterij najmanjih apsolutnih odstupanja

Definicija 4. Neka je A = {a; = (x:,5:) € R?:i=1,...,m} skup vektora iz R®. KaZemo da je particija

IT* = {n7,..., 7} optimalna u smislu najmanjih apsolutnih odstupanja (skraceno: LAD-optimalna) ako je II*
rjesenje optimizacijskog problema (39)—(40), a metricka funkcija d : R* x R? = Ry definirana s (38).
Prema (13) centri ¢y, ..., cy klastera 71,..., 7 odredeni su s
c; = argmin Z lla; — ul|1 = med(7;), j=1,...,k, (45)
ucR? a e,
i CTj

te funkcija cilja (39) zadana je s
k

FI) =" lle; —ailh (46)

j=la;€m;

Primjedba 6. Kao sto smo u Odjeljku 3.3. razmatrali problem grupiranja jednodimenzionalnih teZin-
skih podataka, slicno bi mogli postupiti © u slucaju grupiranja tezinskih dvodimenzionalnih i visedimenzional-
nih podataka [38].

5. Problem izbora optimalnog broja klastera

U nekim slucajevima (vidi Primjere 9,10) broj klastera u particiji skupa .4 odreden je iz prirode problema.
Ako broj klastera u particiji nije unaprijed zadan, onda je prirodno traziti optimalnu particiju s klasterima
koji su sto kompaktnije grupirani i Sto bolje separirani. U tom smislu moze se postaviti i problem optimalnog
broja klastera u particiji. O ovom problemu moZe se naéi vrlo razli¢itih pristupa u literaturi (vidi primjerice
[10, 13, 17]), a ovdje navodimo nekoliko najéesée koristenih.

(i) Jedna moguénost je promatrati optimalnu vrijednost kriterijske funkcije cilja kao funkciju broja
klastera. Buduéi da s porastom broja klastera optimalna vrijednost kriterijske funkcije cilja opada
[35], kao optimalnu vrijednost broja klastera k mozemo uzeti onu vrijednost za koju je kriterijska
funkcija cilja naglo pala.
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(ii) (Davies — Bouldinov indeks [4]) Za optimalnu particiju s k klastera definiramo indeks

k
1
Vb = z Z R, (47)
i=1

gdje je

R; = max R;j,

J#i
Rij = % (mjera slicnosti klastera m; i m;),
ij

D;j =d(ci,cj) (udaljenost centara klastera m; i m;),

1
Si=— d(a,c;) (rasipanje klastera ;).
|l ;
Kompaktniji i bolje separirani klasteri u optimalnoj particiji rezultirat ¢e manjim Vpp indeksom.

(iii) (Dunnov indeks [9]) Za optimalnu particiju s k klastera definiramo indeks

D(m;, m;
Vp = min 7( 2 )
1<i<j<k \ max diam s
1<s<k

(48)

gdje je
D(mi,7;) = min d(a,b),
a€m;, beT;

diam m; = max d(a,b).
a,bem;

Kompaktniji i bolje separirani klasteri u optimalnoj particiji rezultirat ¢e manjim Vp indeksom.
(iv) (Calinski-Harabaszev indeks [3, 10]) U slucaju primjene kriterija LS-optimalnosti moZzemo koristiti
Calinski-Harabaszev indeks
(m — k)G(A)
(k= 1)F(A)’

gdje su F(A), odnosno G(.A), funkcije zadane s (26), odnosno s (27). Kompaktniji i bolje separirani
klasteri u optimalnoj particiji rezultirat ¢e veéim Veopn indeksom.

Ven = (49)

6. Mjerenje uspjesnosti studenata i Bolonjski proces

Tako postoje brojne moguénosti primjene klaster analize navedene u Uvodu, odlucili smo se ovu metodu
analize podataka ilustrirati na aktualnim problemima i primjenama iz obrazovnog sustava. S tim u vezi
razmatramo problem grupiranja studenata prema rezultatima postignutim u okviru jednog predmeta i pro-
blem rangiranja studenata na osnovi prosjecne ocjene i postignutog broja ECTS bodova u jednoj studijskoj
godini.

Isto tako, interesantno bi bilo promatrati problem grupiranja ucenika temeljem rezultata postignutih na
drzavnoj maturi u okviru jednog predmeta i/ili na osnovi rezultata iz svih predmeta, grupiranje i rangiranje
skola na osnovi rezultata drzavne mature itd.

Primjer 9. U cilju kontinuiranog pracenja rada studenata uw okviru nekog predmeta, tijekom semestra
pise se nekoliko kolokvija koji mogu zamijeniti klasicni pismeni ispit na kraju semestra. Na osnovi sakup-
ljenih bodova na tim kolokvijima, treba procijeniti prag prolaznosti (ako prije toga nije unaprijed zadan) i
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raspone bodova koji ée definirati pozitivne ocjene pismenog dijela ispita: dovoljan (2), dobar (3), vrlo do-
bar (4), izvrstan (5). Primjerice, neka su zadani sljededi podaci o postignutim bodovima na kolokvijima za
grupu od 23 studenata si,...,S23

A=1{0,3,4,5,8,10,14, 17,20, 25, 30, 34, 42, 44, 47,47, 48, 48, 50,58, 76,80, 100}.

Studente é¢emo grupirati u 5 klastera uz primjenu LS i LAD kriterija optimalnosti. Kao $to je navedeno
u Odjeljku 3.4.2., optimalnu particiju u ovom sluc¢aju dovoljno je traziti medu particijama II = {m1,..., 75}
¢iji klaster se nastavljaju jedan na drugi, tj. medu particijama za Cije klastere vrijedi: max m; < min w41, i =
1,...,4. Ukupni broj takvih particija je 7315, a kompjutersko pretrazivanje svih ovih particija traje svega
nekoliko sekundi. Na Slici4 sivim nijansama oznaceni su klasteri odgovarajué¢ih LS-optimalnih i LAD-
optimalnih particija. Pri tome prvi klaster, oznacen najsvjetlijom nijansom, sadrzava studente koji nisu
postigli potrebni prag prolaznosti. Primjeéujemo da je LS kriterij optimalnosti sukladno Primjedbi 1 izdvojio
izrazito najboljeg studenta u posebni klaster, kojem je pridruzena ocjena izvrstan (5), dok je LAD kriterij
optimalnosti u klaster najboljih studenata uvrstio ¢ak tri studenta. Sukladno Primjedbil, LAD kriterij
optimalnosti studente nastoji Sto ravnomjernije razdijeliti u skupine — klastere.

LS-optimalna particija
16 37 63 89

0 20 40 60 80 100

LAD-optimalna particija

11 24 39 64
0 20 40 60 80 100

Slika 4: Optimalne particije bodova postignutih na kolokviju

Primjer 10. U Tablici5 prikazane su prosjecne ocjene (PO) i odgovarajuéi brojevi ECTS bodova za 20
studenata, koje je potrebno grupirati u pet klastera.

Student s1 32 S3 Sa S5 S6 s7 ER) S9  S10
PO 20 24 27 30 31 31 32 33 35 36
ECTS 45 48 47 57 60 55 52 51 50 47

Student s11 s12  S13  S14  S15  S16  S17 S18  S19 820
PO 3.7 38 39 39 40 40 43 45 45 5.0
ECTS 54 49 49 48 46 50 51 50 54 60

Tablica 5: Prosje¢ne ocjene (PO) i ECTS bodovi studenata

Za rjesavanje ovog problema primijenit ¢emo metode grupiranja podataka s jednim obiljezjem sukladno
LS, odnosno LAD kriteriju optimalnosti navedene u Odjeljku 3.. Pri tome studente ¢emo grupirati prema:

(i) prosjeénim ocjenama;
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(ii) postignutom broju ECTS bodova;

(iii) produktu prosje¢nih ocjena i broja ECTS bodova. Prije toga, podatke o broju ECTS bodova kao i
podatke o prosje¢nim ocjenama potrebno je ravnomjerno normirati kako bi odgovarajuéi utjecaji na
produkt bili podjednaki. Primijetite da su produkti normiranih prosje¢nih ocjena i normiranih ECTS
bodova kvadrati geometrijskih sredina tih podataka.

Kao sto je navedeno u Odjeljku 3.4.2., optimalnu particiju u ovom slu¢aju dovoljno je traziti medu
particijama IT = {71, ..., 75} ¢iji se klasteri nastavljaju jedan na drugi, tj. medu particijama za ¢ije klastere
vrijedi: maxm; < minm;4+1, ¢ = 1,...,4. Ukupni broj takvih particija je 3 876, a kompjutersko pretrazivanje
svih ovih particija traje svega nekoliko sekundi. Na Slici 5 prikazani su dobiveni rezultati, pri ¢emu su na
osi apscisa naneseni studenti si,..., 20, dok su na osi ordinata naneseni odgovarajuéi klasteri my,...,7s.
Dobivene LS-optimalne particije oznac¢ene su plavom bojom (Slika 5a), dok su LAD-optimalne particije
prikazane crvenom bojom (Slika 5b). Pri tome su s kvadrati¢ima prikazani rezultati grupiranja studenata
prema prosjecnim ocjenama, trokuti¢ima su prikazani rezultati grupiranja studenata prema broju ECTS
bodova, dok su s krugovima prikazani rezultati grupiranja studenata prema produktu normiranih prosjecnih
ocjena i broja ECTS bodova.

a) LS-optimalne particije

5 A e
Ty & & A L H Es
3 ® ® ® A A B B B B ] ] B R @
Tz A ] ] L u » ® AD—AD AD ®
ny e B e A9 i
Il Il i 1] £ Il 1 Il Il 1 Il Il 1 Il Il 1 Il Il Il i
S1 S2 S3 Sq S5 Sg 57 Sg Sg S10 sSu S12 S13 Si S15 S16 S17 Si8 S19 520
Bl (PO) — prosjeéne ocjene A (ECTS) — ECTS bodovi @® (PO . ECTS)
b) LAD-optimalne particije
5 i & L] L] | ]
m A A E] ES L] & B o
n3 ® ® ® & A L] | e ‘@ @
o L B B B8 ‘4 ‘@ @ 2 A
T BEe Bs B B A @
51 Sz 53 54 S5 S6 57 S8 S S10 Su S12 S13 Si4 515 S16 S17 S18 S19 520
Il (PO) — prosjecne ocjene A (ECTS) - ECTS bodovi ® (PO - ECTS)

Slika 5: Grupiranje studenata po razli¢itim kriterijima

Kao sto je vidljivo sa Slike 5b, primjenom LAD kriterija optimalnosti studenti si, s2 i s3, koji imaju
izrazito male prosjecne ocjene, kao i mali broj ECTS bodova ostaju u klasteru 71, neovisno o na¢inu grupi-
ranja (prema prosjecnim ocjenama, prema broju ECTS bodova ili prema produktu normiranih prosjeénih
ocjena i broja ECTS bodova). Sli¢no je sa studentom sg¢, koji ima najveéu moguéu prosjetnu ocjenu i
najve¢i moguéi broj ECTS bodova, te neovisno o nac¢inu grupiranja uvijek ostaje u klasteru ms. Sukladno
Primjedbi 1, LAD kriterij optimalnosti studente nastoji Sto ravnomjernije razdijeliti u skupine — klastere.
Tako primjerice uoéavamo da primjenom LAD kriterija optimalnosti kod nekih studenata dolazi do izrazitih
oscilacija, u ovisnosti o nac¢inu grupiranja. Primjerice studenti s4 i s5, koji imaju visok broj ECTS bodova, a
male prosjecne ocjene, prilikom grupiranja prema prosje¢noj ocjeni smjesteni su u klaster w2, dok su prema
broju ECTS bodova smjesteni u klaster m5. Analogna pojava, samo u suprotnom smjeru, prisutna je kod
studenata koji imaju visoke prosjecne ocjene i malen broj ECTS bodova. Tako primjerice studenti s14 i s15
iz klastera w4 prelaze u klaster w1 dok student sis iz klastera s prelazi u klaster ms.
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Za razliku od LAD kriterija, primjenom LS kriterija optimalnosti (Slika 5a), znacajno je manji broj
studenata koji ostaju u istom klasteru. Neovisno o nacinu grupiranja, to je student si, koji ostaje u
klasteru w1 te student sa20, koji ostaje u klasteru ms. Takoder, izrazite oscilacije prisutne su samo kod
studenta ss, koji je prilikom grupiranja prema prosjecnoj ocjeni smjesten u klaster w2, dok je prema broju
ECTS bodova smjesten u klaster 7s.

Grupiramo li studente prema produktu normiranih prosjecnih ocjena i broja ECTS bodova, rezultat
grupiranja prirodno se nalazi izmedu rezultata grupiranja dobivenom prema prosje¢nim ocjenama i prema
broju ECTS bodova, osim u slu¢aju studenta si6 u slu¢aju LS kriterija optimalnosti (Slika 5a).

Primjer 11. Studente iz Primjera 10 treba razdijeliti u odreden broj klastera koristeci pri tome podatke
o prosjecnim ocjenama i postignutom broju ECTS bodova iz Tablice 5. Pri tome bi broj klastera trebao biti
prirodno odreden unutrasnjom strukturom podataka.

U tu svrhu koristit éemo samo LS kriterij optimalnosti pri ¢emu ¢emo podatke ravnomjerno normirati
(primjerice na segment [1,10]). Na taj nacin utjecaj prosjecne ocjene i broja ECTS bodova bit ¢e ujednacen,
a svaki student bit ée predstavljen tockom (vektorom) u kvadratu [1,10] x [1,10] C R®. Primjenom LS
kriterija optimalnosti opisanog u Odjeljku 4. studente ¢emo grupirati redom u k = 2, ..., 7 klastera.

Ovdje se radi o problemu visedimenzionalne globalne optimizacije nekonveksne funkcije s puno staci-
onarnih tocaka. Nazalost, u ovom slucaju nije realno moguce pretrazivati sve particije jer nije mogude
znadajno reducirati njihov broj kao u slu¢aju podataka s jednim obiljezjem (vidi Odjeljak 3.4.2.(ii)). Opti-
malne particije potrazit ¢emo primjenom Algoritma 1, pri ¢emu ¢emo pocetne particije odrediti na osnovi
Slike 5a. Dobivene LS-optimalne particije za k = 2,...,7 prikazane su na Slici 6. Brojevima su oznaceni
studenti po klasterima, a crnim tockicama centroidi klastera.
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Slika 6: LS-optimalne particije s k = 2,...,7 klastera
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Na kraju, jos ¢emo pokusati odgovoriti na pitanje koliki broj klastera najbolje odrazava unutrasnju
strukturu promatranog skupa studenata s prosjecnim ocjenama i ECTS bodovima iz Tablice 5. U tu svrhu
promatrat ¢emo vrijednosti kriterijske funkcije cilja F i indekse navedene u Odjeljku 5.: Davies — Boul-
dinov indeks (Vpg), Dunnov indeks (Vp) i Calinski-Harabaszev indeks (Vor) za LS-optimalne particije s
2,3,4,5,6 i 7 klastera (vidi Sliku7 i Tablicu6).

a) Funkcija cilja F b) Davies — Bouldinov indeks
14
200
12
150 Lor
08
100 - sl
04
50 -
02
¢ S R T T b AT L
1 2 3 4 5 6 7 2 3 4 5 6 7
¢) Dunnov indeks d) Calinski-Harabaszev indeks
0.8+ 25
20
0.6
151
04
101
02t )
st
i R S S S S 5 T S S W S
2 3 4 5 6 % 2 3 4 5 6 7

Slika 7: Kretanje indeksa kompaktnosti LS-optimalnih particija s k = 2,...,7 klastera

11, 115 Iy II5 ITs 117

F 126.63 75.76 55.50 34.58 21.28 17.51
Vbm 099 078 076 058 055 0.62
Vb 023 028 011 014 036 0.24
Ver 13.62 16.46 16.05 20.37 26.48 25.36

Tablica 6: Kretanje indeksa kompaktnosti LS-optimalnih particija s k = 2,...,7 klastera

Na osnovi vrijednosti Davies — Bouldinovog (Vpg), Dunnovog (Vp) i Calinski-Harabaszovog (Vg ) in-
deksa za LS-optimalne particije s 2, 3,4, 5,6 1 7 klastera vidljivih na Slici 7 i u Tablici 6, moze se zakljuciti da
je LS-optimalna particija sa sest klastera najkompaktnija, a njeni klasteri najbolje separirani i da zbog toga
najbolje reprezentira unutrasnju strukturu promatranog skupa studenata s njihovim prosje¢nim ocjenama i
postignutim ECTS bodovima (vidi Sliku 6). To znadi da kada bismo htjeli dati LS-optimalne grupne ocjene
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promatranih studenata, onda bi to izgledalo ovako:

1. grupa: S1, S2, 83 — nisu postigli prag prolaznosti
II. grupa: S10, S12, S13, S14, S15, S16 - ocjena B
III. grupa: sz, ss, S, S11 — ocjena D
IV. grupa:  su4,ss, s6 — ocjena C
V. grupa: S17, 518, S19 — ocjena B
VI. grupa:  s20 — ocjena A

7. Programska podrska

Na osnovi izlozenog materijala priloZena je odgovarajuéa programska podrska Klasteri izradena u C++/CLI
dostupna na http://www.mathos.hr/oml/software.htm. Program Klasteri zahtijeva Windows operacijski
sustav s .Net Framework 4, a moze se snimiti na osobno racunalo na sljedeéi nacin:

e S internet adrese http://www.mathos.hr/oml/software.htm skinuti arhivu Klasteri.zip.

o Raspakirati arhivu i pokrenuti setup.exe. Ukoliko .Net Framework 4 nije instaliran, instalacija ¢e
ga pokusati skinuti s interneta.

e Odabrati lokaciju na disku gdje zelite instalirati program. U odabrani direktorij snimit ¢e se program,
primjeri iz ovog teksta i sami tekst u .pdf obliku, a na desktopu pojavit ¢e se shortcut programa.

Programom Klasteri moguce je za podatke s jednim obiljezjem pronac¢i LS-optimalne i LAD-optimalne
particije s klasterima, njihovim centrima i vrijedosti kriterijske funkcije cilja, a za podatke s dva obiljezja
lokalno LS-optimalnu particiju s klasterima i njihovim centrima te vrijedosti kriterijske funkcije cilja.

Na Slici 8 oznaceni su pojedini dijelovi sucelja programa:

1. [Broj obiljezjal - Odabir vrste podataka prema broju obiljezja.

2. [Na&in unosa] - Odabir nacina unosa podataka. Podatke je moguce unijeti direktno u sucelje ili
ucitati iz datoteke.

3. [Podaci] - Ovdje se u slucaju odabira ru¢nog unosa podataka nalaze polja za unos, a u slucaju
odabira unosa iz datoteke polje za odabir datoteke s podacima.

4. [Kriterij] - Odabir kriterija za racunanje kvalitete pojedine particije. Moguée je odabrati kriterij
najmanjih kvadrata (LS) ili kriterij najmanjih apsolutnih odstupanja (LAD).

5. [Ispis] - Dobiveni rezultati mogu se prikazati na ekranu u polju za ispis ili spremiti u tekstualnu
datoteku. U slucaju ispisa u datoteku, moze se odabrati ispis svih particija (za podatke s jednim
obiljezjem), tj.svih koraka k-means algoritma (ako su zadani podaci s dva obiljezja).

[polje za ispis]

7. [Raunaj] i [Prekini] - Stiskom na [Ralunaj] pokreée se postupak trazenja optimalnih particija.
U slucaju duzeg racunanja moguce je stisnuti [Prekini] kako bi se program zaustavio.

7.1. Obrada podataka s jednim obiljezjem
Podaci se unose na sljedeéi nacin:

« Pod @ odabere se broj obiljezja: [jednol;

« Pod ® odabere se zeljeni nacin unosa podataka;

e U slucaju odabira ru¢nog unosa podataka, na ® pojavit ¢e se dva polja za unos. U prvo polje unose
se podaci, odvojeni razmakom. Ukoliko se unose decimalni brojevi, decimalni dio odvaja se tockom.
U drugo polje unosi se broj klastera (pozitivan cijeli broj manji ili jednak broju podataka);


http://www.mathos.hr/oml/software.htm
http://www.mathos.hr/oml/software.htm
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Datoteka Pomoc

Nadin unosa

Ero] obilezia
H @ jedno © dva I
-

3

4

5

@ rudEno () iz datoteke]

Podaci

Eroj klastera

Kiiterij
@ LS ® LAD

Ispis

@) monitor () datoteka [ Radunaj 7

Status

Slika 8: Suéelje programa

Ako je odabran unos podataka iz datoteke, polje za unos putanje do datoteke i dugme za trazenje
datoteke pojavit ¢e se na ®. Prvi red datoteke mora sadrzavati podatke odvojene razmacima, a drugi
broj klastera.

Pod ® odabere se kriterij, [LS] ili [LAD];

Za ispis rezultata mogu se koristiti sljedeée opcije:

Pod ® moguce je odabrati opciju [monitor] ili [datotekal;
Postupak trazenja optimalne particije pokrece se pritiskom na [Ra&unajl (podruéje @),

Ako je odabrana opcija [monitor], nakon aktiviranja programa, u polju bit ¢e ispisane sve opti-
malne particije, centri klastera optimalnih particija, vrijednost kriterijske funkcije cilja, broj podataka
i broj klastera (primijetimo da u slu¢aju odabira LAD-kriterija, centri mogu biti brojevi iz nekog seg-
menata realnih brojeva);

Ako je odabrana opcija [datotekal] i ostavljen je neoznacen kvadrati¢ [sve particijel], nakon
aktiviranja programa, rezultat koji bi se inace prikazao na monitoru ispisat ¢e se u datoteku;

Ako je odabrana opcija [datotekal i oznacen kvadrati¢ [sve particije], nakon aktiviranja pro-
grama, u odabranu datoteku bit ¢e ispisane sve particije s odgovaraju¢im centrima klastera i vrijed-
nostima kriterijske funkcije cilja;
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o Ako se iz nekog razloga zeli prekinuti racunanje (predugi postupak u slucaju velikog broja podataka

i klastera), pod ® moe se stisnuti [Prekini].

Primjer 1. Zadan je skup podataka A = {0,3,6,9}. Treba pronaéi LS-optimalnu i LAD-optimalnu dvo-
clanu particiju, centre optimalnih klastera i vrijednost kriterijske funkcije cilja, koristeéi program Klasteri.

Prema prethodno napisanim uputama podesimo program za trazenje LS-optimalnih particija podataka
s jednim obiljezjem i unesemo podatke. Program ¢e pronadi jednu LS-optimalnu particiju:

INPUT:
0369
2

OUTPUT:

Optimalne particije (klasteri i centri):

{{0,3},{6,9}}
{1.5, 7.5}
FLS= 9.0000
broj podataka:

4 broj particija:

2

<— optimalna particija
<— centri optimalne particije
<— optimalna funkcija cilja

Za trazenje optimalnih particija uz LAD-kriterij, dovoljno je samo pod ® promijeniti kriterij. Program
¢e pronadi tri LAD-optimalne particije:

INPUT:
0369
2

OUTPUT:

Optimalne particije (klasteri i centri):

{{0},{3,6,9}}
{0,6%
{{0,3%},{6,93}}
{[0,31,[6,91%}
{{0,3,6},{9}}
{3,9%}

FLAD= 6.0000
broj podataka:

4 broj particija:

2

<— 1. optimalna particija

<— centri 1. optimalne particije
<— 2. optimalna particija

<— centri 2. optimalne particije
+— 3. optimalna particija

<— centri 3. optimalne particije
<— optimalna funkcija cilja

U svrhu prikaza moguénosti i ogranicenja programa Klasteri, za razli¢ite vrijednosti broja podataka
(m) i broja klastera (k) u Tablici 7 prikazana su vremena izvrSavanja programa.

m = 50 m = 100 m = 150 m = 200
LS LAD LS LAD LS LAD LS LAD
k=2 <ls <ls <ls <ls <ls <1s <ls <1s
k=3 <ls <ls <ls <ls 1.5s <ls 3s 1.8s
k=4 <ls <ls 13s Ts 1mbs 32s  3m24s 1m3Ts
k=5 10s 5.5 5ml6s 2m39s 40m35s 17m 2h48m  1h9m

Tablica 7: Vremena izvrsavanja programa za razliéite brojeve podataka i brojeve klastera na Pentiumu 4,

3.0GHz, 2GB RAM-a
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Obrada podataka s dva obiljezja

Podaci se unose na sljede¢i nacin:

Pod @ odabire se broj obiljezja [dval;
Pod @ odabire se Zeljeni nacin unosa podataka;

U slucaju odabira ru¢nog unosa podataka, na ® pojavit ¢e se dva polja za unos. U prvo polje unose
se podaci. Svaki podatak ima po dva obiljezja koja se razdvajaju razmakom, a podaci se razdvajaju
vertikalnom crtom (znak |). U drugo polje unose se pocetni centri u istom obliku kao i podaci.

Ako je odabran unos podataka iz datoteke, na ® pojavit ¢e se polje za unos putanje do datoteke i
dugme za trazenje datoteke. Prvi red datoteke mora sadrzavati podatke, a drugi pocetne centre.

Pod @ bit ¢e omogucen samo [LS] kriterij;

Za ispis rezultata mogu se koristiti sljedece opcije:

Pod ® moze se odabrati opcija [monitor] ili [datotekal;
Postupak za trazenje lokalno optimalne particije pokreée se pritiskom na [Ragunaj] (podrucje @),

Ako je odabrana opcija [monitor], nakon aktiviranja programa, u polju ispisat ¢e se lokalno
optimalna particija, centri klastera lokalno optimalne particije, vrijednost kriterijske funkcije cilja,
broj podataka i broj klastera (primijetite da u nekim slucajevima broj lokalno optimalnih klastera
moze biti manji od broja pocéetnih centara);

Ako je odabrana opcija [datoteka] i ostavljen neoznacen kvadrati¢ [svi koraci], nakon aktiviranja
programa, rezultat koji bi se inace prikazao na monitoru ispisat ¢e se u datoteku;

Ako je odabrana opcija [datoteka] i oznacen kvadrati¢ [svi koracil, nakon aktiviranja programa,
u odabranu datoteku ispisat ¢e se svi koraci k-means algoritma.

Primjer 2. Zadan je skup podataka A = {(0,0), (2,1),(1,4),(3,5)}. Krenuvsi od particije zadane cen-
trima (0,0) 7 (2,1) treba pronadi lokalnu LS-optimalnu dvoclanu particiju, centre njenih klastera i vrijednost
kriterijske funkcije cilja, koristeci program Klasteri.

Prema prethodno navedenim uputama podesimo program za trazenje LS-optimalnih particija podataka
s dva obiljezja. Nakon unosa podataka, program ¢e pronaéi lokalno LS-optimalnu particiju:

INPUT:

00|l21]14]35

0021

OUTPUT:

{{{0,0},{2,1}},{{1,4},{3,5}}} FLS= 5.0000 <— lok. opt. particija i f. cilja
{{1,0.5},{2,4.5}} <— centri lok. opt. particije

broj podataka: 4 broj particija: 2

Ako odaberemo ispis u datoteku i ozna¢imo [svi koraci], kao rezultat dobivamo datoteku s nize
navedenim sadrzajem.

INPUT:
00l21]14135
0o0l21

OUTPUT:
{{{0,0}}.{{2,1},{1,4},{3,5}}} FLS= 10.6667
{{0,0},{2,3.333333}}
{{{0,0},{2,1}},{{1,4},{3,5}}} FLS= 5.0000
{{1,05},{2,4.5}}
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{{{0,0},{2,1}},{{1,4},{3,5}}} FLS= 5.0000
{{1,0.5},{2,4.5}}

broj podataka: 4 broj particija: 2
Primjedba 7. Kao sto je veé ranije navedeno (vidi Odjeljak 3.4.), u slucaju podataka s dva obiljeZja

program Klasteri nece nuzno pronaci optimalnu particiju, veé lokalno optimalnu. Pri tome rezultat ce
bitno owvisiti o odabiru pocetnih centara.
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