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Ekonomski fakultet, Sveuciliste u Osijeku
Algoritmi i strukture podataka

Ispitna pitanja

1 Ispitna grupa: Vektori

Pitanje 1.1. Zadan je pravokutni koordinatni sustav (O;1,7) i vektorski prostor Xo(M) suvih
radij vektora u ravnini

(a) Koja svojstva ima racunska operacija zbrajanja + : Xo(M) x Xo(M) — Xo(M) na vektor-
skom prostoru Xo(M)?

(b) Za vektore @ = 4i + 25, b = —i + 2j odredite vektore & =
pripadne slike.

(c) Jesu li vektori @,b, ¢ linearno zavisni?
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Pitanje 1.2.

(a) Kako se definira skalarni produkt (,) : Xo X Xo — R na vektorskom prostoru X, i koja
svojstva ima?

(b) Za vektore a = (=2,-2,0,1), b = (4,4,1,4) odredite skalarni produkt (a,b) i norme
lellv, l[allz2; lallo, Nbll1, [1B2; [[blloc-

Pitanje 1.3. Zadan je pravokutni koordinatni sustav (O,;,;) i vektorski prostor Xo(M) svih
radij vektora u ravning

(a) Koja svojstva ima racunska operacija_mnoZenja sa skalarom - : R x XO(M) — Xo(M)?
(b) Za vektore a = —2i + 2], b=2i+ 4] odredite vektore ¢ = fa —bid=0b— fa i nacrtajte
pripadne slike. .

(c) Jesu li vektori @, b, ¢ linearno nezavisni?

Pitanje 1.4.

(a) Kako se definira norma || - || : Xo — Ry na vektorskom prostoru Xo?

(b) Za vektore a = (1,—2,—2,—4), b = (5,—1,—3,1) odredite skalarni produkt {(a,b) i norme
lalls, [lall2, [lallsc, [[bfl1, 1]z, [|bloo-

Pitanje 1.5.

(a) Sto podrazumijevamo pod pojmom "vektor'? Koja svojstva ima skup svih vektora u ravnini
X(M) na kome je definirana racunska operacija zbrajanja pravilom paralelograma ?

(b) Za vektore d = —2i+ 37, b=1— ] odredite i nacrtajte vektor @ + 2b i vektor @ — b.

Pitanje 1.6.

(a) Napisite definiciju linearne zavisnosti vektora dy, . .., d, € Xo.

(b) Jesu li vektori d = 2 + 3]_", b=1i+ j, i=i-— 3;‘ linearno zavisni ili linearno nezavisni ?
(c) Moze li se vektor a prikazati kao linearna kombinacija vektora bic?
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Pitanje 1.7.

(a) Kako se definira i koja svojstva ima racunska operacija skalarni produkt na vektorskom
prostoru ¢ U kojim slucajevima je skalarni produkt dva vektora jednak nuli ?

(b) Odredite skalarni produkt vektora a = —2i+37] i b=i+ j.

Pitanje 1.8.
(a) Kako se definira i koja svojstva ima norma vektora || - || na vektorskom prostoru ¢
(b) Za vektor @ = 31 — 4] + 5k odredite ||@|)1, ||@||2, ||@] -

Pitanje 1.9. U ravnini je zadan trokut A(A, B,C) s vrhovima A = (1,1), B = (2,4), C' =
(5,2). dy-opseg tog trokuta je 10.8909. Odredite opseg trokuta koristeci d-udaljenost.

Pitanje 1.10. U vektorskom prostoru R® zadani su vektoria = (2,—1,0,1,2)T ib = (0,1,3, -2,1)T.
Odredite

(a) a—10

(b) 2a+10b

(c) llals, (bl
(d) di(a,b)
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2 Kvazimetricke funkcije i reprezentanti

Pitanje 2.1. Neka je drs: R? x R? — R, LS-kvazimetricka funkcija.
(a) Kako se definira najbolji LS-reprezentant podataka A = {(x;,y;) € R*: i = 1,...,m} s
tezinama wy, ..., wy, > 07
(b) Za podatke zadane u tablici odredite najbolji LS-reprezentant i graficki prikaZite rezultat.
i |12 3 45
|0 -2 6 7 6
7
1

yi |5 -1 -3 1
w2 1 8 2

Pitanje 2.2. Zadan je skup A ={0,1,2,4,8,10} i LS-kvazimetricka funkcija dps: R* x R? —
R,.

(a) Koliko ima svih dvocanih particija ovaj skup? Koliko ima dvoclanih particija koje se nas-
tavljaju?

(b) Za sljedece particije odredite vrijednost funkcije cilja. Koja particija je bliZa optimalnoj?
I, = {{0,1,2,4},{8,10}}, T, ={{0,1,2},{4,8,10}}.

Pitanje 2.3. Zadana je LAD-metricka funkcija dpap: R? x R? — R, i skup

A={a, = (z;,y;) eR?:i=1,...,9}, gdje je
i1 2 4 5 6 8
15 5 7 7

9
x| 1 2 8 8
v |l 8 4 2 2 3 2 5 4
(a) Koliko ima svih dvoclanih particija ovaj skup?
(b) Za sljedece particije odredite vrijednost funkcije cilja. Koja particija je bliZa optimalnoj?
I, = {{a1, a9, a3, a4}, {as, ag, a7, as,a9}}, Iy = {{a1,as,as,a4,as,a6},{ar,as,ao}}.

Pitanje 2.4. Neka je dpap: R? x R? — R, LAD-kvazimetricka funkcija.
(a) Kako se definira najbolji LAD-reprezentant podataka A = {(z;,y;) € R®:i=1,...,m}?
(b) Za podatke zadane u tablici odredite najbolji LAD-reprezentant i graficki prikaZite rezultat.
i |1 2 3 4 5 6
x| 2 -1 3 2 38 -2
yvi| 2 4 3 -3 1 +4

Pitanje 2.5. Zadan je skup A = {—2,0,2,6,8,10} i LS-kvazimetricka funkcija drs: R?* x R? —
R,.

(a) Koliko ima svih dvoclanih particija ovaj skup? Koliko ima dvoclanih particija koje se nas-
tavljaju?

(b) Za sljedece particije odredite vrijednost funkcije cilja. Koja particija je bliZa optimalnoj?
I, = {{-2,0,2},{6,8,10}}, I, = {{—2,0,2,6},{8,10}}.

Pitanje 2.6. Zadana je LAD-metricka funkcija dpap: R? x R? — R i skup
A={a; = (;,y;) e R*:i=1,...,8}, gdje je
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vi |2 8 4 2 4 3 5 2
(a) Koliko ima svih dvoclanih particija ovaj skup?
(b) Za sljedece particije odredite vrijednost funkcije cilja. Koja particija je bliZa optimalnoj?
H1 = {{CL17 ag, as, CL4}, {CL5, ag, ar, ag}}, Hg = {{al, as, as, 4, a5}, {(16, ary, as}}.

Pitanje 2.7.

(a) Kako se definira i koja osnovna svojstva ima aritmeticka sredina podataka A = {ay,...,amn} ?
Hlustrirajte to na primjeru skupa podataka {1,1,2,2,4,5}
(b) Kako se definira i koja osnovna svojstva ima medijan podataka A = {ay,...,an} ¢ llustri-

rajte to na primjeru skupa podataka {1,1,2,2,4,5} ¢

Pitanje 2.8.

(a) Kako se definira centroid skupa tocaka u ravnini A = {a; = (v;,y;) € R®*: i =1,...,m} ?
Odredite centroid skupa A = {(1,1),(2,3),(3,2),(3,5),(4,6),(5,3),(10,1)}. Nacrtajte sliku.
(b) Kako se definira medijan skupa tocaka u ravnini A = {a; = (z;,v;): x;,y; € R} ¢ Odredite
medijan skupa A = {(1,1),(2,2),(3,3),(3,5), (4,6), (5,1),(10,3)}. Nacrtajte sliku.

Pitanje 2.9. Neka je y = (y1,...,ym)’ € R™ vektor podataka mjerenja.

(a) Kako se definira i kako se naziva najbolja ls aproksimacija mjerenja, a kako najbolja I
aproksimacija mjerenja ?

(b) Za vektor y = (1,3,2,2,4)7 € R® odredite najbolju ly i najbolju I, aproksimaciju mjerenja.

Pitanje 2.10. Zadane su cetiri tocke u ravnini:

= (z1,y1), To=(z2,92), T53=1(23,93), T4=(x4,va)

(a) Kako se definira centroid (Steinerova tocka) tocaka Ty, Ty, T3, Ty ?
(b) Odredite centroid tocaka: Ty = (=2,-1), Ty, = (2,-2), T35 = (4,3), T, =(-1,1)1

izradite odgovarajuci graficki prikaz.

Pitanje 2.11. Zadane su tri tocke u ravnini:

= (1‘1791), Ty = (x27y2)a T3 = (953,93)-

(a) Kako se definira ly-geometrijski medijan, a kako ly-geometrijski medijan tocaka Ty, Ty, T3 ?
(b) Odredite ly-geometrijski medijan tocaka Ty = (—1,—1),Ty = (4,2),T5 = (3,4) i izradite
odgovarajuci graficki prikaz.

(c) Navedite metodu kojom se moze izracunati lo-geometrijski medijan.
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3 Ispitna grupa: Klasteri

Pitanje 3.1. Zadana je particija T1° = {{1,2,3},{6,16}} skupa A. Primjenom k-means al-
goritma odredite LS-lokalno optimalnu particiju i odgovarajuce vrijednosti funkcije cilja F i
dualne funkcije cilja G.

1t ‘ 1 T ‘ C1 Co ‘ F G
0{1,2,3% {6,16}
1

Pitanje 3.2. Zadana je particija TI° = {{1,2,3},{6,12,16}} skupa A. Primjenom k-means
algoritma odredite LAD-lokalno optimalnu particiju i odgovarajucu vrijednost funkcije cilja F .
it ‘ T o ‘ C1 Co ‘ F
01|{1,2,3} {6,12,16}
1

Pitanje 3.3. Zadan je skup podataka A= {a; € R:i=1,...,m} C R i realni brojevi z;,# 2.
(a) Principom minimalnih udaljenosti definirana je particija Il = {m(z1),7(22)}, gdje je

m(z1) = {a; € A: }  dopunite!

m(29) = {a; € A: }  dopunite!

(b) Neka je A = {1,2,4,6,7,10,11}, 21 = 4, 2o = 9. Odredite particiju 11 = {m(z1),7(22)} @
LS-centre klastera.

Pitanje 3.4. Zadan je skup podataka A = {a; = (v;,y;) € R* : i = 1,...,m} koji treba
razdijeliti u 2 klastera my, ms.
(a) LS-funkcija cilja definira se kao F(my,ms) = %: ller — aq|* + %: llea — ail|?, gdje je

a; Emy a; cT2
¢ = , Gy = (dopunite! )
(b) Pocevsi od pocetne particije navedene u tablici, provedite k-means algoritam na skupu A =
{(0,6), (4,6), (8,0), (10,8), (10,10)} i u svakom koraku izracunajte vrijednost funkcije cilja F i
vrijednost dualne funkcije cilja G.

it T T2 C1 & F G
0| {(0,6),(8,0)} {(4,6),(10,8), (10,10)}
1

Pitanje 3.5. Zadan je skup podataka A ={(1,1),(2,1),(2,2), (4,3),(5,2),(7,4),(8,2),(9,5)}.
Pocevsi od pocetnih centara ¢, 5, 3, provedite k-means algoritam na tom skupu podataka ko-
risteci LAD kriterij © u svakom koraku izracunajte vrijednost funkcije cilja F .

it C1 Co C3 et T2 3

F

01](1,1) (51) (9,1)
1
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Pitanje 3.6. Zadana je particija TI° = {{-3,—1},{1,5,9}} skupa A. Primjenom k-means
algoritma odredite LS-lokalno optimalnu particiju i odgovarajuce vrijednosti funkcije cilja F' i
dualne funkcije cilja G.

it ‘ T Up) ‘ C1 Cy ‘ F G
0 {_37_1} {17579}
1

Pitanje 3.7. Zadana je particija TI' = {{—1,1,4},{5,6,9}} skupa A. Primjenom k-means
algoritma odredite LAD-lokalno optimalnu particiju i odgovarajucu vrijednost funkcije cilja F .
it ‘ t o ‘ C1 Co ‘ F
0| {-1,1,4} {5,6,9}
1

Pitanje 3.8. Zadan je skup podataka A= {a; e R:i=1,...,m} C R i realni brojevi z;,# 2.
(a) Principom minimalnih udaljenosti definirana je particija Il = {m(z1), 7(22)}, gdje je

m(z1) = {a; € A: } dopunite!
m(22) = {a; € A: }  dopunite!

(b) Neka je A = {1,3,4,6,7,10,12}, z; = 2, 2o = 10. Odredite particiju II = {m(z1),7(22)} @
LAD-centre klastera.

Pitanje 3.9. Zadan je skup podataka A = {a; = (x;,y;) € R?* 1 i =1,...,m} koji treba razdi-
jeliti u 2 klastera mq, mo.

(a) Dualna LS-funkcija cilja definira se kao G(my,m) = myl|c1 — c||* + mal|ca — ¢||?, gdje je
c= , = , Gy = L, my = , My = (dopu-
nite!)

(b) Pocevsi od pocetne particije navedene u tablici, provedite k-means algoritam na skupu
A ={(0,0),(0,2),(2,10),(6,4), (10,4)} i u svakom koraku izracunajte vrijednost funkcije cilja
F i vrijednost dualne funkcije cilja G.

it T o C1 Co F G
g{(O,O),(0,2)>(6,4)} {(2,10), (10,4)}

Pitanje 3.10. Zadan je skup podataka A = {(1,1),(2,1),(2,2), (4,3),(5,2),(7,4),(8,2),(9,5)}.
Pocevsi od pocetnih centara ¢, 5, 3, provedite k-means algoritam na tom skupu podataka ko-
riste¢i LAD kriterij © u svakom koraku izracunajte vrijednost funkcije cilja F .

it C1 Co C3 et T2 3

01 (5,1) (53) (5,5)
1
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Pitanje 3.11. Zadani su centric; = 2, ¢y = 5 i skup tocaka na praveu A = {1,2.8,3.6,4,2, 2 9}
Principom minimalnih udaljenosti skup A razdijelite u dva klastera.

Pitanje 3.12. Zadane su dvije particije

H1:{7T1,7T2}, T :{1,1,2,3,3}, 7T2:{2,3,3,4},
H2 = {7T3,7T4}, Ty = {]_, 1,2, 2,373}, Ty = {3,3,4}

skupa A ={1,1,2,2,3,3,3,3,4}. (a) Odredite vrijednost Least Squares kriterijske funkcije cilja
na tim particijama. Koja particija je kompaktnija i bolje odijeljena u Least Squares smislu ¢
(b) Odredite vrijednost Least Absolute Deviations kriterijske funkcije cilja na tim particijama.
Koja particija je kompaktnija i bolje odijeljena v LAD smislu ¢

Pitanje 3.13. Primijenite k-means algoritam na particiju I1; iz Zadatka 3.12. Sto dobivate ?

Pitanje 3.14. Zadana je particija 11 s klasterima m = {3,3,4,4}, mo = {1,1,2,2,5}. (a)
Pronadite element iz klastera mo kojeg treba premjestiti u klaster i, tako da se vrijednost Least
Squares kriterijske funkcije cilja poveca.

(b) Pronadite element iz klastera mo kojeg treba premjestiti u klaster my, tako da se vrijednost
Least Squares kriterijske funkcije cilja smangji.

Pitanje 3.15. Zadan je skup S = {xy,...,onm}.

(a) Definirajte dvoclanu particiju klastera {m, o} i LS-kriterijsku funkciju cilja.

(b) Za skup {2,4,8} napisite sve particije, odredite njihove centroide i vrijednost LS-kriterijske
funkcije cilja.

Pitanje 3.16. Zadane su tri particije skupa tocaka Ty = (—=2,-1), Ty = (2,-2), T3 =
(4,3), T,=(-1,1):

I = {11}, {13, T3, Tu} },
I = {15}, {11, T», Tu } },
Iy = {{T, T4},{1», 15} }.

Izracunajte i -centre ovih klastera i vrijednosti l1-kriterijske funkcije cilja i izradite odgovarajuci
graficki prikaz.
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4 Ispitna grupa: Regresije

Pitanje 4.1.
(a) Formule za vrijednosti optimalnih parametara linearne regresije f(x; o, f) = ax + 3,
Y
P D k) SRR
(i — ) (yi — )
su pogresne. Napisite ispravne formule.

zi|—-1 0 1 2
yi| 3 436
graficki prikaZite podatke i nacrtajte pripadni graf linearne regresije.

(b) Za podatke

odredite optimalne parametre © varijancu linearne regresije,

Pitanje 4.2.
(a) Kako se definira stopa promjene model funkcije t — f(t) u trenutku to?

|0 1 2 3 4
y; |10 10 12 14 14
funkcije je 9.96%. Odredite stopu rasta primjenom geometrijske sredine i primjenom Taylorove
formule.

(b) Prosjecna stopa rasta podataka

dobivena pomocu eksponencijalne

Pitanje 4.3.
(a) Malthusov model rasta populacije obicno se iskazuje diferencijalnom jednadzbom

dN

Sto je pri tome znacenje nezavisne varijable N, zavisne varijable t i konstante k?

(b) Ako potrosnja prirodnog plina raste po prosjecnoj godisnjoj stopi od 3.5%, za koliko godina
se potrosnja udvostrucuje?

(c) Ako se potrosnja prirodnog plina udvostrucuje za 10 godina, kolika je prosjecna godisnja
stopa rasta potrosnje?

Pitanje 4.4. Pocetni kapital Cy = 100000, 00kn uloZen je u banku uz primjenu dekurzivnog
sloZenog ukamacivanja i godisnju kamatnu stopu 10%. Kolika je vrijednost kapitala nakon pola
godine uz primjenu

a) konformne ispodgodisnje kamatne stope

b) relativne ispodgodisnje kamatne stope

Pitanje 4.5. (a) Napisite diferencijalnu jednadzbu cije je riesenje logisticka funkcija i rije¢ima
iskaZite njeno znacenje.

(b) Odredite faze rasta logisticke funkcije f(x) =

_ 5
1+8€—0,5x .
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Pitanje 4.6.

(a) Ako su zadani podaci (z;,y;), i = 1,...,m, m > 2 i linearna model funkcija f(z;a, ) =
ax+ 3, kako se mogu odrediti optimalni parametri u smislu najmanjih kvadrata, a kako uw smislu
najmanjih apsolutnih odstupanja ?

(b) Napisite formule za optimalne parametre o*, 3* u smislu najmangih kvadrata. Cemu je jed-
nako S (yi — fxy; ar, %) ¢

(c) Za podatke (—1,1), (0,0), (1,3), (2,5) odredite optimalne parametre o*, 5* u smislu najma-
njih kvadrata. Koliko je prosjecno kvadratno odstupanje ¢

Pitanje 4.7.

(a) Napisite opci oblik eksponencijalne model funkcije. Kako se zove zakon rasta koji se opisuje
tom funkcijom ¢

(b) Kolika je priblizna prosjecna godisnja stopa rasta potrosne nekog resursa, ako se potrosnja
svakih 20 godina udvostrucuje ¢ Kolika bi bila ta stopa rasta ako se potrosnja udvostrucuje svake
druge godine ¢

Pitanje 4.8.

(a) Poznati su mjesecni podaci o kretanju prodaje neke robe y; : 2,3,5,6,10. Primjenom eks-
ponencijalne model funkcije dobije se prosjecna mjesecna stopa rasta ¢ = 0.392, tj. 39.2%.
Napisite minimizirajucu funkciju kojom dobivate optimalne parametre u smislu najmangih kva-
drata.

(b) Odredite prosjecnu mjesecnu stopu rasta primjenom geometrijske sredine. U kojem slucaju
se ne moze primijeniti ova formula ?

(c) Poznajete li jos neki nacin za odredivanje prosjecne stope rasta. ? Koje su lose osobine tih
formula ?

Pitanje 4.9.

(a) Napisite osnovnu formulu financijske matematike.

(b) Zadan je pocetni kapital od Cy = 100000 kuna. Odredite njegovu vrijednost nakon 3 mjeseca,
nakon godinu dana i nakon 15 mjeseci uz primjenu dekurzivne godisnje kamatne stope p = 6%
uz primjenu konformnog ispodgodisnjeq kamatnjaka.

(c) Kolike bi bile te vrijednosti uz primjenu relativnog ispodgodisnjeg kamatnjaka ?

Pitanje 4.10.

(a) Napisite Verhulstov zakon rasta i odgovarajucu logisticku funkciju.

(b) Ako su poznati parametri logisticke funkcije, kako se odreduju faze rasta ¢

(c) Napisite generaliziranu logisticku funkciju i Gompertzovu funkciju te skicirajte njihove gra-
fove.

Pitanje 4.11.
(a) Navedite neke pristupe za procjenu parametara linearne regresije f(t) = o+ [t 2
(b) Odredite optimalne parametre linearne regresije u smislu najmanjih kvadrata na bazi poda-
taka
ti|-2 -1 0 1 2
yi| 5 8 99 10
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Pitanje 4.12.
(a) Neka je t — f(t) model funkcija. Kako se definira stopa promjene funkcije f u trenutku to ¢

(b) Prosjecna godisnja stopa rasta neke ekonomske kategorije odredena na bazi godisnjih poda-

taka
0 1 23 4

yi |5 8 9 9 10

iznosi 12.6 %. Odredite prosjecna godisnja stopa rasta primjenom geometrijske sredine i pri-

. 1/
mjenom formule s = (é’%)

Pitanje 4.13.

(a) Osnovna formula financijske matematike je C, = Cy - r". Koje znacenje imaju pojedini
simboli u ovoj formuli ?

(b) Neka je p = 6% godisnja kamatna stopa i Co = 100000 osnovni kapital. Odredite mje-
secnu konformnu i mjesecnu relativnu kamatnu stopu. Odredite iznos sloZenih kamata nakon
56 mjeseci uz primjenu relativne i konformne kamatne stope.

Pitanje 4.14.

(a) Napisite Verhulstovu diferencijalnu jednadzbu i opisite njeno znacengje.

(b) Zadana je logisticka funkcija f(t) = ﬁ. Odredite tocku infleksije i faze rasta odredene
ovom logistickom funkcijom.

Pitanje 4.15.
(a) Napisite generaliziranu logisticku funkciju i odgovarajucu diferencijalnu jednadzbu.
(b) Napisite Gompertzovu funkciju i odgovarajucu diferencijalnu jednadzbu.
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