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1 Uvod

Definicija 1. Neka je A = {a; € R": i = 1,...,m} skup s m > 2 elemenata. Rastav
skupa A na 1 < k < m disjunktnih nepraznih podskupova 7, ..., m, takvih da bude

k

@) Um=A4,
(i) m(\ms=0, r+#s,
(i1) mj:=|m| >1, j=1,... k.
zovemo particija 11 skupa A. Elemente particije II = {my, ..., m} zovemo klasteri. Skup

svih particija skupa A sastavljenih od k klastera koje zadovoljavaju (7)-(%ii) oznacavamo

s P(A; k).

Nadalje, kad god budemo govorili o particiji skupa A, podrazumijevat ¢emo da je ona
sastavljena od ovakvih podskupova skupa A. Na taj nacin svjesno smo iz razmatranja

iskljucili particije, koje sadrzavaju prazan skup ili skup A.

Sinonimi: grupiranje, segmentirange, klasifikacija, rangiranje

En.: cluster analysis, clustering, data mining

Moze se pokazati (Veljan, 2001) da je broj svih particija skupa A iz Definicije 1 jednak

Stirlingovom broju druge vrste

PR = £ (1) @j’” (1)
’ k! j=1 .7
Specijalno
(2m —2)=2m"1 1, (2)



Primjer 1. Broj svih particija skupa A koje zadovoljavaju Definiciju 1 specijalno za m =
10,50, 103,106 4 k = 2,3,5,8,10 Vidljiv je u Tablici 1

P(AK) | k=2 k=3 k=5 k=8 k=10

m = 10 511 9330 42525 750 1
m = 50 101 1023 1033 1040 1043
m = 103 10300 10476 10697 10898 10993

m = 106 10301 029 10477 120 10698 968 10903 085 10106

Tablica 1: Broj particija u ovisnosti o broju elemenata i broju klastera

Iz navedenog primjera vidi se da trazenje optimalne particije opéenito nece biti moguce
provesti pretrazivanjem c¢itavog skupa P(A; k). Odmah teba reéi da problem trazenja op-
timalne particije spada u NP-teske probleme (Gan et al., 2007) nekonveksne optimizacije
op¢enito nediferencijabilne funkcije vise varijabli, koja najcesc¢e posjeduje znacajan broj

stacionarnih tocaka.

Primjene:

poljoprivreda (primjerice, razvrstavanje oranica prema plodnosti zemljista);
biologija (primjerice, klsasifikacija kukaca u grupe)

medicina (primjerice, analiza rengenskih slika)

promet (primjerice, identifikacija prometnih “éepova”)

analiza i pretrazivanje teksta

analiza klimatskih kretanja

donosenje raznih odluka u tijelima drzavne i lokalne administracije.

definiranje izbornih sustava

Programska podrska (Sabo et al., 2010):
http://www.mathos.hr/oml/software.htm

2 DMotivacija: grupiranje u dva klastera na osnovi
jednog obiljezja
A={ay,...,a,} CR - podskup realnih brojeva

II(A) = {m, ™} — particija skupa A, takva da vrijedi

7T1U7T2:A, Wlﬂm:@, m1:’7T1|21, m2:|7T2|21.


http://www.mathos.hr/oml/software.htm

|P(A; k)] = 2m~1 — 1 — broj svih ovakvih particija

Primjer 2. Neka je A ={1,3,4,8}. U Tablici 2 navedeno je svih 7 particija. Postavlja

se pitanje koja od njih je najprirodnija — najbolja u smislu
e interne kompaktnosti, tj. u smislu da su svi slicni/bliski elementi sto vise na okupu;

e cksterne razdvojenosti, tj. u smislu da su elementi pojedinih klastera sto vise raz-

dvojeni jedni od drugih.

Vizualno ta svojstva najbolje ispunjava particija 11y = {{1,3,4},{8}}. Pokusajmo kvan-

tificirati ove kriterije.

Neka je d: R x R — R, neka kvazimetricka funkcija. Definirajmo centre klastera

¢ = argmin Z d(x,a;), ¢y = argmin Z d(x,a;,

zeR  g;em zeR g emy

i uvedimo sljedecu kriterijsku funkciju cilja (objective function)
‘F(H) = Z d(cla ai) + Z d(027 ai)a
a; €M a; €T

Geometrijski, funkcija F predstavlja ukupno “rasipanje” - zbroj suma udaljenosti eleme-
nata svakog klastera do njegovog centra. Jasno je da sto je vrijednost kriterijske funkcije F
manja time je “rasipanje” manje, a time su i predthodno navedeni kriteriji kompaktnosti

i razdvojenosti bolje ispunjeni.

2.1 Kriterij najmanjih kvadrata

Ako je d(z,y) = (x — y)? LS-kvazimetricka funkcija, onda je

‘L= — Zai, G2 = — Z% F(II) = Z(cl—ai)er Z<C2_ai)2'
M2 a;em a;€m a; Emy
U ovom slucaju vrijednost kriterijske funkcije F predstavlja sumu “kvadratnog rasipanja”

tocaka klastera m; do centroida c¢; i tocaka klastera w9 do centroida co.

Primjer 3. Za skup A = {1,3,4,8} i sve njegove particije treba odrediti pripadne centro-

ide 1 vrijednosti funkcije cilja F.



™ T2 C1 C2 ‘ F(II) ‘ G(II)
{1}  {3,4,8} | 1 ) 0+14= 14 9+3= 12
{3} {1,4,8} | 3 13/3|0+74/3= 24.67 | 14+1/3= 1.33
{4}  {1,3,8} | 4 4 0+26= 26 0+0= 0
{8}y {1,3,4} | 8 8/3 ‘ 0+14/3= 4.67 ‘ 16+16/3= 21.33
{1,3} {4,8} 2 6 24+8= 10 8+8= 16
{1,4}  {3,8} |5/2 11/2|9/2+25/2= 17 9/2+9/2= 9
{1,8} {3,4} |9/2 7/2 | 49/2+1/2= 25 1/241/2= 1

Tablica 2: Biranje optimalne particije skupa A = {1, 3,4, 8} na osnovi LS-kriterija

Vidi se (Tablica 2) da particija na kojoj funkcija cilja F postize najmanju vrijednost

odgovara particiji koju smo i ranije vizualno identificirali kao najbolju.

2.1.1 Dualni problem

Neka je

e A={a;eR:i=1,....,m} CR, m > 2 — skup;

m
e ¢ =13 a; — centroid skupa A;
i=1

e II = {m, m} — particija s dva klastera my, m;

e my = |m1|, mg = |me| — broj elemenata klastera,

® ¢ = m% 21: a; — centroid klastera 7y, Cy = m% % a; — centroid klastera ms;

Vrijedi:

> (e1—a;) =0, (4)
2
> (2 —a;) =0, (5)
Y (e—a;)? =) (1 — a;)* + mi(er — ©)?, (6)
Y (c—a;)* = (2 — @)+ maca — )% (7)

2

™2



Dokaz (4):

Z(Cl_ai>: clzl—Zai

1

— 1 — —
= Mmicy — mlm—l Zai = mMmiCi —MiC; = 0.
1

Dokaz (6):
;(C —a;)’ = ;((C — )+ (e — @)
1 - 21:(0—@1)%;(@ —ai)2—|—2;(c—01)(61 — )
— g:(c1 —a;)* + 77111(0 —c)+ 2((:1— ) ;(c1 —a;)

1)
@ > (e — @) +mi(c—a)?

1

Zadatak 1. Dokazite formule (5) i (7).

Zbrajanjem jednakosti (6) i (7) dobivamo

Yle—ai)?+ ) (c—a)? = (1 —a;)* + D (2 — @) + mi(c — 1) + ma(c — )

odnosno .
> (c—a;)? = F(I) + G(1),
i=1

gdje je

FID) => (1 — i) + ) (e — @),

™1 ™2
G(I1) = my(c — c1)* + malc — ).
Primjedba 1. Ako je IT* = argmin, tj. ako je F(IT*) najmanja vrijednost funkcije F koja
IIeP(A;2)
se moze postiéi na skupu svih particija P(A;2), sto je G(II*) ?

Zadatak 2. Za svaku particiju 11 skupa A iz Primjera 2, str.4, izracunajte vrijednost
funkcije G(11), dopunite Tablicu 2 i pokusajte odgovoriti na pitanje postavljeno u prethod-
noj primjedbi.

Primgjedba 2. Ako su ¢, € C?*(R), takve funkcije za koje vrijedi p(x) + 1 (x) = const,

onda

2o €ER, ¢l(z0) =0 & ¢"(20) >0 = () =0 & ¢"(29) <0

I%leiﬂgl o(x) = o(xp) = max U(z) = ¥(x0),



Teorem 1. Uz prethodne oznake vrijedi:

argmin F(II) = argmax G(II).
IIeP(A;2) IIeP(A;2)

Primjer 4. Skup A = {1,3,4,8} iz Primjera 3, str.4, ima 7 razlic¢itih particija i za sve
njth u Tablici 2 je prikazana vrijednost kriterijske funkcije cilja G. Kao sto se vidi, funkcija

G prima maksimalnu vrijednost 21.33 na optimalnoj particiji IT* = {{1, 3,4}, {8}}.

Primjer 5. Zadan je skup A = {0,3,6,9}. Treba pronadi sve njegove dvoclane particije
koje zadovoljavaju Definiciju 1, odrediti pripadne centre i vrijednosti kriterijske funkcije

cilja F 1 G uz primjenu LS-kvazimetricke funkcije.

T P’ ‘ C1 C2 ‘ F(II) ‘ g(1I)

{0} {36,9}] O 6 |0+18 =18 | 81/44+27/4 =27
{3} {06,9}| 3 5 | 0+42 =42 | 9/4+3/4 =3
{6} {0,39}| 6 4 | 0+42 =42 | 9/4+3/4 =

{9} {036} | 9 3 | 0+18 =18 | 81/4+27/4 =27
{03}  {6,9} [3/2 15/2|9/2+9/2 =9 |18+18 =36
{0,6} {39} | 3 6 | 18+18 =36 | 9/2+9/2 =9
{0,9Y  {3.6} [9/2 9/2 | 81/24+9/2 =45 |0+0 =0

Tablica 3: Particije skupa A = {0, 3,6, 9}

Broj svih dvoclanih particija ovog skupa je P(A;2) = 271 — 1 =7, a kao $to se vidi
iz Tablice 3 LS-optimalna particija u ovom slucaju je {{0,3},{6,9}} jer na njoj funkcija
cilja F postize globalni minimum, a funkcija cilja G postize globalni maksimum. Za koje

particije se pripadni klasteri nastavljaju jedan na drugi?
2.2 Kriterij najmanjih apsolutnih odstupanja

Ako je d(z,y) = |x — y| LAD-metricka funkcija, onda je

¢ = med a;, ¢y = med a;, F(II) = Z ler — ag| + Z lea — ay).

a; €M1 a;EM2
v v a;eEm] a; €Ty

U ovom slucaju vrijednost kriterijske funkcije F predstavlja sumu “rasipanja” tocaka

klastera m; do centroida c¢; i tocaka klastera m do centroida cs.

Primjer 6. Za skup A = {1,3,4,8} i sve njegove particije treba odrediti LAD-centre i
vrijednosti LAD-funkcije cilja F (vidi Tablicu 4).



1 9 ‘ C1 Cy ‘ F(H)

{1} {3,481 4|0+5= 5
{3} {1,483 4 |0+7= 7
{40 {1,384 3 |047= 7
{8 {1,3,4}|8 3 |0+3= 3
{1,3} {48 |1 6|2+4= 6
{1,4}y {3,8 |1 3 |3+5= 8
{1,8} {3,4} |8 4 |7+1= 8

Tablica 4: Biranje optimalne particije skupa A = {1, 3, 4,8} na osnovi LAD-kriterija

2.3 Formulacija problema grupiranja preko centroida

Za dane realne brojeve ¢y, co € R, ¢; # ¢, primjenom principa minimalnih udaljenosti

mozemo definirati particiju IT = {m, 7o} skupa A na sljedeéi nadin:

T = {(IZ’ € .A . d(ai,cl) S d(ai,Cg)},
Ty = {ai e A: d(ai,CQ) < d(ai701

)}

pri ¢emu treba voditi racuna da svaki element skupa A pridruzimo samo jednom klas-
teru. Zato se problem trazenja optimalne particije skupa A moze razmatrati kao sljedeéi

optimizacijski problem

min_ F(cq, ), F(c1,c0) = imin{d(cl,ai),d(cg,ai)}, (8)

c1,c2€R

gdje je F': R x R — R,. Ovaj problem u literaturi se pojavljuje pod nazivom k-median
problem i ekvivalentan je problemu trazenja optimalne particije na kojoj kriterijska funk-

cija cilja F postize globalni minimum.

Primjedba 3. Primijetite da klasteri 7y, mo ovise o centrima cq, co i da vrijedi

FID) := Y der,a) + > dles,a;) = imin{d(cl,ai), d(ca,a:)} =: Fcr, ). (9)

a; Em1 a; €ET2

Naime, vrijedi

Flei,co) = > min{d(cr,a;),d(c2,a;) + > min{d(c1, a;),d(cs, a;)

a¢€7r1(c1,02) aieﬂ'Q(Cl,CZ)
= Z d(Cl, CLZ') + Z d(Cg, al-) = F(H)
a;€mi(c1,c2) a;€ma(ci,c2)



3 Grupiranje u k klastera na osnovi jednog obiljezja

Neka je A = {ay, ..., ay} skup koji na osnovi jednog obiljezja treba grupirati u k klastera
1, ..., Tk, KOji zadovoljavaju Definiciju 1, str.2. Primjerice, dane u godini mozemo grupi-
rati prema prosjecnoj dnevnoj temperaturi izrazenoj u °C. Svaki element a € A temeljem
tog obiljezja reprezentirat ¢emo jednim realnim brojem, kojeg ¢emo takoder oznacavati s
a. Zato ¢emo nadalje govoriti o skupu podataka-realnih brojeva A = {a4, ..., a, } medu
kojima moze biti i jednakih. Mozemo takoder koristiti i termine: m-torka realnih brojeva
ili konacni niz realnih brojeva.

Ako je zadana neka kvazimetricka funkcija d: R x R — R, , onda svakom klasteru
7; € II moZemo pridruziti njegov centar c¢; na sljedeci nacin

¢; = c(mj) := argmin »  d(z,a), j=1,... k. (10)

zeR aEm;

Nadalje, ako na skupu svih particija P(A; k) skupa A sastavljenih od k klastera defi-
niramo kriterijsku funkciju cilja F : P(A; k) — Ry,

FI) =>_ > dle,a), (11)

j=1laem;
onda d-optimalnu particiju IT* trazimo rjesavanjem sljedeéeg optimizacijskog problema
F(II*) = min F(I). 12
() = | Join (1) (12)
Primijetite da na taj nacin optimalna particija II* ima svojstvo da je suma “rasipanja”
(suma odstupanja) elemenata klastera oko svog centra minimalna. Na taj nacin nasto-
jimo postiéi sto bolju unutrasnju kompaktnost i medusobnu razdvojenost (separiranost)

klastera.

3.1 Kriterij najmanjih kvadrata

Akojed: R xR — R, d(x,y) = (x — y)? govorimo o kvazimetrickoj funkciji najmanjih
kvadrata (LS-kvazimetricka funkcija)!. U tom sluc¢aju centri cy, . .., c; klastera 1, ..., 7

odredeni su s
1
¢; = argmin Y _ (z — a)? > a, j=1,...k, (13)

z€R aET; B |7Tj| aE™;

a funkcija cilja (11), s

Fler,y ...y ck) :z_: > (¢j—a). (14)

1 acm;

'En.: Least Squares = najmanji kvadrati

Ne}



3.1.1 Dualni problem

Sljedeca lema pokazuje da je “rasipanje” skupa A oko njegovog centra ¢ jednako zbroju
“rasipanja” klastera m;, j = 1,...,k, oko njihovih centara c;, j = 1,...,k, i teZinskoj
sumi kvadrata odstupanja centra ¢ od centara c;, pri cemu su tezine odredene velicinom

skupova ;.

Lema 1. Neka je A = {ay,...,ay} skup podataka, a Il = {m, ..., m} neka particija s

klasterima 7y, ..., T duljine my, ..., my. Neka je nadalje
1 & 1
c=—> a, cg=—> a, j=1,...,k, (15)
mi Tomy acn;
gdje je m; = |m;|. Tada vrijedi
Z(c—ai)Q:f(cl,...,ck)—l—g(cl,...,ck), (16)
i=1

gdje je
Fler, .. cp) = Z (¢; —a;)?, (17)

k
Gler, o oen) =D myler,. - ar) (e — o). (18)
Dokaz. Primijetimo najprije da za svaki x € R vrijedi

dx—a)?=> (¢j—a)+mi(c; —2)*, j=1,...,k (19)

acT; aEm;
Naime, kako je > (¢; —a)(c; —z) = (¢; —x) X (¢j —a) = 0, vrijedi
CL€7TJ' CLETI'J'
S0 = % (o)t o)
= ¥ (¢ —a)? +my(c; — )
aEm;
Ako u (19) umjesto z stavimo ¢ = = § a; 1 zbrojimo sve jednakosti, dobivamo (16). O

=1

Iz Leme 1 neposredno slijedi tvrdnja sljedeéeg teorema (Dhillon et al., 2004; Spath,
1983)

Teorem 2. Uz oznake kao u Lemi 1 vrijedsi:

argmin F(II) = argmax G(II),

TIeP(A;k) IIeP(A;k)
argmin F(cy,...,cx) =argmax G(ci, ..., cx).
C1,..,CLER C1,...,CLER

10



To znaci da u cilju pronalazenja LS-optimalne particije, umjesto minimizacije funkcije

F zadane s (14), odnosno (17), mozemo maksimizirati funkciju

Gley, ..., cr) :;mj(cl,...,ck)(cj—c)Q. (20)

Primjer 7. Skup A = {0, 3,6, 9} iz Primjera 5, str.7, ima 7 razlic¢itih particija i za sve njih
u Tablici 3 prikazana je vrijednost kriterijske funkcije cilja G. Kao Sto se vidi iz Tablice 3
funkcija G prima maksimalnu vrijednost 36 na optimalnoj particiji {{0,3},{6,9}}, sto je

u skladu s Teoremom 1.

Primjer 8. Zadan je skup A = {2,4,8,10,16}. Treba pronaci sve njegove troclane par-
ticije koje zadovoljavaju Definiciju 1 i koje se nastavljaju jedna na drugu. Za njih treba
odrediti pripadne centre i vrijednosti kriterijske funkcije cilja F © G uz primjenu LS-

kvazimetricke funkcije cilja.

Prema Stirlingovoj formul (3), broj svih particija skupa A s po 3 klastera je 25.
Medutim, u slu¢aju podataka s jednim obiljezjem ocigledno je da se optimalna particija
moze oCekivati izmedu particija ¢iji klasteri se nastavljaju jedan na drugi (vidi Sabo et

al. (2010), str.161). Broj takvih particija znatno je manji i iznosi

(TZ__D (21)

U ovom slucaju to znac¢i da optimalnu particiju treba traziti izmedu

51
(3—1)2;!2!:6

particija navedenih u Tablici 5.

1 Uy R} ‘ C1 Co C3 ‘ f(H) ‘ Q(H)

{2} {4}  {8,10,16} | 2 4 11.33 | 04+0+34.67=34.67 | 36-+16+33.33=85.33
{2} {48}  {10,16} | 2 6 13 | 0+8+18=26 36+8+50=94
{2} {4810} {16} 2 733 16 | 0+18.67+0=18.67 | 36+0+64=100
{2,4} {8} {10,16} | 3 8 13 | 2+4+0+18=20 50+0+50=100
{24} {810} {16} | 3 9 16 | 2+240=4 | 504+-2464=116
{248} {10} {16} | 4.67 10 16 | 18.674+0+0=18.67 | 33.33+4+64=101.33

Tablica 5: LS-particije skupa A = {2,4, 8,10, 16}

11



Kao $to se vidi iz Tablice 5 LS-optimalna particija u ovom slucaju je {{2,4},{8,10}, {16} }
jer na njoj funkcija cilja F zadana s (14) postize najmanju vrijednost (globalni mini-
mum). Istovremeno kriterijska funkcija G na toj particiji postize najveéu vrijednost, Sto

je u skladu s Teoremom 2, str.10.

Primjedba 4. Lako se moze provjeriti da je veza izmedu centra c Citavog skupa A i centara

¢; pojedinih klastera 7; zadanih s (15) dana s

mi mp
c=—C+ "+ —C.
m m
Specijalno, za dva disjunktna skupa realnih brojeva A = {z1,...,2,}, B = {y1,...,y,}
aritmeticka sredina njihove unije jednaka je ponderiranom zbroju njihovih aritmetickih
sredina, tj. vrijedi

AuB=-2 44+ 1B
P+q p+q

3.2 Kriterij najmanjih apsolutnih odstupanja

Akojed: RxR — R, d(z,y) = |xr—y| govorimo o metrickoj funkciji najmanjih apsolutnih
odstupanja (LAD-metricka funkcija)?. U tom slucaju centri ci, ..., c; klastera 7, ..., 7
odredeni su s

¢; = argmin Y |z — a| = med(7;), j=1,...,k, (22)

T€R  ger;

a funkcija cilja (11) s
k
Fler, i) =Y. |e; —al. (23)
j=1lacm;

Ako pri tome iskoristimo (24), onda za izracunavanje funkcije cilja (23) nije potrebno

poznavati centre klastera (22), Sto moZe znacajno ubrzati ra¢unski proces.

Primjer 9. Zadan je skup A = {2,4,8,10,16} kao u Primjeru 8, str.11. Treba pronaci
sve njegove troclane particije koje zadovoljavaju Definiciju 1 i koje se nastavljaju jedna
na drugu. Za njih treba odrediti pripadne centre i vrijednosti funkcije cilja F u smislu

najmangih apsolutnih odstupanja (1; udaljenosti) te pronaci globalno optimalnu particiju.

2En.: Least Absolute Deviations = najmanja apsolutna odstupanja
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1 Uy T3 ‘ C1 (&) C3 ‘ F(H)

{2} {4}  {8,10,16} | 2 4 10| 0+0+8=8
{2} {48}  {10,16} | 2 5 12| 04+4+6=10
{2} {4810} {16} |2 8 16| 0+64+0=6
{2,4} {8} {10,16} | 3 8 13 |2+0+6=8
{24} {810} {16} |3 8 13|2+2+0=4
{2,48} {10} {16} |4 10 16| 6+0+0=6

Tablica 6: Particije skupa A = {2,4,8,10,16}

m—1
k—1

Tablice 6 LAD-optimalna particija u ovom slucaju je {{2,4},{8,10},{16}} jer na njoj

funkcija cilja F zadana s (23) postize najmanju vrijednost (globalni minimum).

Broj svih troclanih particija koje se nastavljaju je ( ) = 6, a kao sto se vidi iz

Zadatak 3. Neka je A= {ay,...,an} konacan niz realnih brojeva. PokaZite da vrijedi
m k
Z |a; — med(A Z i1 — ;) . (24)
i=1 =1

3.3 Grupiranje podataka s tezinama

Pretpostavimo da je zadan skup podataka A = {ay, ..., an,}, pri Cemu je svakom podatku

a; priduzena odgovarajuca tezina w; > 0. Kriterijska funkcija cilja (11) sada postaje

Specijalno, kod primjene kriterija LS-optimalnosti centar ¢; klastera 7; odreden je tezin-

skom aritmetickom sredinom podataka iz klastera m;

- Z w;a;, Kj = Z wy, (26)
Kj a;ET; a; ET;
a kod primjene kriterija LAD-optimalnosti centar c; klastera 7; odreden je tezinskim

medijanom podataka koji pripadaju klasteru 7; (Sabo and Scitovski, 2008; ?)

¢; = med(w;, a;). (27)

a;ET;
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3.4 Formulacija problema grupiranja preko centroida

Za dani skup centara cy, ..., c; € R, uz primjenu principa minimalnih udaljenosti mozemo
definirati particiju IT = {my, ..., 7} skupa A na sljedeéi nacin:
m;={a€ A:d(cj,a) <d(cs,a), Vs =1,...,k}, j=1,...,k, (28)

pri ¢emu treba voditi rac¢una o tome da svaki element skupa A pripadne samo jednom
klasteru. Zato se problem trazenja optimalne particije skupa A moze svesti na sljedeéi
optimizacijski problem

cl,.r.I.l,i?eRF(Cl""’ck)’ Fley, ... c) :Z min d(cj, a;), (29)
gdje je F': R¥ — R,. Opéenito, ova funkcija nije konveksna ni diferencijabilna, a moze
imati viSe lokalnih minimuma (Gan et al., 2007; Lyigun and Ben-Israel, 2010; Teboulle,
2007).

Optimizacijski problem (29) u literaturi se moze naé¢i pod nazivom k-median problem

i ekvivalentan je optimizacijskom problemu (12). Naime, vrijedi

Fley,... ep) min{d(c1, ), ..., d(ck, a;)}

&

s
Il
—

I
™=

Z min{d(cy,a;), ..., d(ck,a;)}

la;em;

.
Il

I
M-

<
Il
-
£
m
s

.d(cj,ai) =: F(II).

4 Trazenje lokalno optimalne particije podataka s
jednim obiljezjem

Problem trazenja globalno optimalnog rjesenja je slozeni problem nediferencijabilne i ne-
konveksne optimizacije. Zbog toga ¢emo se zadovoljiti trazenjem lokalno optimalne parti-
cije. Najpoznatiji algoritam za trazenje lokalno optimalne particije je k-means algoritam.
To je iterativni proces koji na osnovi pocetne aproksimacije (pocetnih centara ili pocetne
particije) daje lokalno optimalnu particiju. Algoritam daje rjesenje u konac¢no koraka, a
u svakom koraku snizava vrijednost funkcije cilja. Takvo rjesenje ne mora biti globalno
optimalno, Sto znac¢i da se moze dogoditi da ima boljih rjeSenja od dobivenog. Jos jedan
nedostatak ove metode je moguénost da se tijekom iterativnog procesa moze dogoditi da

neki od klastera postane prazan skup.
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Ako k-means algoritam pokrenemo vise puta s razli¢itom pocetnom aproksimacijom
i izaberemo najbolje od dobivenih rjesenja (Leisch, 2006), mozemo se nadati da ¢emo se
pribliziti globalno optimalnom rjesenju.
4.1 k-means algoritam za dva klastera

Potrazit ¢emo lokalno optimalnu particiju skupa A s m elemena koja se sastoji od 2

klastera. k-means algoritam pokrenut ¢emo zadavanjem pocetne particije I1 = {7y, mo}.
Algoritam 1. (Izbor poletne particije)

Korak 1: Inicijalizacija: ucitati m i elemente skupa A;

Izabrati pocetnu particiju: I = {7, mo};
Korak 2: Priduzivanje (assignment step)

¢ = argmin »_ d(z,a), ¢ = argmin »_ d(z,a),

z€R  gem T€R  gemy
F(I) = > d(er,a) + > d(ca, a);
aEmy acme

Korak 3: Korekcija (update step)

n={aecA:d(c,a) <d(cy,a)},
vo={a€ A:d(cy,a) <d(c,a)};

Korak 4: Ispitivanje optimalnosti: Ako je vy # 7 ili 1o # mo, staviti
™ =1 i Ty = Vo,
i prije¢i na Korak 2; Inace STOP.

Primjedba 5. Iterativni proces traje tako dugo dok se particije ne poénu ponavljati (u
tom slucaju i vrijednost funkcije cilja prestane opadati). Primijetite da se u Korak 3 novi
klasteri 14, v, geometrijski mogu odrediti tako da odredimo simetralu spojnice centroida.
Tada svi elementi lijevo od simetrale pripadaju novom klasteru v, a svi elementi desno
od simetrale pripadaju novom klasteru r,. AKo se neki element pojavi bas na simetrali,

sukladno Koraku 3 svrstat ¢emo ga u lijevi klaster

Primjer 10. Treba pronadi LS-optimalnu dvoclanu particiju skupa A = {1,2,6,7,9}
primjenom k-means Algoritma 1 uz pocetnu particiju I1 = {{1,2,6},{7,9}}. Postupak je
vidljiv v Tablici 7.
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Iteracija m Ty c1 ¢y Funkcija cilja

1 {126} {79} 3 8 16
2 {12} {6,779} 32 2 3 x5167
3 {12} {6,779} 5 % 3 =x5167

Tablica 7: TraZenje LS-optimalne dvoclane particije skupa A = {1,2,6,7,9}

Sljede¢i primjer pokazuje da standardni k-means algoritam ne daje uvijek optimalno

rjeSenje.

Primjer 11. Treba pronaci LS-optimalnu dvoclanu particiju skupa A = {0,2,3}, k = 2
primjenom k-means Algoritma 1 uz pocetnu particiju I1 = {{0,2},{3}}.

Kao sto se vidi u Tablici 8 k-means Algoritma 1 ne moze pronadéi bolju particiju od pocetne.

Medutim, bolja particija u ovom sluéaju je particija II* = {{0},{2,3}} jer je F(IT*) = 0.5.

Iteracija  m m 1 co Funkcija cilja
1 {0,2} {3} 1 3 2
2 {02} {3} 1 3 2

Tablica 8: Trazenje LS-optimalne dvoclane particije skupa A = {0, 2, 3}

k-means algoritam takoder se moze pokrenuti i izborom pocetnih centara. U tom

smislu nize je navedena varijacija Algoritma 1.
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Algoritam 2. (Izbor poletnih centara)

Korak 1: Inicijalizacija: ucitati m i elemente skupa A;

Izabrati pocetne centre: (; < (o;

Korak 2: Korekcija (update step)

m={acA:d((,a) <d((,a)},
m ={a € A:d((s,a) <d((1,a)};

Korak 3: Priduzivanje (assignment step)

¢ = argmin Y _ d(z,a), ¢ = argmin Y _ d(z,a),

z€R  gem z€R  gemy
F(II) = > d(er,a) + D d(ea, a);
acm aEms

Korak 4: Ispitivanje optimalnosti: Ako je ¢; # (4 ili ¢ # (o, staviti
G=c i G=c,
i prije¢i na Korak 2; Inace STOP.

Primjer 12. Treba pronadéi LS-optimalnu dvoclanu particiju skupa A = {1,2,6,7,9}

primjenom k-means Algoritma 2 uz pocetne centre (; = 4, (, = 8.

Primjenom principa minimalnih udaljenosti na osnovi poéetnih centara (; = 4, (o = 8
(Korak 2) dobivamo pocetnu particiju IT = {{1,2,6},{7,9}}. Daljnji tijek iterativnog procesa

podudara se s Algoritmom 1 i prikazan je u Tablici 9.

Iteracija T o c1 Co F
1 {1,2,6} {79} 3 8 16
2 {1,2} {6,79} 1.5 7.33 5.17
3 {1,2} {6,79} 1.5 7.33 5.17

Tablica 9: TraZzenje LS-optimalne dvoclane particije skupa A = {1,2,6,7,9}

Primjer 13. Treba pronaci LS-optimalnu dvoclanu particiju skupa A = {3,4,8,10,14,15,18,19}

primjenom k-means Algoritma 2 uz pocetne centre (; = 3, (5 = 4.

Primjenom principa minimalnih udaljenosti na osnovi pocetnih centara (1 = 3, (o = 4
(Korak 2) dobivamo pocetnu particiju II = {{3}, {4, 8, 10,14, 15,18,19}}. Daljnji tijek iterativ-

nog procesa podudara se s Algoritmom 1 i moze se pratiti u Tablici 10 ili na Slici 1.
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Iteracija e o c1 Co F

1 {3} {4,8,10, 14, 15, 18, 19} 3 12.57 179.7
2 (3, 4} {8,10, 14,15, 18,19} 35 14 945
3 {3, 4, 8} {10,14, 15, 18, 19} 5 152 648
4 {3, 4,8, 10} {14, 15, 18, 19} 625 16.5 49.75
5 {3, 4,8, 10} {14, 15, 18, 19} 6.25 16.5 49.75

Tablica 10: Trazenje LS-optimalne dvoclane particije skupa A = {3,4, 8,10, 14,15, 18,19}

.o () (] ° L] ° L] L] L]
Iteracija 0: ‘ ‘ ‘
5 10 15

.o L[] L[] ° L[] [ ] [ ] [ ] L]
Iteracija 1: ‘ ‘ ‘
5 10 15

.o o L] o L] ° [ ] [ ] L]
ITteracija 2: ‘ ‘ ‘
5 10 15

. ° L] o L] ° L] L] L]
Iteracija 3: \ \ \
5 10 15

.o ° L] ° L] ° L] ° L]
Iteracija 4: ‘ ‘ ‘
5 10 15

Slika 1: k-means iterativni proces

Primjer 14. Treba pronaéi LS-optimalnu dvoclanu particiju skupa A = {1,2,3,8,9,10,25}
primjenom k-means Algoritma 2 uz pocetne centre (1 = 2, (3 = 16. Iterativni proces moze

se pratiti u tablici ili na Slici 2.

Primjenom principa minimalnih udaljenosti na osnovi pocéetnih centara ¢; = 2, (s = 16
(Korak 2) dobivamo pocetnu particiju II = {{1,2,3,8,9},{10,25}}. Daljnji tijek iterativnog

procesa podudara se s Algoritmom 1 i moze se pratiti u Tablici 11 ili na Slici 2.

Iteracija m o 1 Co F
1 {1, 2, 3,8, 9} {10, 25} 4.6 17.5 165.7

2 {1,2,3,8,9100 {25} 55 25 775
3 {1,2,3,89,10} {25} 55 25 775

Tablica 11: Trazenje LS-optimalne dvoclane particije skupa A = {1,2,3,8,9, 10,25}
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Iteracija 0:

5 10 15 20 25
Iteracija 1 2°°* © e ‘ ‘ b
5 10 15 20 25
Iteracija 2 22 . e \ \ 9
5 10 15 20 25

Slika 2: k-means iterativni proces

Broj svih dvoclanih particija ovog skupa je 277! — 1 = 63, ali postoji samo 6 particija
¢iji klasteri se nastavljaju. Odmah uocavamo da skup A sadrzi dvije znacajno razlicite
skupine realnih brojeva A; = {1,2,3} te Ay = {8,9, 10}. Takoder, skup A sadrzi i element
25, kojeg mozemo shvatiti kao jako strse¢i podatak nastao zbog odredene pogreske, a
prirodno dolazi iz skupine A,. Primjenom Algoritma 2 uz pocetne centre (; = 21 (3 = 16,
dobivamo pocetnu particiju IT = {m,m}, m = {1,2,3,8,9}, m = {10,25}. Direktnom
provjerom svih particija moze se pokazati da je Algoritam 2 pronasao upravo optimalnu
particiju. Iz ovog primjera vidljivo je da k-means algoritam u smislu LS-optimalnosti
daje particiju, koja znacajno ovisi o strsetem podatku, tako da upravo strseéi podatak

¢ini zaseban klaster (vidi Sliku 2).

Primjedba 6. U slucaju izbora LAD-kriterija optimalnosti u Koraku 2 Algoritma 2 moze
se dogoditi da neki centroid ¢;, moze biti proizvoljan broj iz nekog intervala [a, 5] C R.

U tom slucaju najbolje je uzeti ¢; = a—"gﬂ

Primjer 15. Treba pronaci LAD-optimalnu dvoclanu particiju skupa A = {1,2,6,7,9}
primjenom k-means Algoritma 1 uz pocetnu particiju I = {{1,2,6},{7,9}}.

Iteracija T o c1 co Funkcija cilja
1 {1,2,6} {7,9} 2 8 542=7
2 {12} {6,79} 15 7 1+3=4
3 {1,2} {6,79} 15 7 1+3=4

Tablica 12: Trazenje LS-optimalne dvoclane particije skupa A = {1,2,6,7,9}

Primjer 16. Treba pronaci LAD-optimalnu dvoclanu particiju skupa A = {1,2,3,8,9,10, 25}

primjenom k-means Algoritma 2 uz pocetne centre (; = 2, (o = 15.

Primjenom principa minimalnih udaljenosti na osnovi pocéetnih centara (; = 2, (s = 15
(Korak 2) dobivamo pocetnu particiju IT = {{1,2,3,8},{9,10,25}}. Daljnji tijek iterativnog

procesa podudara se s Algoritmom 1 i moze se pratiti u Tablici 15.
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[teracija T Ty 1 Co Funkcija cilja

1 {1,2,3,8}  {9,10,25} 2.50 10.00 24
2. {123} {89,025} 2.00 9.50 20
3. {123} {89,10,25} 2.00 9.50 20

Tablica 13: TraZenje LAD-optimalne dvoélane particije skupa A = {1,2,3,8,9,10,25}

Direktnom provjerom moze se pokazati da je algoritam pronasao upravo LAD-optimalnu
particiju.
4.2 k-means algoritam za k klastera

Potrazit ¢emo lokalno optimalnu particiju skupa A s m elemenata koja se sastoji od

1 < k < m klastera. k-means algoritam pokrenut ¢emo zadavanjem pocetne particije
I ={m,..., 7}

Algoritam 3. (Izbor poletne particije)

Korak 1: Inicijalizacija: ucitati m, k i elemente skupa A;

Izabrati pocetnu particiju: IT = {my,..., 7 };

Korak 2: Priduzivanje (assignment step)

¢j =argmin Y _d(z,a), j=1,...,k,

zeR aEm;

f(H) = Z Z d(cjva);

j=laem;
Korak 3: Korekcija (update step)

vi={a € A:d(cj,a) <d(cs,a),Vs=1,...,k}, j=1,...k

Korak 4: Ispitivanje optimalnosti: Ako je v; = m; za svaki j = 1,...,k, STOP; U protiv-

nom staviti

i prije¢i na Korak 2.

Primjedba 7. Iterativni proces traje tako dugo dok se particije ne po¢nu ponavljati (u
tom sluéaju i vrijednost funkcije cilja prestane opadati). Primijetite da se u Korak 3 novi

klasteri v; geometrijski mogu odrediti tako da odredimo simetrale spojnica centroida.
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Primjer 17. Treba pronaci LS-optimalnu troclanu particiju skupa A = {0,2,4,8,9,10,12,16}
primjenom k-means Algoritma 3 uz pocetnu particiju 11 = {{0,2,4},{8,9},{10,12,16}}.

Iteracija T o 3 c1 G c3 Funkcija cilja
1 {0,2,4} {8,9} {10, 12, 16} 2 8.5 12.67 27.17
2 {0,2,4} {8,9,10} {12, 16} 2 9 14 18
3 {0,2,4} {8,9,10} {12, 16} 2 9 14 18

Tablica 14: Trazenje LS-optimalne troclane particije skupa A = {0, 2,4,8,9,10,12, 16}

Primjer 18. Treba pronaci LS-optimalnu troclanu particiju skupa A = {1,2,4,8,9,10,12,15,18,20}
primjenom k-means Algoritma 3 uz pocetnu particiju Il = {{1,2,4},{8,9},{10,12,15,18,20} }.

Iteracija T o 3 c1 Ca C3 Funkcija cilja
1 {1,2,4} {8,9} {10, 12, 15, 18,20} 2.33 8.5 15 73.17
2 {1,2,4}  {8,9,10} {12, 15, 18, 20} 233 9  16.25 43.42
3 {1,2/4} {8,9,10,12} {15, 18, 20} 2.33 9.75 17.67 26.08
4 {1,2,4} {8,9,10,12} {15, 18, 20} 2.33 9.75 17.67 26.08

Tablica 15: Trazenje LS-optimalne tro¢lane particije skupa {1,2,4,8,9,10,12,15,18,20}

Zadatak 4. Odredite LS-optimalnu vrijednost dualne funkcije cilja G troclane particije
skupova iz Zadatka 77?7 i Zadatka ?77.

Zadatak 5. Pronadite LAD-optimalnu troclanu particiju skupova iz Zadatka 7?7 ¢ Za-

datka ??7. Kolike su optimalne vrijednosti funkcije cilja?

Algoritam se takoder moze pokrenuti izborom pocetnih centara. U tom smislu nize je

navedena varijacija Algoritma 3
Algoritam 4. (Izbor poetnih centara)

Korak 1: Inicijalizacija: ucitati m, k i elemente skupa A;

[zabrati pocetne centre: (7 < -+ < (i;

Korak 2: Korekcija (update step)

m;={ae A:d((,a) <d((,a),Vs=1,...,k}, j=1,..,k
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Korak 3: Pridruzivanje (assignment step)

¢; =argmin Y d(z,a), j=1,...,k,

z€eR aEm;

Korak 4: Ispitivanje optimalnosti: ako je ¢; = (; za svaki j = 1,..., k, STOP;
U protivnom staviti

Cj:Cj, jzl,...,k,

i prije¢i na Korak 2.

Primjer 19. Zadan je skup A = {2,4,8,10,16} iz Primjera 9, str.12. Za pocetne centre
(1 =3, (o =8, (3 =10 primjenom k-means algoritma treba pronaci lokalno optimalnu LS

i LAD particiju. Takoder treba odrediti LS-optimalnu vrijednost dualne funkcije cilja G.

Primjenom principa minimalnih udaljenosti na osnovi pocetnih centara (1 = 3, (o = 8, (3 =
10 (Korak 2) dobivamo pocetnu particiju II = {{2,4},{8},{10,16}}. Daljnji tijek iterativnog

procesa podudara se s Algoritmom 3 i moze se pratiti u Tablici 16.

Iteracija Klasteri Centri Funkcija cilja  Funkcija cilja
T T2 UR} C1 Co C3 f g
1 {24y {8 {10,016} 3 8 13 20 6+9+128=143
2 {24} {8,10} {16} 3 9 16 4 8+32+121=161
3 {24} {8,10} {16} 3 9 16 4 8+32+121=161

Tablica 16: Trazenje LS-optimalne troclane particije skupa A = {2,4, 8,10, 16}

Primjer 20. Zadan je skup A = {2,3,5,7,9,12,13,15}. Za pocetne centre (; = 4,
(o = 10, (3 = 14 primjenom k-means algoritma treba pronaci lokalno optimalnu LAD

particiju.

Primjenom principa minimalnih udaljenosti na osnovi pocetnih centara (; = 4, (o = 10,
(3 = 14 (Korak 2) dobivamo pocetnu particiju II = {{2,3,5,7},{9,12},{13,15}}. Daljnji tijek

iterativnog procesa podudara se s Algoritmom 3 i moze se pratiti u Tablici 17.
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Iteracija Klasteri Centri Funkcija cilja

™1 Uy 3 C1 Co C3 .F
1 (2,357} {9,12} {13,15} 4 105 14 T7+3+2=12
2 {235} {79} {12,13,15} 3 8 13  34+2+3=8
3 {235} {79} {12,13,15} 3 8 13  34+2+3=8

Tablica 17: Trazenje LAD-optimalne troclane particije skupa A = {2,3,5,7,9,12,13, 15}

Primjer 21. Zadan je skup A = {2,4,8,10,16} iz Primjera 9, str.12, s odgovarajucim
tezinama w; = {2,1,4,2,2}. Za pocetne centre (; = 3, (o = 8, (3 = 10 primjenom k-
means algoritma treba pronaci lokalno optimalnu LS ¢ LAD particiju. Odredite takoder i
LS-optimalnu vrijednost dualne funkcije cilja G.

Primjenom principa minimalnih udaljenosti na osnovi pocetnih centara (1 = 3, (o = 8,

(3 = 10 (Korak 2) dobivamo pocetnu particiju. Daljnji tijek iterativnog procesa podudara se s
Algoritmom 3 i moze se pratiti u Tablici 18 i na Slici 3.

[teracija T o 3 c1 Co C3 F P
1 {2,4} {8} {10,16} 8/3 8 13 38.67 75
2 {2,4} {8,10} {16} 8/3 26/3 16 8 28.67
3 {2,4} {8,10} {16} 8/3 26/3 16 8 8

Tablica 18: Trazenje LAD-optimalne troclane particije skupa s tezinama

Prosje¢no tezinsko kvadratno rasipanje po klasterima (varijanca): {.89,.89,0}

Prosje¢no tezinsko rasipanje po klasterima (standardna devijacija): {0.94,0.94,0.}

Tteracija 0: ° ° ° ° °
2 4 6 8 10 12 14 16
Tteracija 1: ° ° ° ° °
2 4 6 8 10 12 14 16
Iteracija 2: ° ° ° ° °

2 4 6 8 10 12 14 16

Slika 3: k-means iterativni proces

5 Grupiranje u dva klastera na osnovi dva obiljezja

A={a',...,;a™} C R? - skup tocaka u ravnini.
II(A) = {m1, m2} — particija skupa A, takva da vrijedi

m Umg = A, m Ny =0, my = |m| >1, mg=|m|>1
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|P(A; k)| = 21 — 1 - broj svih ovakvih particija
Akup A geupirat ¢emo u dva klastera tako da budu $to bolje razdvojeni ii Sto vise kompaktni.
Zbog toga uvedimo neku kvazimetricku funkciju d: R? x R? — R, definirajmo centre klastera

€1 = argmin Z d(z,a), ¢y = argmin Z d(z,a),

z€R? g T€R?  gemy

i uvedimo sljedeéu kriterijsku funkciju cilja (objective function)

F(II) = Z d(ci,a) + Z d(cg,a),

aEmy acm

Geometrijski, funkcija F predstavlja ukupno “rasipanje”: zbroj suma udaljenosti elemenata
svakog klastera do njegovog centra. Jasno je da Sto je vrijednost kriterijske funkcije F manja
time je “rasipanje” manje, a time su i predthodno navedeni kriteriji kompaktnosti i razdvojenosti
bolje ispunjeni.

Primjer 22. Skup A = {a' = (0,0), a®> = (1,0), a® = (1,1), a* = (0,1)} prikazan je Slici 4.
Broj svih dvoclanih particija ovog skupa je P(A;2) =241 -1 =7.
| AR 3
ot . .
il %

. .
0 1

Slika 4: LS-optimalne particije

5.1 Princip najmanjih kvadrata (LS)

a=(z1,22), b= (y1,92)
d(a,b) = |la —b||3 = (1 — y1)? + (72 — y2)? - LS-kvazimetricka funkcija

a== Y e a=4Ya  FO=Y la-ad?+ Y e

acmy acme acmy acmy

U ovom slucaju vrijednost kriterijske funkcije F predstavlja sumu “kvadrata udaljenosti”
tocaka klastera m; do njegovog centroida c; i tocaka klastera my do njegovog centroida cs.

Primjer 23. Izmedju svih particija skupa A iz Primjera 22 potrazimo optimalnu. Kao Sto se

vidi iz Tablice 19, dvije particije: {{a*,a®},{a3,a*}} i {{a',a*},{a? a3}} su optimalne jer na
njima kriterijska funkcija cilja F postize globalni minimum (vidi Sliku 4).
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1 Uy ‘ Cy Co ‘ F(H) ‘ Q(H)

T

{a'}  A{a®aa'} | o' (32) |0+4 ~13|1+1iR06
: T

{2} {a',a®a'}| @ (33) |0+4 ~13|L+1m06
T

{a*y  {a'a%a'}| @ (33) |0+% ~13|L+1im06
T

{a}  {a'a®a®}| ot (31) |0+% ~13|L+1m06
T T

ahaty et} | (50) - (31) Jats =1 aess
T T

{a',a'}  {a2a®} | (04) (L3) |3+3 =1 |3+3=1
T T

{a',a®}  {a?,a*} (%%) (é%) 141 =2 |04+40=0

Tablica 19: Particije, centri i funkcije cilja F i G

Primjer 24. Skup A = {a’ = (zs,y;): i =1,...,8} zadan je s

i|]1 23456 7 8

z|1 4 7 5 8 4 8 10
y|3 51 7 6 9 10 8

Uz primjenu LS-kvazimetricke funkcije za particije prikazane na Slici 5, ¢iji su klasteri ozna-
ceni plavom, odnosno crvenom bojom treba odrediti centroide i odgovarajuce vrijednosti funkcija
cilja F i G.

(a) Particija Iy (b) Particija Il
10t °
°
8 °
°
6 °
°
al
°
ol
[ ]
2 2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 1

Slika 5: Dvije particije skupa A

Za particiju II; dobivamo: ¢; = (4,3), c2 = (7,8), F = 26 + 34 = 60, a za particiju Il
dobivamo: ¢; = (4.25,4), c¢2 = (7.5,8.25), Fo=10 4 Bl = 13 Dakle bolja particija je
IT;. Moze se pokazati da je to ujedno i globalno optimalna particija. Primijetite da ukupno
postoji 27 — 1 = 127 razli¢itih dvoclanih particija.
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5.1.1 Dualni LS-problem za podatke s 2 obiljezja

Analogno, kao u jednodimenzionalnom slu¢aju moze se pokazati da vrijedi

m
dolla’ —clz= > llet—al3+ > llez —all3 +muller — €3 + mallez — ¢l3,

=1 aemy acme

INgE!

% a’ centar skupa A. Zato umjesto minimizacije funkcije F zadane s (34)

gdje je ¢ =
=1
optimalnu LS-particiju mozemo traziti takoder i maksimizacijom funkcije

G(IT) = mifler — c||3 + mallez — ¢l|3.

Odredenim prilagodavanjem (Dhillon et al., 2004) problem se svodi na poznate probleme i me-
tode linearne algebre.

Primjer 25. U Primjeru 23, str.24, moZe se razmatrati i dualni problem. Rezultati su prikazani
w Tablici 19, str.25 plavom bojom. Za svaku particiju u tablici je prikazana vrijednost kriterij-
ske funkcije cilja G. Kao sto se vidi, funkcija G prima maksimalnu vrijednost na optimalnim
particijama {{a',a?}, {a3,a*}} i {{a', a*}, {a?,a3}}.

Centroid citavog skupa A iz Primjera 24 je ¢ = (%, %). Vrijednost funkcije cilja G na
particiji 11y je G(I11) = %, a na particiji g, G(Ilg) = %, Sto opet potvrduje da je T1; bolja

particija.
5.2 Princip najmanjih apsolutnih odstupanja (LAD)

a= (xth)a b= (ylay2)
d(a,b) = |la —b||1 = |1 — y1| + |x2 — y2| - LAD-kvazimetricka funkcija

¢1 = meda, co = meda, FAN =Y e —all+ Y 2 —all.
aemy acm acm acmo

U ovom slucaju vrijednost kriterijske funkcije F predstavlja sumu “rasipanja” tocaka klastera
71 do centroida c¢; 1 toc¢aka klastera mo do centroida cs.

Zadatak 6. Na particije iz Primjera 24 primijenite LAD-princip.

6 Grupiranje u k klastera na osnovi dva ili vise obi-
ljezja

Neka je A = {a’ = (agi),...,ag)) € R":i=1,...,m} skup, koji treba grupirati u 1 < k <m

nepraznih disjunktnih klastera.

Ako je zadana neka kvazimetricka funkcija d: R" x R" — R4, onda svakom klasteru 7; € II
mozemo pridruziti njegov centar c; na sljedec¢i nacin

¢j = c(m;) := argmin Z d(x,a), j=1,...,k. (30)

x€R™  ger;
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Na skupu svih particija P(A; k) skupa A sastavljenih od k klastera, potpuno analogno kao
i ranije, definiramo kriterijsku funkciju cilja F : P(A; k) — Ry,

k
FIN) =>">" d(cj,a), (31)

j=1lae€m;
a d-optimalnu particiju II* trazimo rjesavanjem optimizacijskog problema

I*) = min F(II). 2
F(IT7) s (IT) (32)

Primijetite da na taj nac¢in optimalna particija IT* ima svojstvo da je suma “rasipanja” (suma
odstupanja) elemenata klastera oko svog centra minimalna. Na taj nacin nastojimo postiéi sto
bolju unutrasnju kompaktnost i vanjsku separiranost klastera.

6.1 Kiriterij najmanjih kvadrata

Neka je A = {a' = (ai,...,a}) € R": i = 1,...,m}. Centri cy,...,c; klastera 7y,..., 7
odredeni su s

cj:argminz ||C_QH§:\TIJ¢ Za: (ﬂlgl Zal,...,ﬁ Zan), j=1,...,k, (33)

c€R™  aenm; aE™; acm; aEgm;

pri ¢emu ) ai oznacava sumu prvih komponenti svih elemenata klastera 7;, a > a, oznacava
aEm; aEm;

sumu n-tih komponenti svih elemenata klastera ;. Funkcija cilja (31) u ovom slucaju zadana
jes

k
FI)=>>" llej—al3 (34)

j:l a67T‘7

Primjer 26. Zadan je skup A = {a’ = (z;,y;) €R%:i=1,...,m}, gdje je

i1 23456 7 8 9 10 11 12
|1 42584 8 106 7 8 9
|35 17691 8 1 5 2 4

Promatramo dvoje particije

Iy = {{a1,a2, a3}, {a4,as, a6, a7, as}, {ag, a0, a11,a12}} ... Slika 6a

Iy = {{a1,a2, a3}, {a4,as,a6,a7,as,a10}, {ag, a11,a12}} ... Slika 6b

Treba ustanoviti na kojoj particije funkcija cilja prima nizu vrijednost.
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(a) Particija 11y (b) Particija Iy

10y °
[ ]
8 °
L]
6 /

Slika 6: Usporedba dviju particija

Rjesenje:
Iy :e; = (2.33,3), c2 = (7,8), c3 = (7.5,3); F =3 434+15=616T;
Iy ic; = (2.33,3), ca = (7,7.5), 3 = (7.67,2.33); F =38 4848 635

Dakle, niza vrijednost funkcije cilja F postize se na particiji Iz, pa nju po tom kriteriju smatramo
optimalnijom.

6.1.1 Dualni LS-problem za podatke s n obiljezja

Analogno, kao u jednodimenzionalnom sluc¢aju moze se pokazati da vrijedi

Z la* — el3 = Z > llej —ali3 + ngllcg e, (35)

j=laem;

gdje jec =+ Z a' centar skupa A, a m; = |r;|. Zato umjesto minimizacije funkcije F zadane

s (34) optlmalnu LS-particiju mozemo traziti takoder i maksimizacijom funkcije
k
m =" mylle; — el (36)
j=1

Odredenim prilagodavanjem (Dhillon et al., 2004) problem se svodi na poznate probleme i me-

tode linearne algebre.

Primjer 27. Centroid ¢itavog skupa A iz Primjera 26 je ¢ = (6, %) Vrijednost funkcije cilja
G na particifi 11y je G(I11) = 127.25, a na particiji o, G(I13) = 125.42, Sto opet potvrduje da je
I1; bolja particija.

6.2 Kiriterij najmanjih apsolutnih odstupanja

Centri cq, ..., c, klastera 71, ..., 7 odredeni su s

c; = argmin » |[lc —ally = (medal, . ,géeﬂ(}an) =:med(m;), j=1,...,k, (37)

ceR” aE™;
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pri ¢emu nréed a; oznacava medijan prvih komponenti svih elemenata klastera m;, a Héed an
aET; acmy

oznacava medijan n-tih komponenti svih elemenata klastera m;. Funkcija cilja (31) u ovom
slucaju zadana je s

k
FI) =3 > lej—alh (38)

jil CL€7TJ'

Primjer 28. Zadan je skup A = {a’ = (v;,y;) €ER?:i=1,...,m}, gdje je

i1 2345678910
;12 3 4 45 6 6 8 8 9
%19 3 57 8 2 6 4 6 5
Promatramo dvije particije
H1 = {{ag,ag,aﬁ}, {a7,ag,ag,a10}, {al,a4,a5}} . Slz’ka Ta
Iy = {{a2, a6}, {as, a9, a10},{a1,as,aq4,as,a7}} ... Slika 7b

Treba ustanoviti na kojoj particije funkcija cilja prima niZu vrijednost.

(a) Particija I1; (b) Particija IIy
101 101
o o
8r [ ] 8r [ ]
[ ] [ ]
61 [ ] [ ] 6 [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
4 [ ] 4r [ )
[ ] [ ]
2 [ ] 2 [ ]
0 L L L L ! 0

0 2 4 6 8 10 0 ‘2 4‘1 é é £0
Slika 7: Usporedba dviju particija
Nize su izracunati LAD-centri pojedinih klastera u obje particije i vrijednost funkcije cilja

na obje particije. Vidi se da je II; “bolja” particija jer se na njoj postize niza vrijednost funkcije
cilja.

‘ c c c ‘ F
15 (4,13) (8,26) (4,38) 1+24+3)+(24+2+0+2)+B3+1+1)=17
I | (4,2) (8,5) (4,7) 0+0+0=

Primjedba 8. Kao $to smo u Odjeljku 3.3 razmatrali problem grupiranja jednodimenzionalnih
tezinskih podataka, slicno bi mogli postupiti i u sluc¢aju grupiranja tezinskih dvodimenzionalnih
i viSedimenzionalnih podataka.
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7 Trazenje lokalno optimalne particije podataka s
vise obiljezja
7.1 Slucaj dva klastera

Potrazit éemo lokalno optimalnu particiju skupa A C R™ s m elemena koja se sastoji od 2
klastera. k-means algoritam pokrenut ¢emo zadavanjem pocetne particije IT = {my, 7o }.

Algoritam 5. (Izbor poetne particije)

Korak 1: Inicijalizacija: ucitati m i elemente skupa A;
Izabrati pocetnu particiju: II = {my, m2};

Korak 2: Priduzivanje (assignment step)

¢] = argmin Z d(z,a), ¢y = argmin Z d(z,a),

z€R™  ,cm T€R™  gem,
‘F(H) = Z d(cha) + Z d(CQ,(L);
aEemy acmy

Korak 3: Korekcija (update step)

vi ={a € A:d(ci,a) < d(cz,a)},
vy ={a € A:d(cz,a) < d(ci,a)};

Korak 4: Ispitivanje optimalnosti: Ako je v1 # 1 ili vy # 9, staviti
m™ =1 i T = V2,
i prije¢i na Korak 2; Inace STOP.

Primjedba 9. Tterativni proces traje tako dugo dok se particije ne pocnu ponavljati (u tom
slucaju i vrijednost funkcije cilja prestane opadati). Primijetite da se u Korak 3 novi klasteri
vy, v geometrijski mogu odrediti tako da odredimo simetralu spojnice centroida. Tada svi
elementi s iste strane simetrale kao i centar c¢; pripadaju novom klasteru v, a svi elementi s
druge strane simetrale pripadaju novom klasteru vo. Ako se neki element pojavi bas na simetrali,
sukladno Koraku 3 svrstat ¢emo ga u prvi klaster

Primjer 29. Zadan je skup A = {a* = (z;,y;) €R?:i=1,...,6}

i1 23456
zi |1 35 5 5 8
yi|5 5 5 1 7 4
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(a) Pocetna iteracija (b) Rjesenje

10r 10/
8l 8t
(]
6 6f
[ ] o L]
4 o 4
2 2
L]
0 — 0 :
o 2 4 6 8 10 0 10

Slika 8: k-means iterativni proces

Centroid cijelog skupa A je ¢ = (%, %)
Uz poéetnu particiju II = {7, w2} s klasterima

™ = {(175)7 (375)7 (575)}7 T = {(57 7)7 (57 1)7 (874)}7

nakon odredivanja centroida
1 = (37 5)7 C2 = (674)7
dobivamo vrijednost funkcije cilja 71 =32 (i G; = 15). (vidi Slika 8a).

Primjenom Koraka 3 dobivamo novu particiju (Slika 8b) {11,152} s klasterima

n = {(1>5)a (355)7 (57 7)}7 V2 = {(575)7 (5> 1)a (874)}'

Nakon odredivanja njihovih centroida
c1 = (3, %7)’ co = (6, 130)’

dobivamo novu vrijednost funkcije cilja Fo = % + % = ? ~253(iGy = %5 = 21.67). Pokazuje

se da se klasteri particije i centroidi vise neée mijenjati, sto znaci da smo dobili lokalno optimalnu
particiju. Sve mozemo prikazati u Tablici 20).

It. ™ T e co | F(II) G(10)

1 {(1,5),(3,5),(5,5)} {(5,7),(5,1),(84)} | (3,5) (6,4) |32 15

2 {(1,5),(3,5),(5, 1)} {(5,5),(5,1),(8,4)} | (3,4) (6,2) | £ ~253 £ ~21.67
3 {(1,5),(3,5),(5,71)} {(5,5),(5,1),(8,4)} (3,%) (6,2) | 2 ~253 & ~21.67

Tablica 20: Trazenje optimalne particije skupa A na osnovi LS-kriterija

Primjer 30. Skup A iz Primjera 29 grupirat cemo primjenom LAD-metricke funkcije pocevsi
od iste pocetne particije. Tijek iterativnog postupka moze se pratiti v Tablici 21
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It. ™ P ‘ C1 Co ‘ }—(H)

1 {(1,5),(3,5),(5,5)}  {(5,7),(5,1),(8,4)} | (35) (54) |4+9=13
2 {(1,5),(3,5))  {(55).(5.1).(5.7), (84} | (2,5) (5,45)|2+10=12
3 {(1,5),(3,5)} {(5,5),(5,1),(5,7),(8,4)} | (2,5) (5,4.5) | 24+10=12

Tablica 21: Trazenje optimalne particije skupa A na osnovi LAD-kriterija

k-means algoritam takoder se moze pokrenuti i izborom pocetnih centara. U tom smislu
nize je navedena varijacija Algoritma 5.

Algoritam 6. (Izbor pocetnih centara)

Korak 1: Inicijalizacija: ucitati m i elemente skupa A;
Izabrati pocCetne centre: (1 # (o;

Korak 2: Korekcija (update step)

m={a€A:d((1,a) <d((2,a)},
o ={a € A:d((2,a) <d(C,a)};

Korak 3: Priduzivanje (assignment step)

¢1 = argmin Z d(z,a), ¢y = argmin Z d(z,a),

z€R"  4em, z€R™  qem,

F(II) = Z d(ci,a) + Z d(co,a);

aem a€ms
Korak 4: Ispitivanje optimalnosti: Ako je ¢; # (3 ili co # (s, staviti
G=a 1 GQ=c,
i prije¢i na Korak 2; Inace STOP.

Primjer 31. Zadan je skup A = {a' = (x;,y;) € R? : i = 1,...,8} koji treba grupirati u dva
klastera.

i1 234567 8
zi[2 356 7 8 9 10
yi|3 6 85715 3

Grupiranje ¢éemo provesti primjenom Algoritma 6 pri ¢emu za pocetne centre uzmimo (; =
(4,4), (2 = (8,4). Principom minimalnih udaljenosti dobivamo pocetnu particiju

IT = {m,ma}, ™ =1{(2,3),(3,6),(5,8),(6,5)}, m={(7,7),(8,1),(9,5),(10,3)}.

Daljnji tijek iterativnog postupka sukladno Algoritmu 6 vidljiv je u Tablici 22.
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(a) Pocetna iteracija (b) Rjesenje

101 101
8t ° 8r
°
61 ° 6r
. .
4 4+
° .
2 2
L]
0 - 0
0 2 4 6 8 10 0 2

It. 1 ) ‘ C1 Co ‘ JT"(H) Q(H)
1 {(2,3),(3,6),(5,8),(6,5)} {(7,7),(8,1),(9,5),(10,3)} | (4,5.5) (8.5,4) | 48 45
2 {(2,3),(3,6),(5,8),(6,5),(7,7)} {(8,1),(9,5),(10,3)} (46,5.8)  (9,3) | 42 51
3 {(2,3),(3.6),(5,8),(6,5), (7,1} {(81),(9,5),(10,3)} | (465.8) (93) |42 51

Tablica 22: Trazenje optimalne particije skupa A na osnovi LS-kriterija

Zadatak 7. Odredite LAD-optimalnu particiju skupa A iz Primjera 31 sastavljenu od dva klas-
tera primijenivsi Algoritam 6.

7.2 Slucaj k klastera

Potrazit ¢emo lokalno optimalnu particiju skupa A C R™ s m elemenata koja se sastoji od
1 < k < m klastera. Analogno Algoritmu 8 k-means algoritam pokrenut é¢emo zadavanjem
pocetne particije IT = {my, ..., 7 }.

Algoritam 7. (Izbor poletne particije)

Korak 1: Inicijalizacija: uéitati m, k i elemente skupa A;
Izabrati pocetnu particiju: IT = {my, ..., 7 };

Korak 2: Priduzivanje (assignment step)

cj = argmin Z d(z,a), j=1,...,k,
z€R™  gen;

k
-F(H) = Z Z d(cjﬂa)§

jil ll€7'l']'
Korak 3: Korekcija (update step)

vi={aec A:d(cj,a) <d(cs,a),Vs=1,....k}, j=1,...k
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Korak 4: Ispitivanje optimalnosti: Ako je v; = m; za svaki j = 1,...,k, STOP; U protivhom
staviti
T = V5 jzl,...,k,

i prije¢i na Korak 2.

Primgjedba 10. Tterativni proces traje tako dugo dok se particije ne po¢nu ponavljati (u tom
slucaju i vrijednost funkcije cilja prestane opadati). U Korak 3 novi klasteri v; geometrijski se
odreduju pomocu tzv. Voronoijevog dijagrama odredenog centroidima (vidi primjerice Gan et
al. (2007); Kogan et al. (2007); Scitovski and Sabo (2014)).

Primjer 32. Zadan je skup A = {a’ = (z;,y;) € R? : i = 1,...,12} i pocetna particija T
s klasterima m = {a',a?,a3,a* a®}, 1y = {a5 a",a®}, m3 = {a®,a'® a't,a'?}. Primjenom

Algoritma 7 uz LAD metricku funkciju treba odrediti lokalno optimalnu particiju.

1w | m ] m

i1 23 45|67 8[9 10 11 12

1 1 3 4 42 2 4]l5 6 6 8
yill 4 2 1 3|4 7 5|4 2 5 5

(a) Pocetna iteracija (b) Rjesenje

10 10

8 8

6 6

4o 41—

2 ® 2 .

0 0

o 2 4 6 8 10 0o 2 4 6 8 10

Slika 10: k-means iterativni proces

Centri pocetne particije su: ¢; = (3,2), c2 = (2,5), c3 = (6,4.5) (Slika 10a), a funkcija cilja
F1 = 23.

Principom minimalnih udaljenosti uz [i-metricku funkciju dobivamo nove klastere vy, =
{a',a3,a*,a®}, vy = {a®,a% a",a%}, v3 = {a°,a'%,a",a'?}. Nakon toga ponovo izracunamo
nove centre ¢; = (3.5,1.5), ca = (2,4.5), c3 = (6,4.5) (Slika 10b) i novu vrijednost funkcije cilja
Fo = 21.

Algoritam se takoder moze pokrenuti izborom pocetnih centara. U tom smislu nize je nave-
dena varijacija Algoritma 7

Algoritam 8. (Izbor pocetnih centara)

Korak 1: Inicijalizacija: ucitati m, k i elemente skupa A;
Izabrati k razlicitih pocetnih centara: (i,--- , (x;
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Korak 2: Korekcija (update step)

mj={ac A:d((,a) <d((sa),Vs=1,...,k}, j=1,...,k

Korak 3: Pridruzivanje (assignment step)

¢j = argmin Z d(z,a), j=1,...,k,
zeR™ acm;

]:(H) = Z Z d(cjﬂa)§

jil [1671']'

o

Korak 4: Ispitivanje optimalnosti: ako je ¢; = (; za svaki j = 1,...,k, STOP;
U protivnom staviti
Cj:Cj, j:1,...,k,

i prije¢i na Korak 2.
Primjer 33. Zadan je skup A = {a' = (z;,y;) € R? : i =1,...,7}. Primjenom Algoritma 8

i
uz LS kvazimetricku funkciju i pocetne centre (1 = (2,8), (o = (4,5), (3 = (8,7) treba odrediti
lokalno optimalnu particiju s tri klastera.

i1 234567
i1 124789
yi|3 9 9 6 7 6 8

Podaci i pocetni centri vidljivi su na Slici 11a. Principom minimalnih udaljenosti dobivamo
particiju s tri klastera

I = {m, 7o, w3}, m =1{(1,9),(2,9)}, m={(1,3),(4,6)}, m={(7,7),(8,6),(9,8)}.
s novim centroidima (Slika 11b) i funkcijom cilja
c = (1.5,9), c2=(25,45), c3=(8,7), F =135, G=283.07

Provjerite da je ovo lokalno optimalna particija.

(a) Pocetna iteracija (b) Rjesenje
10 10
L] > E‘
8 — 8
° | — ®
1
6 |
4 4
[ ]
2 2
0 0
o 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10

Slika 11: k-means iterativni proces
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