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1 Reprezentant podataka iz R
Zadani su podaci y1, y2, . . . , ym ∈ R.
Treba odrediti realni broj c? ∈ R (reprezentant podataka) koji će što bolje reprezentirati
podatke.

Definicija 1. Funkciju d : R× R→ R+, koja ima svojstvo pozitivne definitnosti

∀x, y ∈ R d(x, y) ≥ 0 & d(x, y) = 0 ⇔ x = y,

zovemo kvazimetrička funkcija (funkcija sličnosti, funkcija različitosti)

Primjer 1. Dvije najčešće korištene kvazimetričke funkcije:

(a) dLS(x, y) = (x− y)2 – Least Squares (LS) kvazimetrička funkcija

(b) d1(x, y) = |x− y| – l1 metrička funkcija (Manhattan metrika)

Primijetite da u R vrijedi d1(x, y) = d2(x, y) = d∞(x, y) = dp(x, y), p ≥ 1

Zadatak 1. Pokažite da funkcija dLS iz prethodnog primjera nije metrika na R, a da je
funkcija d1 metrika na R.



Definicija 2. Neka je d : R × R → R+ kvazimetrička funkcija. Kažemo da je c? ∈ R
najbolji reprezentant podataka y1, y2, . . . , ym ∈ R u odnosu na kvazimetričku funkciju d

onda ako je
c? = argmin

c∈R

m∑
i=1

d(c, yi), (1)

tj ako je c? ∈ R točka globalnog minimuma funkcionala F : R→ R+

F (c) =
m∑
i=1

d(c, yi). (2)

Primjer 2. Za LS-kvazimetričku funkciju najbolji reprezentant podataka y1, y2, . . . , ym ∈
R je obična aritmetička sredina

c?LS = argmin
c∈R

m∑
i=1

dLS(c, yi) = 1
m

m∑
i=1

yi,

a odgovarajući funkcional glasi

FLS(c) =
m∑
i=1

(yi − c)2.

Za l1-metričku funkciju najbolji reprezentant podataka y1, y2, . . . , ym ∈ R je obični medijan

c?1 = argmin
c∈R

m∑
i=1

d1(c, yi) = med
i
yi,

a odgovarajući funkcional glasi

F1(c) =
m∑
i=1
|yi − c|.

Definicija 3. Neka je d : R × R → R+ kvazimetrička funkcija. Kažemo da je c? ∈ R
najbolji reprezentant podataka y1, y2, . . . , ym ∈ R s težinama w1, . . . , wm > 0 u odnosu na
kvazimetričku funkciju d onda ako je

c? = argmin
c∈R

m∑
i=1

wid(c, yi), (3)

tj ako je c? ∈ R točka globalnog minimuma funkcionala F : R→ R+

F (c) =
m∑
i=1

wid(c, yi). (4)

Primjer 3. Za LS-kvazimetričku funkciju najbolji reprezentant podataka y1, y2, . . . , ym ∈
R s težinama w1, . . . , wm > 0 je težinska aritmetička sredina

c?LS = argmin
c∈R

m∑
i=1

widLS(c, yi) = 1
W

m∑
i=1

wiyi, W =
m∑
i=1

wi
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a odgovarajući funkcional glasi

FLS(c) =
m∑
i=1

wi(yi − c)2.

Za l1-kvazimetričku funkciju najbolji reprezentant podataka y1, y2, . . . , ym ∈ R s težinama
w1, . . . , wm > 0 je težinski medijan

c?1 = argmin
c∈R

m∑
i=1

wid1(c, yi) = med
i

(wi, yi),

a odgovarajući funkcional glasi

F1(c) =
m∑
i=1

wi|yi − c|.

1.1 Udaljenost na kružnici
• Proteklo vrijeme na satu s 12 oznaka:

d(t1, t2) =

t2 − t1, ako t1 ≤ t2

12 + (t2 − t1), ako t1 > t2
,

Udaljenost d(t1, t2) predstavlja proteklo vrijeme na satu od trenutka “t1” do trenutka
“t2”.
Primjerice: d(2, 7) = 5, ali d(7, 2) = 12 + (−5) = 7
Primijetite da ova funkcija nije simetrična.

• Duljina vremenskog intervala na satu s 12 oznaka:

d(t1, t2) =

|t1 − t2|, ako |t1 − t2| ≤ 6
12− |t1 − t2|, ako |t1 − t2| > 6

,

Ova udaljenost d(t1, t2) predstavlja duljina vremenskog intervala na satu s 12 oznaka
od trenutka “t1” do trenutka “t2”.
Primjerice: d(2, 9) = 12− 7 = 5, ali d(2, 7) = 7− 2 = 5
Primijetite da je ova funkcija simetrična.

• Udaljenost na jediničnoj kružnici:

d(t1, t2) =

|t1 − t2|, ako |t1 − t2| ≤ π

2π − |t1 − t2|, ako |t1 − t2| > π

Primjerice: d(0, π4 ) = π
4 , ali d(π4 ,

3π
2 ) = 2π −

(
6π
4 −

π
4

)
= 3π

4
Ova udaljenost d(t1, t2) predstavlja duljinu luka jedinične kružnice od t1 do t2 radi-
jana.
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2 Reprezentant podataka iz R2

2.1 Fermat – Torricelli – Weberov problem
Neka su A1, A2, A3 ∈ R2 tri nekolinearne točke u ravnini. Točka c?LS ∈ R2, za koju je
suma kvadrata euklidskih udaljenosti do vrhova trokuta minimalna zove se centroid ili
Steinerova točka (povezano s pojmom centra masa u fizici). Naka je

A1 = (x1, y1), A2 = (x2, y2), A3 = (x3, y3).
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Slika 1: Fermat – Torricelli – Weberov problem (GM-geometrijski medijan, c?LS - centroid, c? -
medijan)

Centroid c?LS = (xc, yc) točaka A1, A2, A3 je rjesenje optimizacijskog problema

argmin
T∈R2

3∑
i=1

d2
2(T,Ai),

tj. točka u kojoj se postiže minimum funkcije (suma kvadrata euklidskih l2 udaljenosti do
tocaka A1, A2, A3)

FLS(x, y) =
3∑
i=1

[(x− xi)2 + (y − yi)2],

Dobivamo
xc = 1

3

3∑
i=1

xi, yc = 1
3

3∑
i=1

yi.

Primjer 4. A1 = (0, 0), A2 = (1, 3.5), A3 = (14, 2.5)
c?LS = (5, 2) – centroid

Točka c?1 = (x?, y?) koja je rješenje optimizacijskog problema

argmin
T∈R2

3∑
i=1

d1(T,Ai),

tj. točka u kojoj se postiže minimum funkcije (suma l1 udaljenosti do točaka A1, A2, A3)

F1(x, y) =
3∑
i=1

(|x− xi|+ |y − yi|)
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naziva se medijan točaka A1, A2, A3 ∈ R2. Lako dobivamo

c?1 = (medxi,med yi) .

Primjer 5. A1 = (0, 0), A2 = (1, 3.5), A3 = (14, 2.5)
c?1 = (1, 2.5) – median

Točka M = (xGM , yGM) za koju se postiže minimum funkcionala

Ψ(x, y) =
3∑
i=1

d2(T (x, y), Ai(xi, yi)) =
3∑
i=1

√
(x− xi)2 + (y − yi)2 → min

(x,y)∈R2

naziva se Geometrijski medijan točaka A1, A2, A3 ∈ R2 u smislu l2-norme i ne može se
eksplicitno izraziti (vidi Sliku 1).

M2 = (xGM , yGM) = argmin Ψ,

Primjer 6. A1 = (0, 0), A2 = (1, 3.5), A3 = (14, 2.5)
Ψ(x, y) =

√
x2 + y2 +

√
(x− 1)2 + (y − 3.5)2 +

√
(x− 14)2 + (y − 2.5)2;

M2 = (1.51827, 2.5876) – Weiszfeldov algoritam

Slika 2: Fermat – Torricelli – Weberov problem - geometrijsko rješenje: T je geometrijski
medijan

2.2 Kvazimetričke funkcije i reprezentanti
Zadan je skup točaka A = {Ti = (xi, yi) ∈ R2 : i = 1, . . . ,m}, odnosno
vektora A = {ai = (xi, yi)T ∈ R2 : i = 1, . . . ,m}.
Treba odrediti točku C? (odnosno vektor c?) koja će što bolje reprezentirati skup točaka
A (odnosno skup vektora A).
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Definicija 4. Funkciju d : R2 × R2 → R+, koja ima svojstvo pozitivne definitnosti

∀x, y ∈ R2 d(x, y) ≥ 0 & d(x, y) = 0 ⇔ x = y,

zovemo kvazimetrička funkcija (funkcija sličnosti, funkcija različitosti) na R2.

Primjer 7. Najčešći primjeri (Gan et al., 2007; Kogan, 2007; Späth, 1983):

(a) dLS(x, y) = ‖x−y‖2
2 = (x−y)T (x−y) – Least Squares (LS) kvazimetrička funkcija

(b) d2(x, y) = ‖x− y‖2 =
√

(x− y)T (x− y) – l2 euklidska metrička funkcija

(c) d1(x, y) = ‖x− y‖1 – l1 metrička funkcija (Manhattan metrika)

(d) d∞(x, y) = ‖x− y‖∞ – l∞ Čebiševljeva metrička funkcija

(e) dp(x, y) = ‖x− y‖p, p ≥ 1 – lp Minkowsky metrička funkcija

(f) dM(x, y) = (x − y)TS−1(x − y) – Mahalanobis kvazimetrička funkcija (S ∈ R2×2

je simetrična pozitivno definitna matrica)

Definicija 5. Neka je d : R2 × R2 → R+ kvazimetrička funkcija. Kažemo da je c? ∈ R2

najbolji reprezentant (centroid) skupa A u odnosu na kvazimetričku funkciju d onda ako
je

c? = argmin
c∈R2

m∑
i=1

d(c, ai), (5)

tj. ako je c? ∈ R2 točka globalnog minimuma funkcionala F : R2 → R+

F (c) =
m∑
i=1

d(c, ai). (6)

Vrijedi:

(a) Za LS-kvazimetričku funkciju najbolji reprezentant skupa A je centroid (težište)
skupa

c?LS = argmin
c∈R2

m∑
i=1

dLS(c, ai) = 1
m

m∑
i=1

ai =
(

1
m

m∑
i=1

xi,
1
m

m∑
i=1

yi

)
,

a odgovarajući funkcional glasi

FLS(c) =
m∑
i=1
‖c− ai‖2

2.

(b) Za l1-metričku funkciju najbolji reprezentant skupa A je medijan skupa

c?1 = argmin
c∈R2

m∑
i=1

d1(c, ai) = med
i
ai =

(
med
i
xi,med

i
yi

)
,

a odgovarajući funkcional glasi

F1(c) =
m∑
i=1
‖c− ai‖1.
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Definicija 6. Neka je d : R2 × R2 → R+ kvazimetrička funkcija. Kažemo da je c? ∈ R2

najbolji reprezentant skupa A s težinama w1, . . . , wm > 0 u odnosu na kvazimetričku
funkciju d onda ako je

c? = argmin
c∈R2

m∑
i=1

wid(c, ai), (7)

tj. ako je c? ∈ R2 točka globalnog minimuma funkcionala F : R2 → R+

F (c) =
m∑
i=1

wid(c, ai). (8)

Vrijedi:

(a) Za LS-kvazimetričku funkciju najbolji reprezentant skupa A s težinama
w1, . . . , wm > 0 je težinski centroid (težište) skupa

c?LS = argmin
c∈R2

m∑
i=1

widLS(c, ai) = 1
W

m∑
i=1

wia
i, W =

m∑
i=1

wi, tj.

c?LS =
(

1
W

m∑
i=1

wixi,
1
W

m∑
i=1

wiyi

)
,

a odgovarajući funkcional glasi

FLS(c) =
m∑
i=1

wi‖c− ai‖2
2.

(b) Za l1-metričku funkciju najbolji reprezentant skupa A s težinama w1, . . . , wm > 0 je
težinski medijan skupa

c?1 = argmin
c∈R2

m∑
i=1

wid1(c, ai) = med
i

(wi, ai) =
(

med
i

(wi, xi),med
i

(wi, yi)
)
,

a odgovarajući funkcional glasi

F1(c) =
m∑
i=1

wi‖c− ai‖1.

3 Reprezentant podataka iz Rn

Zadan je skup točaka A = {Ti ∈ Rn : i = 1, . . . ,m}, odnosno
vektora A = {ai = (xi1, . . . , xin)T ∈ Rn : i = 1, . . . ,m}.

Najbolji LS-reprezentant skupa A je težinski centroid skupa vektora A ⊂ Rn

c?LS = argmin
c∈Rn

m∑
i=1

wi‖c− ai‖2
2 =

(
1
W

m∑
i=1

wia
(i)
1 , . . . ,

1
W

m∑
i=1

wia
(i)
n

)
, W =

m∑
i=1

wi,
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jer se na njemu postiže globalni minimum funkcionala

FLS(c) =
m∑
i=1

wi‖c− ai‖2
2.

Najbolji l1-reprezentant skupa A je težinski median skupa vektora A ⊂ Rn

c?1 = argmin
c∈Rn

m∑
i=1

wi‖c− ai‖1 =
(

med
i=1,...,m

(wj, a(i)
1 ), . . . , med

j=1,...,m
(wj, a(i)

n )
)T

(9)

jer se na njemu postiže globalni minimum funkcionala

F1(c) =
m∑
i=1

wi‖c− ai‖1.

4 Prepoznavanje riječi
A = {ai = (x1, . . . , xn)T ∈ {0, 1}n : i = 1, . . . ,m} ⊂ Rn

d : A×A → R+ – kvazimetrička funkcija, primjerice
dLS, d1, dc(x, y) = 1− 〈x,y〉

‖x‖·‖y‖ (kosinus).
U nekom tekst prisutnost neke riječi kodira se s 1, a odsutnost te riječi iz teksta s

0. Postavlja se pitanje o sličnosti/različitosti dva teksta obzirom na prisutnost/odsutnost
promatranih riječi. Tekst u kome je prisutno/odsutno n ≥ 1 izabranih riječi prikazat
ćemo vektorom iz Rn s komponentama 0 ili 1.

H1,0L

H0,1L

H1,1,0L

H1,0,0L

H0,0,1L

H1,0,1L

Slika 3: Skup A za n = 2 i n = 3

Primjer 8. Promatramo tekstove u kojima se mogu pojaviti riječi: A,B,C. Neka je pri-
mjerice (vidi Sliku 1):

a1 = (1, 1, 0): tekst u kome se pojavljuju riječi A,B, a ne pojavljuje riječ C
a2 = (1, 0, 0): tekst u kome se pojavljuje riječ A, a ne pojavljuju riječi B,C
a3 = (1, 0, 1): tekst u kome se pojavljuju riječi A, C, a ne pojavljuje riječ B
a4 = (0, 0, 1): tekst u kome se pojavljuje riječ C, a ne pojavljuju riječi A, B
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U svrhu ispitivanja sličnosti/različitosti tekstova obzirom na prisutnost/odsutnost ne-
kih riječi možemo pokušati iskoristiti ranije spomenute metričke funkcije d1, d2, d∞. U
znanstvenoj literaturi (vidi primjerice (Berry and Kogan, 2010; Zhang, 2009)) u tu svrhu
koriste se neke tzv. kvazimetričke funkcije, kao što su

dLS(x, y) = ‖x− y‖2 – Least Squares (LS) kvazimetrička funkcija

dc(x, y) = 1− 〈x, y〉
‖x‖ · ‖y‖

– kosinus kvazimetrička funkcija

Za prethodno spomenuti primjer dobivamo

dLS(a1, a2) = 1, dLS(a1, a3) = 2, dLS(a1, a4) = 3
d1(a1, a2) = 1, d1(a1, a3) = 2, d1(a1, a4) = 3
dc(a1, a2) = 1−

√
2

2 = 0.29, dc(a1, a3) = 1
2 , dc(a1, a4) = 1

Prema LS-kvazimetričkoj funkciji (a također i prema l1-metričkoj funkciji) tekstovi a1 i a2

su najsličniji (najbliži), a tekstovi a1 i a4 najrazličitiji (najudaljeniji) obzirom na pojavu
riječi A,B,C.

I prema kosinus-metričkoj funkciji dc tekstovi a1 i a2 su najsličniji (najbliži), a tekstovi
a1 i a4 potpuno različiti (maksimalno udaljeni) obzirom na pojavu riječi A,B,C.

Primjer 9. Promatramo tekstove u kojima se mogu pojaviti riječi: A,B,C,D,E. Neka je
primjerice:

a1 = (1, 0, 0, 0, 1): tekst u kome se pojavljuju riječi A, E, a ne pojavljuju riječi B,C,D
a2 = (0, 1, 1, 0, 0): tekst u kome se pojavljuju riječi B, C, a ne pojavljuju riječi A,D,E
a3 = (1, 0, 0, 0, 0): tekst u kome se pojavljuje riječe A, a ne pojavljuju riječi B,C,D, E

dLS(ai, aj) a1 a2 a3 d1(ai, aj) a1 a2 a3 dc(ai, aj) a1 a2 a3

a1 0 4 1 a1 0 4 1 a1 0 1 0.29
a2 4 0 3 a2 4 0 3 a2 1 0 1
a3 1 3 0 a3 1 3 0 a3 0.29 1 0

Iz ovog primjera vidi se da kosinus-kvazimetrička funkcija puno bolje identificira slič-
nosti/različitosti tekstova obzirom na prisutnost/odsutnost riječi A,B,C,D,E (objasnite to
na osnovi brojeva iz tablica !).
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