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1 Reprezentant podataka iz R

Zadani su podaci y1,¥2, ..., Ym € R.
Treba odrediti realni broj ¢* € R (reprezentant podataka) koji ¢e Sto bolje reprezentirati
podatke.

Definicija 1. Funkciju d: R x R — R, koja ima svojstvo pozitivne definitnosti
Ve,y e R d(z,y) >0 & d(z,y)=0 & z=y,
zovemo kvazimetricka funkcija (funkcija slicnosti, funkcija razli¢itosti)
Primjer 1. Dvije najcesce koristene kvazimetricke funkcije:
(a) dps(z,y) = (x —y)* - Least Squares (LS) kvazimetricka funkcija
(b) di(z,y) = |z —y| -1l metricka funkcija (Manhattan metrika)
Primijetite da u R vrijedi di(z,y) = da(x,y) = do(x,y) = dp(z,y), p>1

Zadatak 1. Pokazite da funkcija dps iz prethodnog primjera nije metrika na R, a da je
funkcija dy metrika na R.



Definicija 2. Neka je d: R x R — R, kvazimetricka funkcija. Kazemo da je ¢* € R
najbolji reprezentant podataka yi,vs,...,yn € R u odnosu na kvazimetricku funkciju d

onda ako je

¢* = argmin »_d(c,y;),
ceR i=1
tj ako je ¢* € R tocka globalnog minimuma funkcionala F': R — R,

m

F(e) = Z d(e,y;).

i=1

(1)

(2)

Primjer 2. Za LS-kvazimetricku funkciju najbolji reprezentant podataka y1,ys, ..., Ym €
R je obicna aritmeticka sredina
Clg = argmmZdLS C,Yi) = % Z

ceR i=1 i=1
a odgovarajuci funkcional glasi

Frs(c) => (yi — )%

i=1

Za ly-metricku funkciju najbolji reprezentant podataka yy, Yo, - . ., Ym € R je obicni medijan

¢t = argmin » _ d;(c,y;) = medy;,
ceR i=1 ?
a odgovarajuci funkcional glasi

m

Fi(e)=>_lyi— .

=1

Definicija 3. Neka je d: R x R — R, kvazimetricka funkcija. Kazemo da je ¢* € R
najbolji reprezentant podataka yi,ys, ..., yn € R s tezinama wy, ..., w,, > 0 u odnosu na

kvazimetricku funkciju d onda ako je

m
c* = argmin Z wid(c,y:),
ceR ;4

tj ako je ¢* € R tocka globalnog minimuma funkcionala F': R — R,

F(c) = f:lwid(c, Yi)-

Primjer 3. Za LS-kvazimetricku funkciju najbolji reprezentant podataka yi,ys, . . .

R s tezinama wyq, ..., w,, > 0 je tezinska aritmeticka sredina
m
g = argmanw drs(c,y;) = Zw,y,, W = Zwi
ceR =1 i=1

(3)

(4)

7ym€



a odgovarajuci funkcional glasi

m

Frs(c) =Y wily; — o).

i=1

Za ly-kvazimetricku funkciju najbolji reprezentant podataka vyy,ys, . . .

Wy, ..., Wy, > 0 je tezinski medijan
m
¢l = argrginZ w;dy (¢, ;) = mfd(wm i),
ce i=1

a odgovarajuci funkcional glasi

Fi(c) = sz‘yz —c|.
i=1

1.1 Udaljenost na kruznici

e Proteklo vrijeme na satu s 12 oznaka:

d(tl, tg) = {

t2 — tl, ako tl S t2
12 + (tg — tl), ako t1 > 1o ’

,Um € R s teZinama

Udaljenost d(t1, t2) predstavlja proteklo vrijeme na satu od trenutka “¢;” do trenutka

“t?”-
Primjerice: d(2,7) =5, ali d(7,2) =12+ (=5) =7
Primijetite da ova funkcija nije simetri¢na.

e Duljina vremenskog intervala na satu s 12 oznaka:

d(tl, t2) - {

‘tl—tgy, ako ‘tl—tgy §6
12 — |ty —to|, ako |t; —to| > 6

Ova udaljenost d(t1, t2) predstavlja duljina vremenskog intervala na satu s 12 oznaka

od trenutka “¢;” do trenutka “t,”.
Primjerice: d(2,9) =12 —-7=5,alid(2,7)=7—-2=5
Primijetite da je ova funkcija simetri¢na.

e Udaljenost na jedinicnoj kruznici:

d(tl, tg) = {

Primjerice: d(0,%) = %, ali d(%,2) = 2m — (%’r — g) =3

|t1—t2’, ako |t1—t2| Sﬂ'
2 — |ty — ta|, ako [t —to| > 7

Ova udaljenost d(t1,t3) predstavlja duljinu luka jedini¢ne kruznice od ¢; do t5 radi-

jana.



2 Reprezentant podataka iz R>

2.1 Fermat — Torricelli — Weberov problem

Neka su A, Ay, A3 € R? tri nekolinearne tocke u ravnini. Tocka g € R? za koju je
suma kvadrata euklidskih udaljenosti do vrhova trokuta minimalna zove se centroid ili
Steinerova toc¢ka (povezano s pojmom centra masa u fizici). Naka je

A= ($1,y1), Ay = (37273/2)7 As = (f?nys)-
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Slika 1: Fermat — Torricelli - Weberov problem (GM-geometrijski medijan, ¢} g - centroid, ¢* -
medijan)

Centroid ¢} ¢ = (2., y.) tocaka Ay, Ay, A3 je rjesenje optimizacijskog problema

3
argmin > d3(T), A;),
TeER2 =1
tj. tocka u kojoj se postize minimum funkcije (suma kvadrata euklidskih /, udaljenosti do
tocaka Aj, Ay, A3)

Frs(z,y) =Y [(x —x:)* + (v — )],

i=1
Dobivamo

13 13
%Zggﬁa ?/czggyi-

Primjer 4. A; = (0,0), A, =(1,3.5), A3 =(14,2.5)
;g = (5,2) — centroid

Tocka ¢f = (z*,y*) koja je rjesenje optimizacijskog problema
3
argmin » _ di (T, A;),
TeER? ;1
tj. tocka u kojoj se postize minimum funkcije (suma [; udaljenosti do tocaka Ay, Ay, A3)

Fi(z,y) =Y (lv — x| + [y — wil)

=1



naziva se medijan to¢aka A;, Ay, A3 € R?. Lako dobivamo
¢f = (med z;, med y;) .

Primjer 5. A; = (0,0), A, =(1,3.5), A3 =(14,2.5)
¢t = (1,2.5) — median

Tocka M = (xaar, Your) za koju se postize minimum funkcionala

3 3
U(r,y) = 2 do(T'(2,y), Ai(zi,y:)) = > \/(37 — ;)% + (y —y:)? = min
i=1 i=1 (z,y)€R?

naziva se Geometrijski medijan tocaka A;, Ay, A3 € R? u smislu ls-norme i ne moZe se
eksplicitno izraziti (vidi Sliku1).

My = (xan, yanr) = argmin ¥,

Primjer 6. A; = (0,0), Ay =(1,3.5), A;=(14,2.5)

U(w,y) = Va2 + 12 +/(z — 12+ (y — 3.5)2 +/(z — 14)2 + (y — 2.5)%;
M, = (1.51827,2.5876) — Weiszfeldov algoritam

a

Slika 2: Fermat — Torricelli — Weberov problem - geometrijsko rjesenje: T je geometrijski
medijan

2.2 Kvazimetricke funkcije i reprezentanti

Zadan je skup tocaka A = {T; = (x;,y;) € R*: i =1,...,m}, odnosno

vektora A = {a' = (x;, ;)T € R?:i=1,...,m}.

Treba odrediti tocku C* (odnosno vektor ¢*) koja ¢e sto bolje reprezentirati skup tocaka
A (odnosno skup vektora A).



Definicija 4. Funkciju d: R? x R? — R_, koja ima svojstvo pozitivne definitnosti
Vo,y € R? d(z,y) >0 & d(z,y)=0 < z=y,

zovemo kvazimetricka funkcija (funkcija slicnosti, funkcija razlicitosti) na R?.

(a) drs(z,y) = |lz—yll3 = (x—y)T(x—y) - Least Squares (LS) kvazimetricka funkcija

(b) do(z,y) = ||z — ylls = \/(x — )T (x —y) - Iy euklidska metricka funkcija

(c) di(z,y) = ||z —yll1 -l metricka funkcija (Manhattan metrika)

(d) doo(z,y) = || — Ylloo — loo Cebisevljeva metricka funkcija

(e) dy(x,y) = ||z —ylp,, p>1 -1, Minkowsky metricka funkcija

(f) dy(z,y) = (x — y)TS™Hx —y) - Mahalanobis kvazimetricka funkcija (S € R?*?
je simetricna pozitivno definitna matrica)

Definicija 5. Neka je d: R? x R? — R, kvazimetricka funkcija. KaZemo da je ¢* € R?
najbolji reprezentant (centroid) skupa A u odnosu na kvazimetricku funkciju d onda ako
je
¢* = argmin » d(c,a’), (5)
c€R? =

tj. ako je ¢* € R? tocka globalnog minimuma funkcionala F': R? — R

F(c) = id(c, a’). (6)

Vrijedi:
(a) Za LS-kvazimetricku funkciju najbolji reprezentant skupa A je centroid (teZiste)
skupa
¢jg=argminy_ds(c,a’) =LY a' = (nll > g, = Zyz> ,
c€R? i i=1 i=1 i=1

a odgovarajuci funkcional glasi
Fiste) = 3 e o'}
(b) Za l;-metricku funkciju najbolji reprezentant skupa A je medijan skupa
A= argmini dy(c,a") = mied a' = (mied T, mied yl> :

ceRZ ;1

a odgovarajuci funkcional glasi

Fi(e)=)_lle—d'l.
i=1



Definicija 6. Neka je d: R? x R? — R, kvazimetricka funkcija. KaZemo da je ¢* € R?
najbolji reprezentant skupa A s tezinama wi,...,w, > 0 u odnosu na kvazimetricku
funkciju d onda ako je

= argmmel c,a"), (7)

ceR2 ;1

tj. ako je c¢* € R? toc¢ka globalnog minimuma funkcionala F': R? — R

= f:lwid(c, a’). (8)

Vrijedi:
(a) Za LS-kvazimetricku funkciju najbolji reprezentant skupa 4 s tezinama
Wi, ..., Wy > 0 je teZinski centroid (teZiste) skupa
cLS—argmmeldLg c, a %Z , W:Zwi, tj.
ceR2 ;1 i=1 i

*x 1 1
Crs = (W Z Wi, 377 Z wi%’) ;
i=1 i=1
a odgovarajuci funkcional glasi

Frs(c szllc—a 13-

(b) Za l;-metricku funkciju najbolji reprezentant skupa A s tezinama wy, ..., w,, > 0 je
tezinski medijan skupa

¢t = angmin Y wids (e,a') = med(wy,a") = (med(wy, ), med(wi, 1))

ceRZ ;1

a odgovarajuci funkcional glasi
m .
=Y wille—a'|s.
i=1

3 Reprezentant podataka iz R"

Zadan je skup tocaka A = {T €R":i=1,...,m}, odnosno
vektora A = {a' = (z},...,2")T € R": z’—l m}.
Najbolji LS-reprezentant skupa A je tezmskl centroid skupa vektora A C R”

m m
1 ? —
al,..,WE w,an>, W—E Wy,
i=1

=1

||M3

m
Clg = argmanlec —a H2 = (vlv
c€ i=1



jer se na njemu postize globalni minimum funkcionala
m .
Fus(e) = Y wille — a3
i=1

Najbolji [;-reprezentant skupa A je tezinski median skupa vektora A C R"
s , . \T
¢t = argmin » wyl|c — a'[l; = ( nlled (wj, agl)), o ,rrlled (wj, aﬁ?)) (9)
ceR™ i=1 1=1,....)m J=1....;m

jer se na njemu postize globalni minimum funkcionala

Fi(c) =Y wille = d'[|x.
=1

4 Prepoznavanje rijeci

A={da" = (21,...,2,)7 €{0,1}":i=1,...,m} CR"
d: Ax A— R, — kvazimetricka funkcija, primjerice
drs, di, d.(z,y) =1 — Hi"ﬁjﬁ;” (kosinus).
U nekom tekst prisutnost neke rijeci kodira se s 1, a odsutnost te rijec¢i iz teksta s

0. Postavlja se pitanje o slicnosti/razlicitosti dva teksta obzirom na prisutnost/odsutnost
promatranih rije¢i. Tekst u kome je prisutno/odsutno n > 1 izabranih rije¢i prikazat
¢emo vektorom iz R™ s komponentama 0 ili 1.

(1,0,
0,1 . B

(1,0)

Slika 3: Skup Azan=2in=3

Primjer 8. Promatramo tekstove u kojima se mogu pojaviti rijeci: A,B,C. Neka je pri-
mjerice (vidi Sliku 1):
a' = (1,1,0): tekst u kome se pojavijuju rijeci A,B, a ne pojavijuje rije¢ C

a’? = (1,0,0): tekst u kome se pojavijuje rije¢ A, a ne pojavijuju rijeci B,C
a® = (1,0,1): tekst u kome se pojavijuju rijeci A, C, a ne pojavijuje rije¢ B
a* = (0,0,1): tekst u kome se pojavijuje rije¢ C, a ne pojavljuju rijeci A, B

8



U svrhu ispitivanja sli¢nosti/razli¢itosti tekstova obzirom na prisutnost/odsutnost ne-
kih rije¢i mozemo pokusati iskoristiti ranije spomenute metricke funkcije di,ds, d. U
znanstvenoj literaturi (vidi primjerice (Berry and Kogan, 2010; Zhang, 2009)) u tu svrhu
koriste se neke tzv. kvazimetricke funkcije, kao sto su

drs(x,y) = ||z — y||*> — Least Squares (LS) kvazimetricka funkcija
(z,y)

do(z,y)=1-—
1l - 11yl

— kosinus kvazimetricka funkcija

Za prethodno spomenuti primjer dobivamo

drs(at,a?) =1, drs(at,a®) =2,  drs(a,a*) =3
dl(GJl? a2> = 17 dl(a17 a3) = 27 dl(a17 a4) =3
de(a',a?) =1 -2 =029, dc(a*,a®) =1, de(a',a?) =1

rijeci A,B,C.

I prema kosinus-metrickoj funkciji d, tekstovi a' i a? su najslic¢niji

a' i a* potpuno razlic¢iti (maksimalno udaljeni) obzirom na pojavu rijec¢i A,B,C.
Primjer 9. Promatramo tekstove u kojima se mogu pojaviti rijeci: A,B,C,D,FE. Neka je

primgjerice:
a' = (1,0,0,0,1): tekst u kome se pojavljuju rijeci A, E, a ne pojavijuju rijeci B,C,D

a’=(0,1,1,0,0): tekst u kome se pojavijuju rijeci B, C, a ne pojavijuju rijeci A,D,E
a® = (1,0,0,0,0): tekst u kome se pojavijuje rijece A, a ne pojavijuju rijeci B,C,D, E

dps(a’,a?) | a* o o di(a',a?) | a* a* o de(a',d) | o*@ a* d°
al 0 4 1 al 0 4 1 al 0 1 0.29
a? 4 0 3 a? 4 0 3 a’ 10 1
a’ 1 3 0 a? 1 3 0 a’ 029 1 0

Iz ovog primjera vidi se da kosinus-kvazimetricka funkcija puno bolje identificira sli¢-
nosti/razli¢itosti tekstova obzirom na prisutnost/odsutnost rijec¢i A,B,C,D,E (objasnite to
na osnovi brojeva iz tablica!).
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