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1 Uvod

Ako u ravnini M uvedemo pravokutni koordinatni sustav s ishodistem u fiksnoj tocki
O € M u ravnini, onda svakoj tocki P € M pripada jedinstveni vektor O P, koji zovemo
radijvektor ili vektor polozaja i oznacavamo s.

7> = OP.

Ocigledno postoji bijekcija (obostrano jednoznacno preslikavanje) izmedu skupova M i
Xop. Matematicku strukturu (Xo, +, ) zovemo vektorski prostor pridruzen tocki O.



Primjer 1. Nulvektor 0 je radijuektor koji ima istu pocetnu i zavrinu tocku.

Jedini¢ni vektor zvat cemo svaki vektor € za koga je ||€]] = 1.

Suprotni vektor vektora a je vektor koji ima suprotnu orijentaciju od orijentacije vektora
a i oznacavamo ga s (—a).

Sli¢no se definira i skup svih radijvektora u prostoru Xo(£) i skup svih radijvektora
na praveu Xo(p). Navedimo jos nekoliko ¢esto koristenih pojmova.

— kazemo da su dva ili viSe vektora kolinearni ako njihovi reprezentanti leze na istom
ili na paralelnim pravcima;

— kazemo da su tri ili vise vektora komplanarni ako njihovi reprezentanti leze u istoj
ili u paralelnim ravninama.

2 Operacije s vektorima

2.1 Zbrajanje vektora

Zbrajanje vektora je funkcija dviju varijabli + : Xo(M) x Xo(M) — Xo(M). Za dva
vektora d@,b € Xo(M) definiramo novi vektor ¢ := @ + b pravilom paralelograma (vidi
Sliku 1.b)
a) Pravilo trokuta b) Pravilo paralelograma
b
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Slika 1: Pravila za zbrajanje vektora

Racunska operacija zbrajanja vektora ima svojstvo zatvorenosti ili grupoidnosti, tj.
rezultat operacije zbrajanja dva vektora opet je jedan vektor. Pored toga,

-,

(i) za svaka tri vektora d, b,C € Xo(M) vrijedi svojstvo asocijativnosti: (a@ + b) + ¢
a+ (b+ o)

(ii) postoji neutralni element 0, tako da za proizvoljni vektor @ € Xo(M) vrijedi: @+ 0

—

a;



(iii) za svaki vektor @ € Xo(M) postoji inverzni element — suprotni vektor (—a), takav da
vrijedi:
@+ (—a) = 0;

(iv) vrijedi zakon komutacije, tj. za svaka dva vektora @, b € Xo(M) vrijedi: @+b = b+a;

Skup svih vektora u prostoru snabdjeven racunskom operacijom zbrajanja i pret-
hodno navedenim svojstvima nazivamo komutativna ili Abelova grupa' i oznacavamo s
(Xo(M),+). U daljnjem tekstu Cesto ¢emo govoriti o vektoru, a crtat ¢emo neki njegov
reprezentant.

Primjer 2. Odaberimo reprezentante vektora d, g, c tako da oni leze na stranicama trokuta
i da bude ¢ = a+0b (vidi Sliku2.a). Kako je u svakom trokutu duljina jedne njegove stranice
manja od zbroja duljina preostale dvije, vrijedi tzv. nejednakost trokuta

el = lla+oll < [l + ol

Pri tome jednakost vrijedi u slucaju ako su vektori a, b kolinearni.

a) Nejednakost trokuta b) Oduzimanje vektora

Slika 2

Primjedba 1. Oduzimanje vektora mozemo definirati preko zbrajanja, koriste¢i inverzni
element (suprotni vektor — vidi Sliku 2.b):

a—b=d+(=b).
Primjedba 2. Mnozenje vektora prirodnim brojem mozemo definirati induktivno:

— —

n-a=(n-1)-a+a, 1-ad=a.

2.2 Mnozenje vektora sa skalarom

Mnozenje vektora sa skalarom je funkcija dviju varijabli - : R x Xo(M) — Xo(M). Za
realni broj A € R i vektor @ € Xy(M) definiramo novi vektor b := X - @ kao na Slici 3.

INiels Abel (1802-1829), norveski matematicar.
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b= i (A <0)

Slika 3: MnozZenje vektora sa skalarom

Zadatak 1. Za zadane vektore @,b € X (M) nacrtajte vektor @ — 2b.

U kontinuitetu sa svojstvima koja vrijede za zbrajanje vektora, navedimo i svojstava
koja vrijede za mnozenje vektora sa skalarom:

(v) za dva vektora @,b € Xo(M) i A € R vrijedi distributivnost obzirom na vektorski
faktor: A(@+ b) = Ad + Ab;

(vi) za dva skalara A, € R i vektor @ € Xo(M) vrijedi distributivnost obzirom na skalarni
faktor: (A + p)d = Ad + ua,

(vii) za dva skalara A\,pu € R i vektor @ € Xo(M) vrijedi svojstvo kvaziasocijativnosti:
(Au)d = A(pd);

(viii) za bilo koji vektor @ € Xo(M) vrijedi: 1-d = d.

Svojstvo (v) proizlazi iz slicnosti trokuta i ilustrirano je na slici

Slika 4: Distributivnost obzirom na vektorski faktor

Svojstva (vi) i (vii) dokazuju se posebno za svaku kombinaciju predznaka skalara A i
p (vidi [9]).

Skup Xo(M) snabdjeven racunskim operacijama zbrajanja i mnozenja sa skalarom,
koje imaju navedenih osam svojstava nazivamo vektorski prostor i oznacavamo s (Xo (M), +, -).



Analogno se definiraju i vektorski prostor (Xo(F),+,) u prostoru i vektorski prostor
(Xo(p), +,) na praveu. Kako je Xo(M) C Xo(E), reéi ¢emo da je vektorski prostor
(Xo(M),+,-) vektorski potprostor u (Xo(FE), +,-). Nadalje ¢emo ove vektorske pros-
tore oznazavati samo s Xo(E), Xo(M), Xo(p).

Primgedba 3. Za bilo koja dva vektora a, biz vektorskog prostora Xj i bilo koja dva skalara
A peRje
va kolinearna vektora, tada postoji pravac p i tocke O, A, B € p

dv:
= OB, pri ¢emu je

F—i  adieie A= Hli||/||c7\|, b imaju isti smjer
’ bs

a,
—loll/ @], a,b su suprotnog smjera

3 Linearna zavisnost 1 nezavisnost vektora

Definicija 1. Ako su ay,...,ad, € Xg vektori, a A;..., A\, € R skalari, tada vektor
a= \d+---+\,a, € Xg nazivamo linearna kombinacija vektora ay, ..., d,. Kazemo
jos da je vektor d rastavljen (razvijen) po vektorima @, ..., d,.

Pogledajmo dva jednostavna fizikalna primjera (vidi Slikub):

- na tlJelo na kosini dJeluJe sila teza F koju po pravilu paralelograma rastavljamo na
sile F1 1F2 F F1+F2,

- na tijelo u vodi djeluje vucna sila F , koju takoder rastavljamo po pravilu paralelo-
grama na sile F1 i Fy: F = F] + Fb;

-5
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b———
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Fy F
Slika 5: Fizikalni primjeri: tijelo na kosini i tijelo u vodi
Navedene rastave mozemo zapisati kao 1- F + (=1) - Fy + (=1) - Fy = 0.
Definicija 2. Kazemo da je skup vektora di,...,d, € Xy linearno nezavisan ako

njihova proizvoljna linearna kombinacija iS¢ezava jedino na trivijalan nacin:



U protivnom kazemo da je skup vektora linearno zavisan, tj. postoji barem jedna njihova
linearna kombinacija koja iS¢ezava na netrivijalan nacin, tj.

Ma+ -+ M\, =0 pri cemu I \; # 0.
Primjer 3. Ako skup vektora dy, ..., d, sadrzi nulvektor, on je linearno zavisan.

Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je bas prvi vektor @; nulvektor.
Tada mozemo utvrditi da vrijedi:

1-0+0-dy+---+0-d,=0,

pa smo na taj nacin pronasli jednu linearnu kombinaciju vektora dy, ..., d,, koja iS¢ezava
na netrivijalan nacin.

Primijetite da su sile F , ﬁl, F, iz fizikalnih primjera s pocetka odjeljka takoder linearno
zavisne. Sljedeéi teorem ukazuje nam kako kako se na jedan operativniji nac¢in moze
ustanoviti je li skup vektora linearno zavisan ili nezavisan.

Teorem 1. Skup vektora d,...,d, € Xq je linearno zavisan onda i samo onda ako se
barem jedan od njih moZe prikazati kao linearna kombinacija ostalih.

Dokaz. (Nuznost) Pretpostavimo da je skup vektora ay, ..., d, € Xy linearno zavisan. Po
prethodnoj definiciji to znaci da postoji njihova linearna kombinacija koja iS¢ezava na
netrivijalan na¢in. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je \1@; + - - - + M@y = 0,
a da je pri tome \; # 0. Tada mozemo pisati

i = (=2 a4t (=) a
1 — )\1 2 )\1 n

(Dovoljnost) Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je d; = Bada + - - - + fndy,
iz Cega slijedi
1-dy + (=fB2)d2 + -+ (=Bn)dn = 0.

Po definiciji to znaci da su vektori @y, ..., d, € Xq linearno zavisni. O

Primjer 4. Bilo koja dva vektora d, b e Xo(p) su linearno zavisna (tj. maksimalni broj
linearno nezavisnih vektora u Xo(p) je jedan).
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Slika 6: Linearna zavisnost u Xy (p)



Slika 7: Linearna zavisnost u Xo(M)

Primjer 5. Bilo koja tri vektora d, b,é€ Xo(M) su linearno zavisna (tj. maksimalni broj
linearno nezavisnih vektora v Xo(M) je dva).

Primjer 6. Bilo koja cetiri vektora @,b, ¢, d € Xo(E) su linearno zavisna (tj. maksimalni
broj linearno nezavisnih vektora v Xo(E) je tri).

Teorem 2. Ako su @,b € Xo(M) dva linearno nezavisna vektora u ravnini, tada se svaki
vektor ¢ € Xo(M) na jedinstven nacin moZe prikazati (rastaviti) kao linearna kombinacija
vektora d,b.

Dokaz. Prema jednom od prethodnih primjera vektori @, l;, ¢ su linearno zavisni pa prema
Teoremu 1 vrijedi

¢= \a—+ pub (3.1)
U svrhu dokaza jedinstvenosti ovog rastava, pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo
da se vektor ¢ barem na jos jedan nacin moze prikazati pomocu vektora a i b:

c=Ni+u'b (3.2)
Oduzimanjem jednakosti (3.1), (3.2) dobivamo
(A= X)a+ (u— )b =0.
Kako su vektori a, b linearno nezavisni, slijedi: A\ =X & p=p'. O
Teorem 3. Ako su d, g, ¢ € Xo(F) tri linearno nezavisna vektora u prostoru, tada se svaki

vektor d € Xo(E) na jedinstven nacin moZe prikazati (rastaviti) kao linearna kombinacija
vektora a, b, C.

Zadatak 2. Neka je O € E fiksna tocka i neka tocka C € E dijeli duZinu AB u omjeru
3:1,t.d(A,C):d(C,B) =3:1. Vektor O? prikaZite kao linearnu kombinaciju vektora
H i

OA i O .

Rjesenje: O? = iOAvL%O?.

Zadatak 3. Provjerite jesu li vektori:

d=5i—j+3k, b=5i+2]—k ¢é=—5i—8+9 linearno zavisni.

Rjesenje: Jesu, ¢ = 2a — 3b.



4 Baza vektorskog prostora. Koordinatni sustav

Definicija 3. Uredena trojka (€}, é,,€3) linearno nezavisnih vektora iz Xy(F) zove se
baza vektorskog prostora X,(E).

Ureden par (€, &) linearno nezavisnih vektora iz Xo(M) zove se baza vektorskog
prostora Xo(M).

Svaki nenul vektor (€) iz Xo(p) ¢ini bazu vektorskog prostora Xo(p).

Neka je @ € Xo(F), a (€, s, €3) baza u Xo(FE). Tada vektor @ na jedinstven nacin
mozemo zapisati kao linearnu kombinaciju vektora baze

a= a1€1 + aggg + CL3€3.

Brojeve ay, as, az zovemo koordinate (komponente) vektora @ u bazi (€1, €3, €3).
Sada prirodno slijede pravila za zbrajanje vektora i mnozenje vektora sa skalarom ako
su oni zadani sa svojim koordinatama:

—

CY"F g: (CLl + bl)gl + ((12 + bg)gg + (CLg + b3)€3 [zbrajanje]

Ad = (Aay)é) + (Aa2)é + (Aaz)és [mnozenje vektora skalarom]

Definicija 4. Par (O; (€}, é,,¢3)) fiksne tocke O i baze (€1, €3, €3) zovemo Cartesijev?
koordinatni sustav u prostoru FE.

Posebno je pogodno ako za bazu prostora Xo(F) izaberemo uredenu trojku medusobno
okomitih i jedini¢nih (dugackih 1!) vektora, koje obitno oznacavamo s (i, ], k). Tako
dobivamo pravokutni Cartesijev koordinatni sustav (O; i j’, lg) Pravac odreden
vektorom 7 oznadavamo sa z i zovemo apscisa, pravac odreden vektorom 5 oznacavamo
sa y i zovemo ordinata, a pravac odreden vektorom k oznadavamo sa 2 i zovemo aplikata.

Primjedba 5. Ranije smo utvrdili da postoji bijekcija (obostrano jednoznacéno preslikava-
nje) izmedu skupova E i Xj,. Primijetite da takoder postoji bijekcija izmedu skupa svih
uredenih trojki realnih brojeva R? i vektorskog prostora Xy(FE) jer svakoj uredenoj trojki
(21,29, x3) € R? na jedinstven nac¢in mozemo pridruziti vektor @ = x1;+ xﬁ—l— :chlz iz
prostora Xo(E) i obrnuto. Zato ¢emo ¢esto po potrebi povezivati, pa neki puta i poisto-
vje¢ivati pojmove: skup E, vektorski prostor Xo(E) i R3.

Zadatak 4. Provjerite cine li vektori @ = 3i + 2]', b= —i+ 2f bazu u vektorskom
prostoru Xo(M). Ako ¢ine, vektor ¢ = —11i + 65 prikaite u toj bazi.
Rjesenje: cine, ¢ = —2a + 5b.

2Rene Descartes (1596-1650), francuski filozof i matemati¢ar. Njegovo latinizirano ime je Cartesius.
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Slika 8: Pravokutni Cartesijev (Descartesov) koordinatni sustav

5 Skalarni produkt

Motivacija za uvodenje pojma skalarnog produkta vektora je fizikalna definicija rada sile
F' na putu s. Ako rad obavlja sila F' koja djeluje u smjeru puta s, onda je rad zadan s

W =[lE| -5l = F's,

a ako sila F ne djeluje u smjeru puta s, onda rad obavlja samo komponenta F, sile u
smjeru puta S, tj.
= Fs + FTM

F
W =[|E|l- |5 = (Feosp) s = Fscosp

oy

Slika 9: Rad sile F na putu §

Primijetite da je sila F, ortogonalna projekcija sile Fu smjeru vektora puta S.
Opcéenito ¢emo projekciju vektora @ u smjeru vektora b oznaciti s a,. Pod skalarnom
projekcijom vektora @ u smjeru vektora b podrazumijevamo (uz oznaku a := ||@||)?

ap=acosp, 0.
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Slika 10: Projekcija vektora @ u smjeru vektora b

Primijetite da broj a cos ¢ moze biti pozitivan (¢ < 7) ili negativan (¢ > 7).
Zadatak 5. PokusSajte geometrijski opravdati nize navedena svojstva projekcije vektora

a) Projekcija produkta skalara s vektorom jednaka je produktu tog skalara i projekcije
vektora

(Ad), = Ay,
b) Projekcija zbroja dva vektora jednaka je zbroju projekcija tih vektora
(6 4 B) =G, 4 b,

Definicija 5. Skalarni produkt u Xo(£) je binarna operacija - Xy x Xo — R koja paru
vektora @, b € X, priduzuje broj (skalar), kojeg ¢emo oznaciti s (@, b),

(@ 5> _ abcosp, d,b ZA'O" B

0, G=0ilib=

o
SLIA

p<m

Q

pri Gemu je obicaj da se i rezultat operacije naziva skalarni produkt.*

Primjedba 6. Primijetite da se skalarni produkt dva vektora moze prikazati kao produkt
norme jednog vektora i sklalarne projekcije drugog vektora na prvi,

—

(@, b) = apb = ab,.

Primjedba 7. Primijetite da skalarni produkt dva vektora moze biti jednak nuli onda i
samo onda ako je jedan od njih nul-vektor ili ako su vektori medusobno okomiti.

Navedimo vazna svojstva skalarnog produkta

1. (d,b) = (b,d)

2. (@,d)=a>>0 i (d,d)=0<=da=0

3. (@+0b,0) =@+ b,d (slijedi iz Zadatka5 a)
4. (@, b)Y =\@b) (slijedi iz Zadatka5 b).

3U nekim knjigama se broj a;, naziva "projekcija vektora @ u smjeru vektora b ([8])"
4engl.: scalar (dot) product, njem.: Skalarprodukt (Ineresprodukt)
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Primjer 7. Lako se na osnovi Definicije 5 vidi da vrijedi

(@4 b)2 = (@+b,d@+b) = a? + 2(a, b) + b2,
(@—b)2 = (@ —b,a— by = a2 — 2(@,b) + b2,
(@b#0) cosZ(@b)="22" ab#0
(@b+#0) (aby=0«<alb

- —

Primjer 8. Nacinimo tablicu mnoZenja (skalarni produkt) za ortonormiranu bazu 1, ], k
vektorskog prostora Xo(E)

i
J,
K

z

adaci

Zadatak 6. Ako je vektor a + 3b okomit na vektor 7@ — 5b i vektor @ — 4b okomit na
vektor Ta — 2b, odredite kut izmedju vektora @ i b.

RjeSenje: @1 =%, ¢ = 2.

Zadatak 7. Odredite kut izmedu jedinicnih vektora @ i b ako se zna da su vektori @+ 2b
1 bd — 4b medusobno okomiti.

Rjesenje: ¢ = 2.

Zadatak 8. PokaZite da su vektori @ (b,é) — b(@,c) i & medusobno okomiti.

Direktnom provjerom uz koristenje tablice mnozenja iz Primjera § dobivamo

Teorem 4. Za vektore

a ayi + ay]_" + azlg
b = byi+byj+bk
vrijedi formula®
(@,b) = azb, + ayby + cucy. (5.1)

Iz definicije skalarnog produkta i norme vektora koristenjem formule (5.1) dobivamo

|al| = \/(a@,d) = \/a? + a2 + a2, (5.2)

- b b b b
COSZ(C_i,b):<a7>: azm+ayy+azz

ab \Ja2 + a2+ a2, 02 4+ 02 + b2

b 0. (5.3)

5U programskom sustavu Mathematica skalarni produkt vektora , b dobivamo naredbom a. b, gdje
su a, b liste
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Primjer 9. Pokazimo da su dijagonale cetverokuta ABC D s vrhovima A(1,—-2,2), B(1,4,0), C(—4,1,1
D(—5,—5,3) medusobno okomite.

Kako je 1@ = Fo— 7y = —bi + 3;'-121 @ =7rp—7Tp = —6;—9j+ 3]5, imamo
(AC, BD) = 0.

Primjer 10. Zadan je trokut ABC s vrhovima A(—1,-2,4), B(—4,-2,0), C(3,—2,1).
Treba odrediti unutrasnji kut tog trokuta pridruzen vrhu B.

—> - d — -
Koko je BA:FA—FB:3i+4kiB?:FC—FB:7z'—l—k, dobivamo

H
_(BABG) A B
=T EAEe VeV 2 T

"
6 Norma vektora

Pretpostavimo da je u ravnini M definiran pravokutni Cartezijev koordinatni sustav
(0:1,7) i neka je @ = a,i + ayf. Sada mozemo izra¢unati (vidi Sliku11l) duljinu ovog

vektora ||dl| = /a2 + a2.

Q4
+
<

Q
\

STANGY

Slika 11: Euklidova norma vektora

Primjetite da za ovako definiranu duljinu vektora vrijedi
@ al=0 & (la] =0« a=0)
(i) [[Aall =[ Al llall, XeR.

(iit) 1@+ ] < flal| + |}

Duljina (norma, intenzitet) vektora moze se i opéenito definirati:

Definicija 6. Neka je X, vektorski prostor. Funkciju || - || : Xo — [0, 00), koja svakom
vektoru @ € Xy pridruzuje nenegativni realni broj (koji ¢emo oznaditi s ||@]| ili jednostavno
s a) zovemo norma vektora @ ako vrijedi
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(i) ||l@| =0« @=0 [pozitivna definitnost],
(ii) [[A@]| =| A | ||@|| za svaki A € R iza svaki @ € X, [homogenost],
(iii) ||@+ b]| < ||@|| + ||b]| za svaki @ b € X, [nejednakost trokuta].

Vektorski prostor Xy na kome je definirana norma naziva se normirani vektorski

prostor. Najcesée koristene vektorske norme su ©

ldll, =] az | + ] ay | +]a- |, (I; norma)
ldll, = \/m, (I3 ili Euklidova norma)
||C_i||oo = max{| a, |, | ay |, | a, '}, (loo norma ili Cebiéevljeva norma)

Zadatak 9. PokazZite da spomenute norme imaju sva svojstva navedena u prethodnoj
definiciji.
6.1 Udaljenost dviju tocaka

Udaljenost dviju tocaka A(xy,y1), B(xs,y2) € M uravnini M u kojoj je uveden pravokutni
Cartezijev koordinatni sustav mozemo izracunati (vidi Sliku 12) po formuli

d(A, B) = /(@2 — 21)? + (1 — 1)*. (6.1)

Ako definiramo radijvektore 74,75 € Xo(M),

B(onyQ)

Slika 12: Udaljenost tocaka A, B u ravnini

T4 =219+ Y17, T = T2l + Y27,

onda formulu (6.1) mozemo zapisati kao

-
— — -

dy(A, B) = ||Fg — Talls, gdjeje  7p—7a = (x2 — 21)i + (2 — 11)J- (6.2)

6U programskom sustavu Mathematica l,-normu vektora @ dobivamo naredbom Norm[a,pl, gdje je a
lista, a p parametar norme.
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Na slican nacin moze se definirati i udaljenost dviju tocaka preko [; ili l,, norme
sljede¢im formulama:

di(A,B) = |ITp = Tals  doo(A, B) = [[75 = Talloo (6.3)

Zadatak 10. Koji je geometrijski smisao ds, odnosno do, udaljenosti dviju tocaka A, B €
M ?
Mozemo i opéenito definirati razdaljinsku funkciju d : M x M — [0, +00), koja dvijema
tockama A, B pridruzuje njihovu udaljenost d(A, B) i ima sljedeéa svojstva:
(1) d(A,B)=0 <« A=B

(1) d(A,B)=d(B,A)

(i1) d(A,B) <d(A,C)+d(C,B), zasve A,B,C € M.
Skup svih to¢aka u ravnini M, na kojoj je definirana neka razdaljinska (metri¢ka) funkcija

naziva se metricki prostor. Naravno, na slican nacin moze se definirati i razdaljinska
metricka) funkcija u prostoru £ ili na pravcu p.

Zadatak 11. Jedinicna “kruinica” sa sredistem u O € R? definira se kao skup OK =
{T' e M: d(O,T) = 1}. Nacrtajte jedinicne kruznice ako se udaljenost definira s dy,dy
ili doo

Zadatak 12. Zadan je trapez ABCD s vrhovima: A(—3,2,1), B(3,—1,4), C(5,2,-3).
Odredite cetvrti vrh D ako vrijedi 1@ =3 lﬁ .

Rjesenje: 7p = ro — éFB + éFA, D(3,3,—4)

Zadatak 13. Zadan je trokut ABC s vrhovima: A(—3,2,1), B(3,—2,2), C(5,2,—4).
Odredite duljinu teZisnice iz vrha A.
Rjesenje: Pa(4,0,—1), APy =7i — 2] — 2k, d = /57

Zadatak 14. Zadan je paralelogram ABCD s vrhovima: A(—3,2,1), B(3,—1,4), C(5,2,—3),
D(—1,5,—6). Izracunajte udaljenost tocke A do sjecista njegovih dijagonala.
Rjesenje: S(1,2,—1), s = +(fc — 7a) = 3(Fp — 7). d(4, S) = 2V/5.

—
Zadatak 15. DokaZite da vektor @ = (OA + O?) s pocetkom u tocki O ima vrh u
polovistu duzine AB.

7 Drugi nadin prikaza vektora iz R’

Vektor a = aJ—i— ayf+ azl; zapisat ¢emo u obliku

Qy
a= | a, | = (az,a,a.)".
Qy

Za dva vektora x = (x1, 72, 23)T, vy = (y1,%2,y3)T € R? racunske operacije zapisujemo na
sljeded¢i nacin:
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e zabrajanje:

r1+
THY=| T2+ Yo :(:c1+y1,x2+y2,$3+y3
T3+ Y3

)"

Y

e mnozenje sa skalarom )\ € R:

)\[Ifl
AT = | Axg Z(/\$1,/\$2,)\$3)T;
>\I3

e skalarni produkt:
(T,y) = T1y1 + T2y + T3Y3.

Specijalno, buduéi da je (x, ) = 2 + 23+ 22, onda euklidsku normu vektora r € R?
mozemo pisati

|zlla = \/(z,2) = \/2? + @} + 23,

8 Vektorski prostor R"

R™ mozemo promatrati ili kao skup tocaka x = (x1, ..., x,) u n-dimenzionalnom prostoru
ili kao skup vektora R" = {z = (z1,...,2,)" : 7; € R}
Za dva vektora x = (z1,...,2,)", ¥ = (y1,...,yn)T € R™ racunske operacije zapisu-

jemo na sljedeéi nacin:

e zabrajanje:
r1+ %
r+y= : = (21 + Y. Tn+yn)T;
Tn + Yn

e mnozenje sa skalarom )\ € R:

)\LEl
Ar = = ()\xlw'w)\x?))T;
ALy,

e skalarni produkt:
<Jf,y> =T1Y1 + -+ TpYn.

Specijalno, buduéi da je (z,z) = 23+ - -+22, onda euklidsku normu vektora z € R"
mozemo pisati

”$H2: \/<LE,$> :\/gj%_k..._‘_x%'
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Definicija 7. Funkciju || - || : R" — [0,00), koja svakom vektoru z € R" pridruzuje
nenegativni realni broj (koji ¢emo oznaditi s ||z||) zovemo norma vektora z € R™ ako
vrijedi

(i) ||z] =0« 2 =0=(0,...,0) [pozitivna definitnost],
(ii) [[Az| = |A|||z]] za svaki A € R i za svaki @ € R"™ [homogenost],
(iii) ||z + yl| < ||l=|| + ||yl za svaki x,y € R™ [nejednakost trokuta].
Najcesce koristene vektorske norme su

1%l = Z |zl (l1 norma)

" 1/2
Ix[l, = /(x,x) = (Z xf) , (I ili Euklidova norma)

i=1

%]l = max |4, (lo mnorma ili Cebisevljeva norma)
Definicija 8. Funkciju d : R™ x R" — [0, 00), sa svojstvom da za svaki ,y € R™ vrijedi
d(z,y) =0 < x =1y (pozitivna definitnost);

0,
(11) d( y) =d(y,z) (simetri¢nost);
(i1i) d(xz,y) <d(z,z) +d(z,y), Vzr,y € R" (nejednakost trokuta),

zovemo metrika na R”

Specijalno, svakom normom || - || definirana je jedna metrika formulom
d(z,y) = ||z = yll. (8.1)

Vrijednost funkcije d(z,y) za neke x,y € R" zovemo udaljenost tocaka x,y € R".
Najcesce koristene razdaljinske funkcije (metrike) su

di(z,y) = |z —yli =D |zi — | (Manhattan udaljenost)
i=1

1/2
day(z,y) = ||lx —ylls = (Z(ml - yi)2> (Euklidska udaljenost)

=1

doo(z,Y) = |2 — Y]|oo = max lz; — ;| (CebiSevljeva udaljenost)

=1,...

Zadatak 16. Napisite formule za Euklidsku, Manhattan i Cebisevljeva udaljenost dviju
tocaka A(x1,v1), B(wa,y2) € R Objanite geometrijski smisao.
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Primjer 11. U nekom tekst prisutnost neke rijeci kodira se s 1, a odsutnost te rijeci
iz teksta s 0. Postavlja se pitanje o slicnosti/razlicitosti dva teksta obzirom na prisut-
nost/odsutnost promatranih rijeci. Tekst u kome je prisutno/odsutno n > 1 izabranih
rijeci prikazat cemo vektorom iz R™ s komponentama 0 ili 1. Primjerice, sljedecim vekto-
rima prikazani su tekstovi u kojima su prisutne/odsutne rijeci A,B,C:

= (1,1,0): tekst u kome se pojavljuju rijeci A,B, a ne pojavijuje rije¢ C

= (1,0,0): tekst u kome se pojavijuje rije¢ A, a ne pojavljuju rijeci B,C

= (1,0,1): tekst u kome se pojavijuju rijeci A, C, a ne pojavljuje rije¢ B

=(0,0,1): recenica u kojoj se pojavijuje rije¢ C, a ne pojavijuju rijeci A, B

U svrhu ispitivanja sli¢nosti/razli¢itosti tekstova obzirom na prisutnost/odsutnost ne-
kih rije¢i mozemo pokusati iskoristiti ranije spomenute metricke funkcije dq, ds, dys. U
znanstvenoj literaturi (vidi primjerice [1, 16]) u tu svrhu koriste se neke tzv. kvazime-
tricke funkcije, kao sto su
drs(x,y) = ||z — y||* — Least Squares (LS) kvazimetricka funkcija
(z,y)

]l - [lyl
Od kvazimerickih funkcija zahtijeva se samo svojstvo pozitivne definitnosti, dok ostala

de(z,y)=1-— — kosinus kvazimetricka funkcija

svojstva metrickih funkcija ne moraju biti ispunjena. Ipak prethodno spomenute dvije
kvazimericke funkcije, pored svojstva pozitivne definitnosti, zadovoljavaju i svojstvo si-
metricnosti, ali ne zadovoljavaju nejednakost trokuta. Za prethodno spomenuti primjer

dobivamo
drs(at,a?®) =1, drs(at, a3) =2, dps(at,at) =3
dy(at, a2) 1, di(a',a’®) = 2, dy(a*,a') = 3,
d.(a*,a®) =1— f =029, d(a',d®) =1, de.(at,at) =1

Prema LS—kvazimetriékoj funkcm (a takoder i prema I1- metriékOJ funkciji) tekstovi al ia?

...........

rijeci A,B,C.

I prema kosinus-metrickoj funkciji d, tekstovi a® i a? su najsli¢niji

a' i a* potpuno razlic¢iti (maksimalno udaljeni) obzirom na pojavu rijeci A,B,C.

Primjer 12. Promatramo tekstove u kojima se mogu pojaviti rijeci: A,B,C,D,E. Neka je
primjerz'ce
=(1,0,0,0,1): tekst u kome se pojavijuju rijeci A, E, a ne pojavljuju rijeci B,C,D
=(0,1,1,0,0): tekst u kome se pojavljuju rijeci B, C, a ne pojavljuju rijeci A,D,E

a®=(1,0,0,0,0): tekst u kome se pojavijuje rijece A, a ne pojavljuju rijeci B,C,D, E
Ls(a',d?) | a' a* o di(a’,a?) | a* a* a de(a',ad) | a*@ a* d®

al 0 4 1 al 0 4 1 al 0 1 0.29

a’ 4 0 3 a? 4 0 3 a? 1 0 1

a’ 1 3 0 a’ 1 3 0 a’ 0.29 1 0
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Iz ovog primjera vidi se da kosinus-kvazimetricka funkcija puno bolje identificira slic-

nosti/razli¢itosti tekstova obzirom na prisutnost/odsutnost rije¢i A,B,C,D,E (objasnite to

na osnovi brojeva iz tablica!).
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