Matematika I 1

1 Skup realnih brojeva R

Prirodni brojevi. S prirodnim brojevima 1,2,3,... upoznali smo se u ranom djetinjstvu. Skup svih
prirodnih brojeva oznacavamo s N. Zbroj, kao i umnozak dva prirodna broja opet je prirodan broj, tj.

44.77

zbrajanje “+” i mnozenje prirodnih brojeva su funkcije sa N x N u N; obi¢no kazemo da se radi o

algebarskim operacijama definiranim na N.

Definicija 1 Neka je S neprazan skup. Pod binarnom ili algebarskom operacijom na skupu
S podrazumijevamo svaku funkciju o : S x S — S. Ureden par (S,0) nepraznog skupa S i

binarne operacije o : S X S — S zovemo grupoid.

Primjedba 1 Binarnu operaciju oznacenu simbolom “+7, uobicajeno je zvati zbrajanje, a binarnu op-

“wo»

eraciju oznacenu sa uobi¢ajeno je zvali mnozenje.

Primjer 1 (N, +) ¢ (N,-) su grupoidi.

Cijeli brojevi. Kao $to znamo, razlika dvaju prirodnih brojeva ne mora biti prirodan broj. Zbog toga

se uvode 0 (nula) i negativni prirodni brojevi: —1,—2,—3,.... Brojeve...,—3,-2,-1,0,1,2,3,... nazi-
vamo cijelim brojevima, a skup svih cijelih brojeva ozna¢avamosa Z, tj. Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Uocimo da su (Z,+) i (Z, -) grupoidi, gdje su+:ZXxZ —Z, - :Zx7Z — Z uobicajeno zbrajanje, odnosno

mnozenje cijelih brojeva.

Definicija 2 Grupoid (G, o) nazivamo grupom ako on ima svojstva (G1)-(G3):

(G1) Binarna operacija o je asocijativna, tj.
(Vx,y,z € G) (xoy)oz==x0(yoz),
(G2) U G postoji tzv. neutralni element e takav da je
(Vz € G) roe=eox =z,
(G3) Za svaki x € S postoji element z' € G, tzv. inverzni element od z takav da je

rzox' =2 ox=e.

Za grupu (G, o) kazemo da je komutativna ili Abelova® ako vrijedi zakon komutacije, tj.

(G4) (Vz,y € G) Toy=1you.

INiels Henrik Abel (1802-1829) norveski matematicar. S 19 godina dokazao je da se opéa jednadzba stupnja veéeg od
4 ne moze rijesiti algebarski. Umro je u siromastvu u 26. godini zivota nekoliko dana prije nego §to je stigla obavijest o
prihva¢anju njegove profesure u Berlinu.
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Grupu (G, ) kojoj je grupna operacija oznac¢ena pomodéu znaka mnozenja nazivamo multiplikativna
grupa. Njezin neutralni element uobic¢ajeno je zvati jedinica i oznacavati s 1, te inverzni element od

a € G pisati u obliku a~ 1.

Sliéno, grupu (G, +) kojoj je grupna operacija oznacena simbolom “+”
nazivamo aditivnom grupom. Njezin neutralni element uobic¢ajeno je zvati nula i oznacavati s 0, a

inverzni element od a € G oznacCava se sa —a i zove suprotnim elementom.

Primjer 2 (Z,+) je komutativna aditivna grupa. Njezin neutralni element je broj nula, a suprotni

element od m je —m.

Primjer 3 Grupoid (Z,-) je asocijativan, komutativan i njegov neutralni element je broj 1. Medutim
(Z,-) nije grupa, jer ni jedan m € Z \ {—1,1} nema inverzni element, tj. jednadzba m -x =1, m €

Z\ {—1,1}, nema rjeSenja u skupu Z.
Zadatak 1 Zasto (N,+) nije grupa?

Zadatak 2 Za aditivnu grupu (G,+) definira se binarna operacija — : G x G — G koja uredenom paru
(z,y) € G x G pridruzuje element a —b := a+ (=b) (oznaka “A:= B” znaci da je A po definiciji jednako
B). Ta binarna operacija zove se oduzimanje u G. PokaZite primjerom da oduzimange cijelih brojeva (u

grupi (Z,+)) nije niti asocijativna niti komutativna operacija.

Racionalni brojevi. Kao $to znamo, jednadzba ax = b, a € Z\ {0},b € Z, nema uvijek rjesenje u skupu
Z. Zbog toga se skup Z prosiruje skupom racionalnih brojeva. Skup svih racionalnih brojeva oznacava se
s Q i definira na sljedeé¢i na¢in: Q= { " lmeZne N} . Cijeli broj m moze se reprezentirati razlomkom
T, pa racionalni brojevi sadrze cijele, a ovi prirodne brojeve, tj. N C Z C Q.

Racionalni brojevi se zbrajaju i mnoze prema formulama:

mp Mz  Mp-Ne+mg-nN1 My Mz M- M2

b
ni N2 ni - n2 ny N2 ni - n2

Primjedba 2 Primijetimo da je (Q,4) komutativna aditivna grupa, a (Q \ {0},) komutativna multip-

likativna grupa.

Iracionalni brojevi. Jednostavni primjeri kao sto je primjerice duljina dijagonale kvadrata (1/2) stran-
ice jedan govore nam da postoje brojevi koji nisu racionalni. To su iracionalni brojevi. Skup svih
iracionalnih brojeva oznacavamo s I.

Osim broja v/2 dobro su nam poznati i iracionalni brojevi 7 = 3.14159265... 1 e = 2.718281828459....

Realni brojevi. Racionalne i iracionalne brojeve nazivamo zajedno realni brojevi i oznacavamo s R.
Dakle, R=QUTI. Osim toga jeINQ=0iNCZCQCR.

Realne brojeve znamo zbrajati i mnoziti. Pri tome (R, +) je komutativna aditivna grupa. MnozZenje
je asocijativno i komutativno na cijelom skupu R. Pri tome je (R \ {0}, ) komutativna multiplikativna
grupa, dok (R, -) nije jer 0 nema inverzni element (0-xz = 0 # 1 za svaki € R). Osim toga, mnoZenje je

distributivno u odnosu na zbrajanje:

(Vz,y,z € R) z-(y+z2)=z-y+az-z.
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Definicija 3 Uredenu trojku (S, +,-) nepraznog skupa i binarnih operacija +,-: S x S — S,
takvu da je:

(P1) (S,+) komutativna aditivna grupa,
(P2) mnozenje komutativno na S, a (S\ {0}, ) komutativna multiplikativna grupa i

(P3) mnozenje distributivno u odnosu na zbrajanje, tj.
(Vz,y,z € S) z-(y+z)=z-y+x-z

zovemo polje.

Zadatak 3 Provjerite da je (Q,+,-) polje, te da (N,+,-) i (Z,4+,-) nisu polja.

1.1 Intervali

Cesto upotrebljavani skupovi u matematickoj analizi jesu intervali. To su skupovi realnih brojeva koji
imaju svojstvo da njihovi elementi zadovoljavaju odredene nejednakosti.
Otvoreni interval realnih brojeva (a,b), odreden s dva realna broja a,b, a < b, je skup svih z € R

za koje vrijedi a < = < b, tj.
(a,b)={x €R | a<z<b}.

Zatvoreni interval ili segment realnih brojeva [a, b], odreden s dva realna broja a,b, a < b, je skup

svih z € R za koje vrijedi a < x < b, tj.
[a, b)) ={x €R | a<z<b}.
Pored otvorenih i zatvorenih intervala definiraju se poluotvoreni intervali
(a,b))={x €R | a<z<b}, [a,b) ={x €R | a <z <b},

i beskonacni intervali
(—o0,a)={z€eR | z<a}, (—o0,a]={zeR | z<a},
(a,00) ={z eR | z>a}, [a,00) ={xeR | z>a}.

Otvorenom okolinom realnog broja a nazivamo svaki otvoreni interval realnih brojeva koji sadrzi
broj a. Simetri¢na otvorena okolina realnog broja a je otvoreni interval kome je a sredina (Slika U.3).
Sve simetri¢ne okoline broja a su oblika (a —e,a+¢€), € > 0, i nazivamo ih e-okolinom broja a. Duljina
g-okoline je 2e. Zamijetite da realan broj x pripada e-okolini broja a onda i samo onda ako je | z —a |< €.

a—¢€ a r a-+e¢

([ | | \
( ' ' )

Slika U.3.
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1.2 Supremum i infimum

Definicija 4 KazZemo da je skup S C R je odozgo omeden ili ogranien, ako postoji realan
broj M takav da je x < M za svaki x € S. Svaki broj M s navedenim svojstvom nazivamo
majoranta ili gornja meda skupa S. Ako skup S nije odozgo omeden kaZemo da je odozgo

neomeden.

Kazemo da je skup S C R je odozdo omeden ili ogranien, ako postoji realan broj m takav
da je x > m za svaki x € S. Svaki broj m s navedenim svojstvom nazivamo minoranta ili

donja meda skupa S. Ako skup S nije odozdo omeden kazZemo da je odozdo neomeden.

Skup S C R je omeden, ako je i odozgo i odozdo omeden. U protivnom se kazZe da je S

neomeden.

Primjer 4 Skup N svih prirodnih brojeva nije odozgo omeden jer za svaki realan broj M postoji prirodan
broj veéi od M. Skup N je omeden odozdo; za minorantu je dovoljno uzeti bilo koji realan broj mangi ili

jednak jedan.

Primjer 5 Skupovi (a,b),[a,b], (a,b],[a,b) su omedeni. Skupovi (—oo,a) (—o0,a] su omedeni samo odozgo,

dok su skupovi (a,00), [a,00) omedeni samo odozdo.

Primjer 6 Skup S = {nL_H 'n € N} je omeden i odozdo (primgerice s 0) i odozgo (primgjerice s 1). Skup

B= {I+H S R} takoder je omeden i odozdo (primjerice s 0) i odozgo (primjerice s 1).

Svaki odozgo omeden skup S ima vise majoranti, pa se postavlja pitanje pronalazenja najmanje ma-
jorante skupa S. Analogno se moze postaviti i pitanje pronalazenja najve¢e minorante odozdo omedenog

skupa.

Definicija 5 Najmanju majorantu skupa S nazivamo supremum i oznacavamo sa sup S. Ako

jesup S € S, nazivamo ga maksimalnim elementom skupa S i oznacavamo s max S.

Nagveéu minorantu skupa S nazivamo infimum ¢ oznacavamo s infS. Ako je inf S € S,

nazivamo ga minimalnim elementom skupa S i oznac¢avamo s min S.

Primjedba 3 Primijetimo:
(i) Svaki odozgo omeden skup S C R ima supremum, a svaki odozdo omeden skup S C R
ma infimum.
(ii) M je supremum skupa S onda i samo onda ako je M majoranta od S i ako za svaki
€ > 0 postoji xp € S takav da je M —e < xg < M,

(i1i) m je infimum skupa S onda i samo onda ako je m minoranta od S i ako za svaki e > 0

postoji xg € S takav da je m + € > xy > m.
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M—¢ To M

Slika U.4.

Primjer 7 sup (a,b) = b & (a,b), inf (a,b) = a & (a,b), sup[a,b] = b = max|a,b], inf[a,b] = a =

min [a, b].
Iz prethodnog primjera se vidi da sup S i inf S mogu ali ne moraju pripadati skupu S.

Primjer 8 Skup S iz Primjera6 je omeden i inf S = %, sup S = 1. Kako je % € S, onda je % ujedno i
minimalni element skupa S. Skup S nema maksimalni element. Nacinite slicnu analizu skupa B iz istog

primjera.

Zadatak 4 PokaZite da je:

a) max{: | neN} =1 b)inf{ | neN}=0¢ {2 | neN}
¢) max{sinz | x €e R} =1 d) min{sinz | z € R} = -1
e) max{r € R |22 <2} =2 f)min{z € R | 22 <2} = —/2.

2 Apsolutna vrijednost realnog broja

Za svaki realan broj € R definira se apsolutna vrijednost |z| broja = formulom:
2| = rz, x>0
Tl -z, x<0.

y

Slika U.5: Graf funkcije x — ||

Primjedba 4 Geometrijski, |x| znaci udaljenost tocke na brojevnom pravcu, koja predstavlja realan broj

x, od ishodista.

Iz definicije apsolutne vrijednosti vidi se da je | — x| = |z| i # < |z|. Nadalje, uo¢imo da je |z| = V2.

Pomocu jednakosti |z| = Va2, x € R, lako je provjeriti sljedeéa svojstva apsolutne vrijednosti:

x
1) fay] = Jelly] 2 [¢] -2
3) o +y| < || + [yl 4) |z —y| < || + |y|
S)lz|<ae —a<z<a,a>0 6) |lz| — lyl| < |z -yl

Tlustracije radi, pokazimo trece svojstvo apsolutne vrijednoste, koje je poznato pod nazivom nejednakost

trokuta:

lz+yl = V(@e+y)? =22 +2zy+y2 < a2+ 2allyl +y2 = /(2] + [y])?
|lz[ + [yl
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Zadatak 5 DokaZite preostala svojstva apsolutne vrijednosti.

Primjer 9 Rijesimo jednadzbu | 3z — 1 |= 2x + 5.

a) za 3z — 1 > 0 vrijed: b) za 3z — 1 < 0 vrijedi
3r—1=2x+5 1-3x=2x+5
z=06 r=—2

5

Primjer 10 Rijesimo nejednadzbu | 3z — 1 |< 2z + 5.
Zamijetite da mora biti 2z + 5 > 0. Pomocu svojstva 5 dobivamo

4
[3z—1|<2zx+5e -2 —-5<3z-1<2z+5& -4d<briz<b6&zxe€ <—g,6).

Zadatak 6 Rijesite jednadzbe i nejednadzbe:

a)|lz+1|=3z-9 b)|z—1]=3z—-9
¢)|3x+1|<2z+5 d)|3z+1|>2x+5.

Zadatak 7 Pokazite da vrijedi:

a) x €[2,4] = 22 +3 € [7,11] b) x € [2,4] = oty € [1/11,1/7)
c)r—5€[-2,2=z¢€37] d) x € [zg—a,x0+al |z —x0|<a
e)|r—3|<l=6<x+4<8 flle—=3|<1=1/8<1/(xz+4)<1/6

gllr—1<2=0<22-3| <5 h)|lz—1|<1=2¢€(-1,3).

Greske. Pri mjerenju neke veli¢ine dolazi do pogreSaka zbog nesavrsenosti mjernih instrumenata i
nasih osjetila.

Neka je a stvarna (prava) vrijednost neke veli¢ine, a a* njezina aproksimacija (priblizna vrijednost).
Razliku (@ — a*) nazivamo greSka aproksimacije. Apsolutnu vrijednost greske aproksimacije nazivamo

apsolutna greska aproksimacije i oznacavamo s
Aa* =|a — a*|.

Primjer 11 o* = 1.412 je aproksimacija broja a = /2 s apsolutnom greskom aproksimacije Aa* =
|v2 — 1.412| < 0.00222.

Ako je |a — a*| < e, onda vrijedi:
—e<a—-a"<e=a" —e<a<a +e,

pa Cesto pisemo a = a* €.
Omyjer izmedu apsolutne greske Aa* i apsolutne vrijednosti |a*| aproksimacije a* (a* # 0) nazivamo
relativna greska aproksimacije i oznacavamo s da*, tj.
Aa*
da* = —.
|a*|
Ako relativnu gresku pomnozimo sa 100 dobivamo relativnu gresku u postocima.

Primjer 12 Relativna greska u prethodnom primjeru iznosi 6a* ~ 0.002 odnosno 0.2%.

Sve znamenke nekog aproksimativnog broja obi¢no nisu pouzdane — ne mozemo sa sigurnoscu s njima

racunati. Zato navodimo sljedeéu definiciju (detaljnije vidi u [12]):
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Signifikantne znamenke nekog broja su one znamenke koje su razlicite od 0, ili su 0, ali se

nalaze izmedu znamenki razli¢itih od 0.

Kazemo da su prvih n signifikantnih znamenki aproksimativnog broja a* korektne ako vrijedi

Aa* < 1Om—n+1 ,

N | =

gdje je m mjesto prve signifikantne znamenke broja a*.

U Primgjeru 11 prve tri znamenke su korektne jer je

1 1 )
Aa* <0.00222 < 3 1072 = 5 100-3+1

3 Matematicka indukcija

Talijanski matematicar G.Peano (1858 — 1931) izlozio je 1889. godine sustav aksioma koji u cijelosti
karakterizira i omogucava aksiomatsku izgradnju algebre skupa prirodnih brojeva N. Mi navodimo samo

jedan aksiom, poznat pod nazivom princip matematicke ili potpune indukcije:

Neka M C N podskup od N s ova dva svojstva:

(i) 1e M
(i) ("neN)neM = n+1lelM.

Tada je M = N.

U primjenama, kada zelimo dokazati da neka tvrdnja T, koja ovisi o n € N vrijedi za sve n € N, s M

oznac¢imo skup svih prirodnih brojeva n za koje vrijedi tvrdnja T;,. Zatim napravimo sljedeca tri koraka:
1° baza indukcije (n = 1): Pokazemo da tvrdnja vrijedi za n = 1,
2° induktivna pretpostavka (n = k): Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za prirodan broj k,

3° korak indukcije (n = k+1): Koriste¢i induktivnu pretpostavku pokazemo da tvrdnja vrijedi i za

prirodan broj k + 1.

Tada prema principu matematicke indukcije zaklju¢ujemo da je M = N, tj. da tvrdnja T;, vrijedi za svaki

n € N.

Primjer 13 Pokazimo matematickom indukcijom da za svakin € N vrijedi formula:

1

o . L 114 o _
1° (n=1): Bududi da je 1 = ===, formula vrijedi za n = 1.

) . . . _ k(k+1
2° (n=k): Pretpostavimo da da je 1+2+-~+k—¥.

U treéem koraku treba pokazati da formula vrijedi i za prirodan broj k+ 1, tj. dajel+2+ ...+ k+(k+1) =
(k+1)[(k+1)+1]
5 .
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3 (n=k+1): Pomocu induktivne pretpostavke dobivamo

k(k+1)
2

k+ D[k +1) + 1]
: .

1+24+--+k)+(k+1)= +(k+1):(

Dakle, prema principu matematicke indukcije formula vrijedi za svaki n € N.

Primjer 14 DokazZimo da za svaki realan broj x > —1 i za svaki prirodni broj n vrijedi Bernoullijeva

nejednakost:

(I1+z)" > 1+ nz.
1° (n=1): Kako je (14 z)* = 1+ z, nejednakost vrijedi za n = 1.
2° (n=k): Neka je (1+z)* > 14 ka.
3 (n=k+1): MnoZenjem induktivne pretpostavke s brojem 1 + x > 0 dobivamo
A+ >Q+k)(142) =14+ K+ Dz +kz® > 1+ (k+ 1Dz

Dakle, principom matematicke indukcije dokazana je Bernoullijeva nejednakost.

Primjedba 5 Cesto je potrebno pokazati da tvrdnja T, vrijedi, ne za svaki prirodni broj n, veé za sve
cijele brojeve n koji su veéi ili jednaki od nekog cijelog broja ng. U tu svrhu, bazu indukcije (n = 1) treba
zamijeniti s novom bazom (n = ng), tj. u prvom koraku umgjesto zan = 1 treba pokazati da tvrdnja vrijedi

zan = ng.
Zadatak 8 Pokazite da za sve x > —1, x # 0 i za sve n € N, n > 2, wvrijedi stroga Bernoullijeva

nejednakost.

Zadatak 9 Pokazite metodom matematicke indukcije da su sljedece tvrdnje toéne za svaki prirodni broj

n:

24446+ +2n=n(n+1),
1+3+5+ -+ (2n—1) =n?,
145494+ (4n—3) =n(2n - 1),

3+4+5+---+(n+2):%n(n+5),
— n(n+1)(2n+1)
12—1—22—!-32—!----—!-712—%,

2
18 4+28 4334 40P = [—"(”j”} :

©1:243-4+45-6+--+(2n—1)(2n) = in(n+1)(4n — 1),
1_gntl

e l+z+a?+ - +a"= , TF

1—x

©1:2+2:3+43-44--+n(n+1)=3n(n+1)(n+2),
1

1 1 1 1
° W‘Fﬁ‘Fﬁ‘F""f’%Z\/ﬁ,
o n! >2""1 gdjejen! =1-2-3-4---(n—1)-n (Funkciju n — n! ¢itamo en - faktorijela,).

Zadatak 10 Pokazite da se za tvrdnju
24446+ +2n=n*+n+2

moze dokazati korak indukcije. Unato¢ tome, ova tvrdnja nije istinita niti za jedan n € N (vidi Za-

datak 9). Ovaj primjer pokazuje da dokaz samo koraka indukcije nije dovoljan za dokaz tvrdnje.
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4 Kompleksni brojevi

Mnogi matematicki problemi, kao primjerice jednadzba x? + 1 = 0, nemaju rjeSenje u polju realnih
brojeva (R, +,+). Zbog toga se javlja potreba za njegovim prosirenjem do novog polja (C,+,-) — polja

kompleksnih brojeva u kojem ¢e svaka jednadzba oblika
anz" 4+ a1 +ag =0,
gdje su ay, ... ,a1,aq bilo koji realni brojevi, imati rjesenje.

Primjedba 6 Potrebu za prosirenjem polja realnih brojeva medu prvima je wocio talijanski matematicar

G. Cardano (1501-1576). On je rjesavajuéi jedan geometrijski problem dobio jednakost
(5+v=15) - (5 — v/—15) = 40
iz koje se vidi da je produkt “nerealnih brojeva” realan broj.
Algebarski oblik kompleksnog broja je
z=a+bi, abeR

gdje je i = v/—1 imaginarna jedinica, broj a zovemo realni dio i ozna¢avamo s Re z, a broj b zovemo

imaginarni dio kompleksnog broja z = a + bi i oznacavamo s Im z.

Primjer 15 2z =2 —4i, Rez =2, Imz = —4;
z2=—V2+4i,Rez=—v2, Imz =4.

Primjedba 7 Treba primijetiti da su dva kompleksna broja z = a + bi, w = ¢ + di jednaka onda i samo

onda ako je a =c & b=d, tj. ako su im jednaki i realni i imaginarni dijelovi.

U skladu s navedenim dogovorom, definicije zbrajanja (??) i mnozenja (??) kompleksnih brojeva

mozemo zapisati u obliku:

(a+bi))+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)

(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i .

Nemojte memorirati pravilo za mnozenje, ve¢ zamijetite da se dva kompleksna broja mnoze kao dva

binoma (“svaki sa svakim”), imajuéi na umu da je i2 = —1.

Primjer 16 Izursimo naznacene operacije: a) (2-+3i)+(4—>5%), b) (2+3:)(3—21).
a) 243+ (4—5i) = (2+4) +(3—5)i=6—2i

b) (2430)(3—2)=(2-3—3-(=2)) + (2 (=2) +3- (3))i = 12+ 5i.

Primjer 17 U ovom primjeru Zelimo ukazati na cestu gresku. Naime, formula \/E\/E = Vvab koja vrijedi
za realne brojeve a > 0 i b > 0 nije tocna kada su oba broja (a i b) negativna. Evo primjera:

Pravilno: VA4 = 2i2i = 4% = 4(—1) = —4,

Nepravilno:  +/—dv/—4 = \/(—4)(—4) = /16 = 4,
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Pri tome kod racunanja korijena uvijek smo uzeli predznak “+7.

Zadatak 11 Odredite realan i imaginaran dio kompleksnog broja:

a) z=(3+2i)+ (=5 + 4) b) z=(8—5i) + (2 —3i)

¢) z=(—4+5i)—(2—1) d) z=—(5—-3i) — (-3 —4i)
e) z= (4+3@)( 1+ 24) f) z=(5—3i)(3 +4i)

9) = = (~3i)(5i) Bz =(1—i)(1+9)
1)2—12 j) z =i

k) z = it57 1) z = (—i)%

m) z =124 /=50 n) z =+/—3v—6.
Kompleksno-konjugiran broj kompleksnog broja z = a + bi je Z = a — bi (Citaj: ze potez ili ze

nadvuceno).

Primjer 18 z =2+ v/5i, z = 2 — /5i;
z=—2—/5i, z=—2+/5i.

Primjer 19 Produkt kompleksnog broja z = a + bi s njemu kompleksno konjugiranim brojem z = a — bi

je realan broj:
z-Z = (a+bi)(a —bi) = a® + abi — abi — b*i* = a® — b*(—1) = a® + b
Zadatak 12 Pokazite da za sve z,w € C vrijedi:

a) Rez=1(z+2), Imz = L(z— 2),
b) z =z,

) =

il

¢) ZFw=z+w, 7w =zw, (

g |x

d) 27" = (Z)", Vn € N,
e) 2w + zw = 2Re(zw).
Vrijede li jednakosti: Re (z-w) =Rez-Rew, Im (2 - w) =Imz-Imw ¢
Realan broj | z |= v/a? + b2 nazivamo modul, norma ili apsolutna vrijednost kompleksnog broja

z = a+ bi (vidi Sliku U.7). Primijetite da je |z|? = 22.

Primjer 20 Odredimo one kompleksne brojeve z za koje je |z| + z = 2 + i.

Potrazimo rjesenja u obliku z = a + bi. Tada zadana jednadzba glasi vV/a? + b2 + a + bi = 2 + i, odakle prema
definiciji jednakosti kompleksnih brojeva dobwamo: Va2 +b2 +a =2 4 b= 1. Uvrstavanjem u prou jednadzbu
b=1 dobivamo Va? + 1+ a = 2, odakle je a = %, tj. z:%—l—i.

Zadatak 13 Pokazite da za sve z,w € C vrijedi:

o) e wl = ol Jul, 2] = w20,
b) 2| <Rez< |z, |z <Imz < 2],
¢) |z +w| <z + |wl, |z —w| < |z| + |wl,

) ||z] = Jwl] < [z = wl,



Matematika I 11
e) |z —w|* = |2]? + |w|? — 2Re (z - w).

Dijeljenje kompleksnih brojeva definira se formulom

w _
—=w-z !
z

1 a

gdje je 27! inverzni element kompleksnog broja z = a + bi (2 # 0). Kako je (provjerite) 271 = pRanE: +
—b

mi =z/(z-2), to je % = w-z/(z-2). Dakle, da bi se nasao kvocijent %, dovoljno je pomnoziti

brojnik i nazivnik sa Z.

Primjer 21 Zapisimo u algebarskom obliku kompleksne brojeve: a) l%ri, b) 3;22; ;
1 1—1 1—1 i b) 3+2i __ 3421 5+1 __ 15+3i+10i+2i2 — % +

@) A= Lii 1o 11
1+ — 144 1—3 — 12412 = 2 27 5—i — 5—i 54+i 25+1

i.

=

Svakom kompleksnom broju z = a+ bi odgovara jedinstvena tocka (a, b) ravnine i obrnuto svakoj tocki
(a,b) ravnine odgovara jedinstveni kompleksan broj z = a + bi. Ravninu u kojoj se svakom kompleksnom

broju pridruzuje tocka nazivamo Gaussova ili kompleksna ravnina (Slika U.7).

Y
b L z=a++bi
| 2| !
a x
3 |
-b ——|——|— ————— » 2 =a — bi
Slika U.7.

Brojevi z i z simetri¢no su smjesteni u odnosu na realnu os.

Primjer 22 Odrediti skup tocaka (z,y) ravnine koje zadovoljavaju jednadzbu yi + (5i — x2)i +5 = 0.
Jednadzbu moZemo zapisati u ekvivalentom obliku (y — z2)i = 0, odakle je y = x*. Dakle, traZeni skup tocaka je

parabola s jednadzbom y = x2.

Zadatak 14 Skicirajte dio ravnine za koji vrijedi:
a) |z—1—-i <2 & |z—1]<1,b) |z4+1|=|z—1], ¢) |2+ 2| < |z + 4|
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4.1 Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Sa Slike U.8 vidimo da je x = rcosp, y = rsinp, gdje je 7 = |z|, a ¢ kut 8to ga spojnica od ishodista O

do tocke (z,y) u Gaussovoj ravnini zatvara s pozitivnim smjerom realne osi.

Im 2} _ )
y ________Z_f_a?i + 1y
|
|
o
|
i
|
) |
O x Rez
Slika U.8.

Prema tome, kompleksan broj z = x + iy mozemo zapisati u tzv. trigonometrijskom obliku:
z =r(cosp +isingp).

Kut ¢ zovemo argument kompleksnog broja z i oznacavamo ga s arg z.
Primijetite da je parom (r,¢) potpuno odreden kompleksan broj, kao $to je to ranije u algebarskom
obliku bilo odredeno parom (z,y). Primijetite takoder da je argument ¢ kompleksnog broja z odreden

do na 2kw, k € Z, jer su funkcije sin i cos periodi¢ne s temeljnim periodom 27.

Primjer 23 Provjerite da vrijedi:

1+i:\/§(cosg+ising), 1—i=\/5(cos£—ising),

\/§+i:2<cosﬁ+isinﬁ), V3—i=2 (cosE —isinﬁ).
6 6 6 6

Jednakost kompleksnih brojeva zapisanih u trigonometrijskom obliku opisana je sljede¢im teoremom.
Teorem 1 Dva kompleksna broja z1, 22, zadana u trigonometrigskom obliku

z1 =ri(cospr +isingy), 2o = ra(cosps + isinpa),
jednaka su onda i samo onda ako je
ri=re & 1 =+ 2km,

gdje je k neki cijeli broj.

Pomoc¢u dobro poznatih adicionih formula iz trigonometrije:

cos(p1 £ @a) = oS @1 cos P2 F sin g sin s,
sin(p1 &+ @2) = sin @y €os pa £ cos 1 sin pa,

lako je provjeriti pravila za mnozenje i dijeljenje kompleksnih brojeva zadanih u trigonometrijskom obliku,

dana ovim teoremom (vidi i Sliku U.9)



Matematika I
Teorem 2 Neka je
z1 =ri(cospr +isingy), 2o = ra(cosps + isinpa).
Tada vrijedi:
z1 - 29 =11 - T2 (cos(p1 + @2) +isin(p1 + ¢2))
Z1 T1 ..
— = —(cos(p1 — @2) +isin(p1 —p2)), 22 #0.
z9 T2
a) Mnozenje b) Dijeljenje
Imz Imz
Z122
[0)
21
22
rire YT r
T2
P2y
(0] Re z o 3 Z p1—p2  Rez

Slika U.9.
Koristeéi se metodom matematicke indukcije lako je dokazati sljedeéi korolar.
Korolar 1 Neka je z = r(cos ¢ + isinp). Tada za svakin € N vrijedi
2" = r"(cosny + isinngp).
Specijalno za r = 1 vrijedi Moivreova formula:
(cosp +ising)™ = (cosny + isinngp).
(144)°

Primjer 24 Odredimo trigonometrijski oblik kompleksnog broja z = I

Kako je (vidi Primjer23) 1+i=+/2 (cos T +isin %), V34+i=2 (cos & +isin %) , potenciranjem dobivamo:

(1+14)° = 2%(cos 3; +isin 3;), (V3+i)>=2° (cos 5% +isin %T) .

Koristeéi Teorem 2 dobivamo:

Z*i cos 3_7r75_7r + ¢sin 3_7r75_7r *l c052—7l-+isin2—7r
T2 2 6 2 6 T4 3 3 )

13

Zadatak 15 Matematickom indukcijom pokaZite da za kompleksan broj z = r(cosp + ising), r # 0,

vrijedi formula

27" =7r7" (cos(—np) + isin(—ny)), (¥n €N).
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Definicija 6 Za kompleksan broj z kaZemo da je n-ti korijen iz kompleksnog broja w ako je

2" =w.

Primjer 25 Ako u Moievreovu formulu stavimo ¢ = 27“, dobit éemo jednakost

2 27\ "
(COS “T 4 isin —W) = (cos 27 + isin 27)
n n
ili

( 2r . 27r>n
cos— +isin— | =1,
n n

jer je cos2m =1, sin 2w = 0. Prema tome, kompleksan broj z = cos %’T 44 sin %’T je n-ti korijen iz jedinice.

Tada je i svaki od brojeva 2°, 2%, 22,... 2", tj. brojeva
2k 2k
cos—w—f—isin—ﬂ, k=0,1,... ,n—1,
n n

takoder n-ti korijen iz jedinice.
Sljededi teorem govori nam da kompleksan broj w # 0 ima to¢no n razli¢itih n-tih korijena.

Teorem 3 (Moivreov teorem) Neka je w = r(cose + ising), r # 0, kompleksan broj zapisan u

trigonometrijskom obliku. Tada jednadzba z™ = w, n € N, ima toéno n razlicitih rjesenja

, k=0,1,...,n—1.

2k 2k
o %<Cosu +isinu>

Dokaz. Neka je z = g(cos®+isin). Da bi bilo [o(cosp+isine))]™ = r(cos p+isinp), tj. 0" (cosny+isinny) =
r(cos ¢ + i sin ) mora biti o = r & nyp = ¢ + 2kw, odnosno
n + 2km
o=¥r & yp=2TTT —

gdje je k bilo koji cijeli broj. Prema tome, rjesenja jednadzbe z™ = w glase
2k 2k
IS ﬁ(cos%—l—isin%) , keZ

Sada pokazimo da postoji totno n razli¢itih rjeSenja. Svaki cijeli broj k& mozemo zapisati u obliku k = nq + s,

gdje je 0 < s < n. Kako je £E25T — “""2(’;‘1“)” = £125T 4 9gm, a funkcije sin i cos periodi¢ne s temeljnim
periodom 27, zakljuCujemo da je zx = zs. To zna¢i da imamo to¢no n razlicitih rjeSenja koja dobivamo za
k=s=0,1,... ,n—1. m]

Primijetimo da argumenti korijena

P p+2m p+dr p+2(n—m
n n  n 7 n

Cine aritmeticki niz s diferencijom 27” i da je modul svakog korijena jednak {/r. To znati da korijeni

20,21, - ,2n—1 Cine vrhove pravilnog n-terokuta upisanog u kruznicu sa srediStem u ishodistu i radijusa
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Primjer 26 Odredimo sve 6-te korijene kompleksnog broja w = 1.
Trazeni korijeni su

2 = \G/I(Coso+62k7r +isin0+2]”), k=0,1,23,4,5.

6
Lako se moZe pokazati da su to brojevi zo = 1, z1 = %—&—@i, z2 = —%—I—@i, zz3=—1,24 = —%—@i, 25 = %—@z
(vidi Sliku U.10).
Im 2
P %1
/ AN
i \\
E Rez
\\ //
. S
Z4 ........................................................ 25
Slika U.10
Zadatak 16 Izracunajte sve 4-te korijene kompleksnog broja w = —16.

Zadatak 17 Rijesite jednadzbe u skupu C :
a) 22 =1—1,
b) 22+ (3—i)z+2—-i=0,
¢) 22 —2iz—1-8i=0.
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