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1. Konveksne funkcije

1.1. Konveksni skupovi

Definicija 1.1. KaZemo da je skup K C R™ konveksan ako za bilo koje dvije tocke x1,x2 € K sadrzi i

segment odreden tim tockama, tj.
r1,72 € K= A1+ (1 - ANz € K VA €[0,1].
Zadatak 1.1. Pokazite da konveksan skup sadrzi svaku konveksnu kombinaciju od konacno svojih tocaka,
t.
(1,...,2n € K) A <)\1,... s An >0, zn:)\i: 1) :i)\ixi e K
i=1 i=1
Definicija 1.2. KaZemo da je skup K C R™ strogo konveksan ako
21,22 €K, A=A+ (1 —XNze e Int K VA€ (0,1).

Definicija 1.3. KaZemo da je skup K C R™ jako konveksan ako postoji takva konstanta v > 0, tako
da

xr1 + o

(21,22 € K) A (lyll < Allwz = a1]?) = +tyeK.

Zadatak 1.2. Pokazite da je svaki jako konveksan skup ujedno i strogo konveksan, ali obrat ne vrijedi.

1.2. Konveksne funkcije

Definicija 1.4. KaZemo da je funkcija f : R™ — R konveksna ako vrijedi
fQz+ (1 =Ny) <Af(@)+ (1 =N f(y) (1.1)
Vr,y € R™ i VA € [0,1].
Definicija 1.5. KaZemo da je funkcija f: R™ — R strogo konveksna ako Vx,y € R", 1z # y vrijedi
fOz+ (1= Ay) <Af(z)+ (1= f(y) (1.2)
VA e (0,1).

Definicija 1.6. KaZemo da je funkcija f : R™ — R jako konveksna ako postoji takav realni broj vy > o

da vrijedi

F(55Y) = 5@+ £6) = alle -l (1)

Vz,y € R™.

Primjedba 1.1. MoZe se pokazati da da je funkcija f : R™ — R jako konveksna ako postoji realan broj
Kk > 0 tako da bude

FO@+ (1= Ny) <Af(2) + (1= Nf(y) = sA1 = Nlz -y (1.4)

Vz,y € R™ i VA € [0,1].
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Naime, ako u (1.4) stavimo A = § i v = 1k, dobivamo (1.4).

Primjer 1.1. Neka je A : R™ — R"™ simetriéni linearni operator. Tada je kvadratna forma f(x) :=
%(Ax, x) konveksna funkcijaonda i samo onda ako je A > 0, tj. ako su sve svijstvene vrijednosti nenega-

tivne — oznacdimo ih s \y > -+ A\, > 0. Kako je (vidi primjerice [9], [10])
Mollz]|? < (Az, z) < M ||z||? 2a sve z € R™,
moze se pokazati da vrijedi
SO+ (1= 0g) £ A(@) + (L= 0T () = 321 = V]l =yl
Dakle, ako je A pozitivno definitan (A, > 0), f je jako konveksna funkcija

Primjer 1.2. Funkcija f : R? — R%  f(x1,72) = 2% + 23 je jako konveksna funkcija, a funkcija
g:R? = R2, g(x1,22) = 22 je konveksna, ali nije jako konveksna (A1 = 1,2 = 0). Kako izgledaju
plohe ovih funkcija?

Zadatak 1.3. Pokazite da je svaka jako konveksna funkcija ujedno i konveksna, ali da obrat ne vrijeds.

Uvedimo sljede¢e oznake. Za neprekidno diferencijabilnu funkciju f : D — R, D C R" (f € C*(D))

S
of of
! — - R -
f ((E) - |:8x1a"' ’8$n:|
oznacit éemo derivaciju funkcije f u tocki x = (z1,... ,2,)T €D, as

gradijent funkcije f u tocki x.
Ako je f dvostruko neprekidno diferencijabilna (f € C*(D)) zax € D s

V2f(2) = (f"(2) =) = (gfa(x))

.,n

oznacit éemo Hesseovu matricu (hesijan) funkcije f u tocki x. Primijetite da je V2 f simetriéna matrica.
Lema 1.1. Ako je f € CY(K) konveksna funkcija na konveksnomn skupu K, onda vrijedi
(f'W)se—y) < fl@) = fly) < (f'(@),x—y)  Vo,yeK. (1.5)
Dokaz. Oduzimajuéi f(y) na obje strane nejednakosti (1.1) dobivamo
fy+ Mz —y) = fly) < AMf (@) = fy)-
Primijenjujuéi na lijevoj strani Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti
Fy+Mz—9) = fv) = (F'(y+ Nz —y), ANz —y), 9e(0,1),

nakon dijeljenja nejednakosti s A i stavljanja A — +0, dobivamo lijevu stranu trazene nejednakosti.

Pokusajte na slican na¢in dobiti i desnu stranu nejednakosti. &
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Lema 1.2. Neka je K C R"™ konveksan skup. Funkcija f € C*(K) je jako konveksna onda i samo onda
ako postogi m > 0 takav da je

(') = f'@),y—2) Zzmly —=|*  zasvew,ye K. (1.6)

Teorem 1.1. Neka je K C R™ konveksan skup takav da je Int K # 0. Funkcija f € C*(K) je jako

konveksna onda i samo onda ako postoji m > 0 takav da je

(f"(@)y,y) > m|y||*> 2a svex € K izasvey € R". (1.7)

1.3. Lokalni minimum

Definicija 1.7. Neka je f : D — R, D C R" proizvoljna funkcija. KazZemo da je x* € D tolka
lokalnog minimuma funkcije f na skupu D ako postoji okolina O tocke x*, tako da je f(x) > f(z*) za sve
x € OND. Tocku x* zovemo tocka strogog lokalnog minimuma ako postoji okolina O tocke x*, tako da
vriedi f(x) > f(z*) za sve x € O ND\{a*}. Tocku x* zovemo totkom globalnog minimuma funkcije f
ako je f(x) > f(z*) za sve x € D.

Teorem 1.2. Ako je f : K - R, K CR" jako konveksna neprekidna funkcija na zatvorenom konvek-

snom skupu K, onda:
(i) funkcija f je ogranicena odozdo na K, tj. f* :=inf f(x) > —o0,
(ii) postoji jedinstvena tocka z* € K, takva da bude f(x*) = f*,

(iii) skup M(y) ={x € K : f(x) < f(y)} je ogranicen za svakiy € K.

Lema 1.3. Da bi konveksna funkcija f € C*(K) dostigla svoj infimum na konveksnom skupu K C R™ u

tocki x* € K nuzno je i dovoljno da bude:
(f'(x*),x —2*) >0 za svex € K. (1.8)
Ako je x* € Int K, onda je ovaj uvjet ekvivalentan jednakosti f'(z*) = 0.

Lema 1.4. neka je g € R™ proizvoljna tocka i f € C?*(R™) jako konveksna funkcija. Tada je skup

Y ={zeR": f(x) < f(x0)} zatvoren, ogranicen i jako konveksan.
Primjer 1.3. Razmotrimo kvadratnu funkciju f : R? — R,
fzy,x0) = 22 + zy20 + 22

Ova funkcija je pozitivno definitna kvadratna forma zadana pozitivno definitnim simetri¢nim linearnim
operatorom A sa svojstvenim vrijednostima Ay = 3,A2 = 1, kome u bazi (e, e2) pripada simetri¢na
1 1/2
1/2 1
R?, a prema Lemi 1.3. i Teoremu 1.2. postoji jedinstvena to¢ka minimuma x*, koja se moze pronaéi tako

kvadratna matrica A = { ] Prema Primjeru 1.1. ova funkcija je jako konveksna na ¢itavom

da rijesimo jednadzbu f’(xz) = 0. Matrica drugih derivacija (Hessijan) u toj tocki mora biti pozitivno

definitna. Lako s moze vidjeti da je totka minimuma ove funkcije z* = (0, 0).

' EEEE
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Ako pretpostavimo da je f : D — R, D C R"™ dovoljno puta diferencijablina funkcija definirana na
otvorenom skupu D C R™, onda mozemo koristiti jednostavne nuzne i dovoljne uvjete egzistencije lokalnog
minimuma, koji su dobro razradeni u elementarnoj analizi. Tocku z* € D za koju vrijedi Vf(z*) = 0

zvat ¢emo stacionarna tocka funkcije f. Sljedeéi teorem daje nuzne uvjete lokalnog minimuma.

Teorem 1.3. Neka je f € CY(D) neprekidno diferencijabilna funkcija definirana na otvorenom skupu

D C R" i neka je x* tocka lokalnog minimuma od f. Tada vrijedi
(i) =* je stacionarna tocka funkcije f, tj. Vf(z*) =0,
(ii) ako je f € C*(D), njezin hesijan V2 f(z*) u tocki * je pozitivno semidefinitna matrica.
Dokaz. (i) Pretpostavimo da je f € C*(D) i da z* nije stacionarna tocka funkcije f, tj. Vf(z*) # 0 i
definirjmo funkciju
olt) = f(@* —1V[(z")), tER.

Za maleni [t|,t € R funkcija ¢ je neprekidno diferencijabilna funkcija za koju vrijedi

¢'(0) = —f'(a")Vf(z*) = = ||V f(=")]3

Kako je V f(z*) # 0, mora biti ¢’(0) < 0. Zato postoji € > 0, takav da bude ¢(¢) < ¢(0). To zna¢ da z*
nije tocka lokalnog minimuma od f, §to je u suprotnosti s polaznom pretpostavkom.

(ii) Pretpostavimo da je f € C?(D) i da V2f(z*) nije pozitivno semidefinitna matrica. To znaéi
da postoji vektor d € R", d # 0, takav da je d' V2f(2*)d < 0. Prema Taylorovom teoremu, a zbog
¢injenice da je Vf(z*) = 0, za maleni ¢ > 0 postoji 7 € (0,¢), takav da bude

1
flz* —td) = f(2*) + 5t2dTv2f(x* — 7d)d.
Odavde za dovoljno maleni ¢ > 0 zbog neprekidnosti od V2 f vrijedi f(z* —td) < f(z*). To bi znagilo da

x* nije tocka lokalnog minimuma od f, $to je u suprotnosti s polaznom pretpostavkom. &

Sljedeéi teorm daje dovoljne uvjete lokalnog minimuma.

Teorem 1.4. Neka je f € C?(D), D C R" otvoren skup, a x* € D stacionarna tocka od f u kojoj je

hesijan V2 f(x*) pozitivno definitan. Tada je x* tocka strogog lokalnog minimuma funkcije f.

Dokaz. Kako je * € Int D i f'(z*) = 0, prema Taylorovom teoremu za svaki dovoljno maleni vektor
d € R™ vrijedi

1
fz* +d) = f(=*) + 5dTVQf(a:* +9d)d, 9 €(0,1).
Kako je V2f(x*) pozitivno definitan, postoji A > 0, takav da za sve d € R™ vrijedi
d'V2f(x*)d > Nd"d.
Zbog toga je
fl@*+d) = f(a*)+3d"V2f(z*)d— 5d7 (V2 f(z*) — V2 f(z* +9d)) d,
> f(z*)+ 5 (A= IV2f(z*) = V2 f(a* +9d)||) d"d
pri ¢emu je koristena Cauchyjeva nejednakost i svojstvo kompatibilnosti vektorskih i matri¢nih normi.

Zbog A > 0 i neprekidnosti od V2 f slijedi f(z* + d) > f(z*) za sve dovoljno malene vektore d # 0. Po

Definicijil.7. To znadi da je x* tocka strogog lokalnog minimuma funkcije f. &
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1.4. Primjeri i motivacija
Najprije ¢emo navesti nekoliko primjera u kojima se pojavljuje problem minimizacije funkcije jedne ili

fise varijabli, koji ¢e nam kasnije posluziti kao test-primjeri kod raznih metoda minimizacije.

Primjer 1.4. Treba izracunati Ly udaljenost tocke To(3,4) do kubne parabole q(z) = .53 — 6z + 2 (vidi
Sliku1).

30
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Slika 1. Udaljenost totke do krivlje

Lo udaljenost tocke Ty(zo, yo) do neke tocke T'(z, f(x)) na grafu funkcije ¢ zadana je s

da(x) = da(To(wo, y0), Tz, q(x)) = v/(z — 20)% + (¢(x) — y0)?,

pa je odredivanje udaljenosti tocke Tp(zo,y0) do grafa funkcije ¢ zadane na intervalu [a,b] problem
odredivanja globalnog minimuma funkecije d2 na segmentu [a, b] (vidi Sliku 2.a).
Buduéi da je funkcija z — 1/ monotono rastuéa funkcija, onda se nas problem svodi na odredivanje

globalnog minimuma funkcije

f(@) = (& = 20)* + (a() — y0)*.
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Slika2. a) Funkcija da b) Funkcija f

Dakle, u ovom primjeru radi se o problemu minimizacije ”glatke” (viSestruko derivabilne) funkcije
jedne varijable (polinoma 6. stupnja) — tzv. problem jednodimenzionalne minimizacije. Iz slike se moze

uociti da ova funkcija ima tri lokalna minimuma od kojih je jedan ujedno i globalni minimum.

Primjer 1.5. Treba izracunati Ly udaljenost tocke To(3,4) do kubne parabole q(z) = 523 — 6z + 2 (vidi
Sliku1).

L; udaljenost tocke Ty (zo,yo) do neke tocke T'(z, f(x)) na grafu funkcije ¢ zadana je s
di(z) = di(To(z0,y0), T'(,q(x)) = [x — zo| + [¢(z) — Yol

pa je odredivanje udaljenosti tocke Tp(xo,y0) do grafa funkcije ¢ zadane na intervalu [a,b] problem

odredivanja globalnog minimuma funkcije d; na segmentu [a, b] (vidi Sliku 3.). Dakle, i u ovom primjeru
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radi se takoder o problemu jednodimenzionalne minimizacije, ali ovaj puta je minimizirajucéa funkcija ned-
iferencijabilna (ima ”8piceve”). Takoder iz slike se moze uo¢iti da ova funkcija ima tri lokalna minimuma

od kojih je jedan ujedno i globalni minimum.

20
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Slika 3 Funkcija d

Primjer 1.6. Funkcija f(x1,%2) = 223 +x123+523+x3 ima cetiri stacionarne tocke: T1(0,0), To(—3,0),
T5(—1,2), Ty(—1,—-2). Moze se pokazali da je Ty tocka minimuma, To tocka maksimuma, a da su Ts i

Ty sedlaste tocke. Na Slici4 prikazana je ploha i contourPlot ove funkcije.

2T B T0500.51

Slika4 Ploha i ContourPlot funkcije f(x1,22) = 223 + 2123 + 5% + 23

*

Primjer 1.7. Zadani su podaci mjerenja (x;,y;)i =1,... ,m. Treba odrediti optimalne parametre b*, ¢
eksponencijalne funkcije-modela f(t;b,c) = be, tako da suma kvadrata izmjerenih od teoretskih vrijed-

nosti bude minimalna (vidi Sliku4).

Slika5 Podaci i najbolja Ly eksponencijalna funkcija-model

Optimalne parametre b*, c* eksponencijalne funkcije-modela f(t;b,c) = be® odredit éemo tako da mini-
miziramo funkcional

m

F(b,c) = Z (be® — yi)2 .

i=1

1
2
Primijetite da se u ovom sluc¢aju radi o problemu minimizacije ”glatke” (visestruko derivabilne) funkcije

dviju varijabli — tzv. problem viSedimenzionalne minimizacije.



2. Metode jednodimenzionalne minimizacije

Zadana je funkcija f : [a,b] — R, koja opéenito nije derivabilna i koja u nepoznatoj tocki z* postize
strogi lokalni minimum. Problem pronalazenja tocke x* ne mozemo rijesiti primjenom metoda koje se
zasnivaju na poznavanju derivacije funkcije f. Razmotrit éemo dvije jednostavne metode za odredivanje
minimuma takve funkcije,metodu zlatnog reza i metodu parabole. Pretpostavimo jos da poznajemo graf
funkcije f. Od dodatnih svojstava na funkciju f : [a,b] — R zahtijevat ¢emo tzv. svojstvo unimodalnosti

(vidi primjerice [10]).

Definicija 2.1. Za funkciju f : [a,b] — R kaZemo da je unimodalna na intervalu [a,b] ako f postize

minimum u nekoj tocéki x* € [a,b] i ako za svake dvije tocke 11 < xo vrijede svojstva:
i) ako je x1 < xo < x* tada je f(x1) > f(x2) tj. funkcija je padajuca,
it) ako je x* < x1 < x9 tada je f(x1) < f(x2) tj. funkcija je rastuca.
Primijetite da poznavanjem grafa funkcije f lako mozemo provjeriti svojstvo unimodalnosti funkcije f na
intervalu [a, b].
2.1. Metoda zlatnog reza

Neka je f : [a,b] — R zadana funkcija te neka je [ax—1,bx—1] C [a, b] interval takav da je f : [ag—1,br—1] —
R unimodalna na [ag_1, bg—1]. Pretpostavimo nadalje da je z* € [ax_1, br—1] nepoznata tocka u kojoj se
postize lokalni minimum funkcije f na segmentu [ax_1,bx—1]. Vrijednost funkcije izra¢unat ¢emo u dvije

tocke yr < zk, gdje su yg, 2k € [ax—1,br—1] za koje vrijede sljedeéi uvjeti

I. yg i 2z jednako su udaljeni od krajeva segmenta [ar_1,bx—1] tj. vrijedi
Yk — @g—1 = b1 — 2k,

IT. yy je "blize” lijevom rubu segmenta [ax_1,bx—1], a 2 je "blize” desnom rubu segmenta [ax—_1, br_1],

tj. za neki ¢ € (0, %) (koji éemo kasnije precizno odrediti) vrijedi

Y = ap—1 + c(bp—1 — ar—1), (2.1)
2y = bp—1—c(bp—1 — ar-1)
= ag—1+ (1 — C)(bk_l — ak_l) (2.2)

= ap—1+br_1— Yk
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ITII. Mogu pri tome nastupiti dva slucaja

Slu¢aj 1. (vidi Sliku 6.)

ap—1 Yk 2k br—1

Slika 6. Slucaj kada vrigedi f(yr) < f(zx)

Ako je f(yr) < f(zx) zbog unimodalnosti funkcije f je z* € [ar—1, 2] pa stavljamo

Q. = Qak-—1
bk = Zk
T = Yk

Sada je x nova aproksimacija tocke z*, koja je bolja od prethodne xp_;.

Slutaj 2. (vidi Sliku 7.) Ako je f(yr) > f(zr) zbog unimodalnosti funkcije f je =* € [yk,br—1], pa

stavljamo
ag ‘= Yk
bk = bk,1
T = Zk.
Gk—1 Yk 2k k—1

Slika 7. Slucaj kada vrijedi f(yr) > f(zk)

Sada smo dosli do segmenta [a, bi] za koji o¢ito vrijedi [ak,br] C [ak—1,bk—1]. Opisani postupak
mozemo iterirati sve dok lijevi i desni kraj segmenta u kojem se nalazi tocka x* ne postanu dovoljno
blizu. Kako vrijednost funkcije ne bismo u svakom intervalu morali ra¢unati u dvije toc¢ke prosirit ¢emo

III. i to na sljedeéi nacin. U slucaju 1. (kada je f(yx) < f(zx)) stavljamo jos

2kt 7= Yk, (2.3)
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a Yg41 racunamo iz formule (2.1) (zamjenom indeksa k s indeksom k + 1). Primijetite da smo ovdje

dobrim izborom broja c. U slucaju 2. (kada je f(yx) > f(zx)) stavljamo jos

Y1 = 2k, (2.4)

a 2zp4+1 racunamo iz formule (2.2) (zamjenom indeksa k s indeksom k + 1). Ovdje smo jo§ pretpostavili
da tocka zp lezi ”"blize” tocki yi nego tocka by_1. Preostaje jos jedino problem kako odrediti odgovarajuéi
c € (0, %), ako uopée postoji. Promatrajmo slucaj1. iz III. Iz relacije (2.2) zamjenom indeksa k s

indeksom k + 1 slijedi

Zk+1 = Qg + (1 — C)(bk — ak). (25)
Redom iz relacije (2.3) i (2.1) i (2.2) imamo 211 = yr = ap—1 +c(bp—1 —ar—1) = ar—1 + (21 —ar—1) 7%
Kako je u ovom slucaju ax = ax—1 i by = 2z, slijedi
c
1 = @k + (ar — by). (2.6)

Usporeduju relacije (2.5) i (2.6) dobivamo

odakle zbog ¢ € (0, 3) slijedi ¢ = 372‘/5.
Provjerimo, zadovoljava li ovakav ¢ uvjet da tocka yy, lezi "blize” tocki zx nego tocka ap_1. Prema (2.1)

i (22) imamo Zk— Yk = ak,l—i—(l—c)(bk,l—ak,l)—ak,l—c(bk,l—ak,l) = (1—26)0}]@,1—0,19,1) = (\/_—

2)(bg—1 —ax—1), dok je yp —agp—1 = ax—1 +c(bp—1 —ax—1) —ar—1 = c(bp—1 —ax—1) = 372‘/5(1%—1 —ag_1).

Sada je o¢ito zx — yr < Yp — Ak—1-

Zadatak 2.1. Analizirajuéi slucaj?2. iz II1. pokazite da je takoder ¢ = 3*2‘/5.

Primjedba 2.1. Promatramo li segment [a,b] te u njemu odredimo toéku y = a + ¢(b — a), gdje je

_ 3=V6
-2

c kazemo da tocka y dijeli segment [a,b] u omjeru zlanog reza.

Zadatak 2.2. Dokazite da vrijed: g:—; = %

Primjedba 2.2. Metoda zlatnog reza specijalan je sluc¢aj Fibbonacijeve metode vise o tome vidi u [10],
21], [23].

Izgradimo sada odgovarajué¢i Mathematica — modul za odredivanje tocke x* u kojoj se postize minimum
zadane funkcije f.

In[1]:=ZlatniRez[f_, al_, bl_, eps_] := Module[{c, i, y, z, x, a, b},
a=al; b =Dbl;
c = N[(3 - Sqrt[5])/2];
y=a+c - a);
z=a+b-y;

If[fly] <= f[z], a = a, a = y];
If[f[y] <= f[z], b = z, b = b];
i=1;
Print["Iteracija a b X f[x] greska"];

While[b - a > eps,
If[fly] <= f[z], z = y; flz] = flyl; y=a+cb-2a); x=y, y=2z;
flyl = flz]; z=a +b - z; x = 2];
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If[fly] <= f[z], a = a, a = y];
If[fly] <= f[z], b = z, b = bl;
greska = b - a;
Print[i, " "ya, " ",b, " B vLElx], " ",greskal ;
i++]]

Primjer 2.1. Zadana je funkcija f: R — R zadana s f(x) = 5|z + 1| — |3z + 2| + |5z — 2|.

Graf funkcije f(z) = blz + 1| — |3z + 2| + |5z — 2|
Primjenom Mathematica-modula ZlatniRez[f,a,b,eps] odredit éemo tocku minimuma funkcije f tako
dajea=0.1,b=2ieps=10"3.
In[2]:=f[t_]:=5 Abs[t+1]-3 Abs[3 t+2]+Abs[5 t-2];

a=0.1; Db=2; eps=10"(-3);
ZlatniRez[f,a,b,eps];

Dobivamo sljedeéu tablicu:

Iteracija a b b'e f(x) greska

1 0.1 0.825735 | 0.54829 4.8397 0.725735
2 0.1 0.548529 | 0.377206 | 3.86838 0.448529
3 0.271323 | 0.548529 | 0.271323 | 4.166838 | 0.277206
4 0.271323 | 0.442646 | 0.442646 | 4.09852 0.171323
5 0.336762 | 0.442646 | 0.336762 | 3.98971 0.105883
6 0.377206 | 0.442646 | 0.402202 | 3.81541 0.0654395
7 0.377206 | 0.41765 | 0.41765 | 3.92355 | 0.0404438
8 0.392654 | 0.41765 | 0.392654 | 3.82204 0.0249957
9 0.392654 | 0.408103 | 0.408103 | 3.85672 | 0.0154482
10 0.392654 | 0.402202 | 0.398555 | 3.86433 0.0095475
11 0.396301 | 0.402202 | 0.396301 | 3.81111 | 0.00590068
12 0.398555 | 0.402202 | 0.399948 | 3.80016 | 0.00364682
13 0.398555 | 0.400809 | 0.400809 | 3.80566 | 0.00225386
14 0.399416 | 0.400809 | 0.399416 | 3.80175 | 0.00139296
15 0.399416 | 0.400277 | 0.400277 | 3.80194 | 0.000860897

Tablica 1. Iterativni postupak minimizacije funkcije f primjenom Mathematica-modula

Zlatnirez[f,a,b,eps]

Nakon 15 iteracija dobivamo da je z* =~ 0.400277.
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2.2. Metoda parabole

Razmotrit ¢emo jos jednu jednostavnu metodu za odredivanje tocke x* u kojoj se postize minimum zadane
funkcije f : [a,b] — R, z* € [a,b]. Odredimo najprije realni broj ¢ €< a,b > tako da je f(a) > f(c) i
f(e) < f(b). Zatocke A = (a, f(a)),C = (¢, f(¢)) i B = (b, f(b)) sa zadanim svojstvom postoji jedinstveni
polinom drugog stupnja Py(x) = ax? + Bx + v &ji graf (kvadratna parabola) prolazi zadanim tockama
(vidi primjerice [18]). Koeficijente «, § i v polinoma P» potrazit ¢éemo primjenom programskog paketa
Mathematica:

1n[1] :=p2=InterpolatingPolynomial [{{a, f[al}, {b, f[bl}, {c, £[cl}}, xI;
koeficijent=CoefficientList[p2];
alfa=koeficijent [[3]]
beta=koeficijent [[2]]
gama=koeficijent [[1]]

Dobivamo

_(bfl@) tefla) | af(e)+bf(e) | af(b)+cf(D)
o= <<a—c><a—b>+<c—a><c—b>+<b—a><b—c>>’

b (@) abf(¢) acf (b)
a—)a—b)  (c—afe—b)  -—a)b—0c

Nakon §to smo odredili koeficijente polinoma Ps, odredit éemo apscisu tjemena parabole. Ona glasi

B Bf(a) ~ Af(a) — af(b) + EF() + a?f(e) — B ()
20~ 2(-bf(a) + cf (@) + af(B) — eI () — af(0) + b ()

Zadatak 2.3. Algebarski izvedite formulu (2.7).

xrT (27)

Tocku x7 uzimamo kao prvu aproksimaciju tocke x*. Zadamo li to¢nost ¢ iterativni postupak nas-
tavljamo na sljedeéi na¢in: Ako je |f(zr) — Pa(zr)| < € uzimamo z* = xr i postupak je zavrsen. U
suprotnom izmedu Cetiri broja a,c,b, xr za novi ¢ biramo onaj u kojem funkcija f poprima najmanju
vrijednost (primijetite da to mogu biti samo xr ili ¢), dok za novi a i b uzimamo prvi najveéi broj lijevo
od novog ¢ odnosno prvi najmanji broj desno od novog c. Novi zp sada dobivamo primjenom formule
(2.7). Izgradimo odgovarajuéi Mathematica-modul.

1n[2] :=Parabolal[f_, al_, bl_, cl_, epsilon_] :=
Module[{c, b, a, x1, x2, x3, p2, x, pogreska, xT, xt, greska, lista,
sortiranalista, pozicija},
c==cl; b="D>bl; a=al;
p2[x_, x1_, x2_, x3_] :=
InterpolatingPolynomial [{{x1, f£[x11}, {x2, £[x2]1}, {x3, £[x3]1}}, xI;
tjeme[x1_, x2_, x3_] := -(x272 f[x1] - x372 f[x1] - x1"2f[x2] +
x372f [x2] + x172 f[x3] - x2°2 £[x3])/(2 (-x2 f[x1] + x3f[x1] +
x1 f[x2] - x3 f[x2] - x1 f[x3] + x2 f[x3]);
pogreskalxt_, x1_, x2_, x3_] := Abs[f[xt] - p2[xt, x1, x2, x3]];
xT = tjemel[a, b, c] // N;
greska = pogreskal[xT, a, b, cl;
Print["Iteracija a c b xT £ [xT] greska"];

s1[1] = Plot[{f[x], p2[x, a, b, <]}, {x, a-0.5 (b-a), b+0.5 (b-a)},
PlotStyle -> {Hue[0.1], {Thickness[0.015], Hue[0.6]}},
DisplayFunction -> Identity];
i=1;
While[Abs[f [xT] - p2[xT, a, b, cl] > epsilon,
lista = {a, b, c, xT};
If[flc] > f[xT], xT, cl;
sortiranalista = Sort[lista];
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pozicija = Flatten[Position[sortiranalista,c]][[1]];
b=sortiranalistal[pozicija + 1]1];
a = sortiranalistal[[pozicija - 11]1;
xT = tjemela, b, c] // N;
greska = pogreskal[xT, a, b, cl;
Print[i, " ", a, " ., " ", b, ", xT," ", f[xT], " " ,greskal;
s1[i+1] = Plot[{f[x], p2[x, a, b, cl}, {x, a-0.5 (b-a), b+0.5 (b-a)},
PlotStyle -> {Hue[0.1], {Thickness[0.015], Hue[0.6]13}},
DisplayFunction -> Identity];
i++];

Primjer 2.2. Zadana je funkcijo f : R — R zadana s f(x) = 5lz+1|—|3z+ 2|+ |5z — 2| iz Primjera2.1..
Primjenom Mathematica-modula Parabolalf,a,b,c,eps] odredit cemo tocku minimuma funkcije f tako
da jea=—2,c=0,b=2ic=10"3. Primijetite da je zadovoljena relacija f(a) > f(c) i f(c) < f(b).
In[2] :=f[x_]:=5 Abs[x+1]-Abs[3 x+2]+Abs[5 x-2];

a=-2; c¢=0; Db=2; eps=10"(-3);
Parabolal[f,a,b,c,eps];

Dobivamo sljede¢u tablicu:

Tteracija a c b T f(zr) greska

1 —0.111111 0 2 0.340278 | 3.97917 | 0.0.582051
2 0 0.340278 2 0.481337 | 4.36936 0.486099
3 0 0.340278 | 0.481337 | 0.295353 | 4.11394 0.158951
4 0.295353 | 0.340278 | 0.481337 | 0.366197 | 3.90441 | 0.0569293
5 0.340278 | 0.366197 | 0.481337 | 0.38319 | 3.85043 0.0365175
6 0.366197 | 0.38319 | 0.481337 | 0.395534 | 3.81342 | 0.0260649
7 0.38319 0.395534 | 0.481337 | 0.404892 | 3.83245 0.0293058
8 0.38319 0.395534 | 0.404892 | 0.395589 | 3.81323 | 0.000164881

Tablica2. Iterativni postupak minimizacije funkcije f primjenom Mathematica—modula

Parabolal[f,a,b,c,eps]

Nakon 8 iteracija dobivamo da je z* ~ 0.395589. Za svaku iteraciju iscrtajmo jos graf funkcije f i grafove
odgovarajucih kvadratnih parabola.

1n[3]:=slike=Partition[Table[s1[j],{j,i}1,3];
Show [GraphicsArray[slike] ,DisplayFunction->$DisplayFunction];

Slozimo li graf funkcije f i grafove odgovarajué¢ih kvadratnih parabola jednu ispod druge primjenom
naredbe

1n[4] :=Table[Show[s1l[j], DisplayFunction -> $DisplayFunction], {j, i}];

te selektiramo vanjsku éeliju i pritisnemo tipke Ctrl+Y dobivamo animaciju funkcije f i grafova odgo-

varajuéih kvadratnih parabola.

Primjedba 2.3. U primjenama ¢esto se koristi tzv. Brentova metoda za jednodimenzionalnu minimizaciju

(vidi Brent, [8]) koja se zasniva kombinaciji metode zlatnog reza i metode parabole.
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2.3. Newtonova metoda tangenti

Pretpostavimo da je f € C2[a,b] i da je 2* € (a,b) tocka lokalnog minimum funkcije f. To znaéi da je
f'(@*) =01 f"(2*) > 0. T obrnuto, ako je f'(z*) =01 f”(z*) > 0, onda funkcija f u tocki a* postize
lokalni minimum.

Iz navedenog slijedi da se lokalni minimum z* funkcije f moze traziti tako da najprije lokaliziramo
interval u kome funkcija postize lokalni minimum. Nakon toga na tom intervalu rijeSimo jednadzbu
f/(z) = 0 primjenom neke od metoda za rjesavanje nelinearne jednadzbe (vidi primjerice [18]). Tocka x*
za koju vrijedi f/(z*) = 0 naziva se stacionarna totka funkcije f.

Ako za rjesavanje jednadzbe f’(x) = 0 primijenimo Newtonovu metodu uz odgovarajuéi izbor pocetne
aproksimacije 2° (vidi primjerice [18]), dobivamo iterativnu metodu koju u literaturi moZemo naéi pod
nazivom Newtonova metoda za jednodimenzionalnu minimizaciju

f'(@n)

Tt =T ()
n

n=01,... (2.8)

Istu formulu mogli bi dobiti i na sljedeéi na¢in. Najprije u okolini tocke z¢ € Q) funkciju f aproksimiramo

kvadratnom funkcijom pomoéu Taylorove formule
1
ko(z) = f(xo) + f'(z0)(z — mo) + §f"(a?o)($ —20)?

Yi

SF--------
—
8
*
S

o] a o
Newtonova metoda

Sljede¢u aproksimaciju x; trazene tocke z* birat ¢emo tako da odredimo minimum navedene kvadratne

funkcije kq:

f"(xo)
fn(xo)'

Ponavljajuéi postupak dobivamo niz zg,z1, ..., Zn, ... zadan rekurzivnom formulom (4.3), koji uz neke

1 = Xy —

uvjete (vidi primjerice DENNIS (1996)) konvergira prema x*.

U tu svrhu sagradit ¢éemo Mathematica-modul kome ¢emo predati funkciju f, po¢etnu aproksimaciju
T, trazenu tocnost eps, te maksimalno dozvoljen broj iteracija ¢t. Iterativni proces zaustavit ¢emo za
neki k ako bude |f'(zx)| < eps ili ako k > it. Na taj nacin dobit ¢emo zapravo stacionarnu tocku funkcije
f. Ako je |f'(zr)| < eps i ako je |f”(zx)| > 0, smatrat éemo da smo pronasli tocku minimuma funkeije
f s toénoscu eps. Kao rezultat mozemo ispisivati svaku iteraciju, te kona¢ni rezultat.

In[1] := NewtonMini1[f_,x0_,eps_,it_]:=Module [{x=N[x0],k=0},
While[ Abs[f’[x]] > eps && k < it,

Print["x",k,"=",x,", £ ,k,"=",f [X]] ;
x=x-f’ [x]/£"’ [x];
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k=k+1
1;
If[£’’ [x]<0,Print["Pronadjena je stacionarna tocka"]];{x,f[x]}

1;

U ovom primjeru modul ¢emo koristiti na sljedeéi nacin

In[2]:= q[x_]:=.5 x73-6 x+2; x0=3; y0=4;
flx_]:=(x - x0)"2+ (qlx] - y0O)~2
NewtonMini1[f,4,0.005,10]

x0 = 4. f0 = 37.

x1 = 3.72544, f1 = 2.77591

x2 = 3.62874, £2 = 0.40942

x3 = 3.61692, £3 = 0.382444

Out[4]:= {3.61676,0.382438}

Ako stavimo NewtonMinl[f, -3.5, -005, 10], dobivamo drugi lokalni minimum {-3.2173,39.0807},
a za NewtonMinl [f, 2, -005, 10], pronadena je stacionarna tocka {1.98298} u kojoj funkcija postize
lokalni maksimum.

Lokalni minimum iste funkcije mozemo potraziti direktnom primjenom Mathematica-modula

In[4]:= FindMinimum[f [x], {x, 4}]
Out[4]:= {0.382438,{x->3.61676}}

Dakle, globalni minimum funkcije f postize se u tocki a* = 3.61676, pri ¢emu je f(z*) = 0.382438.
To znaéi da je udaljenost tocke Ty do grafa kubne parabole ¢(x) = .52 — 6z + 2 jednaka d(Tp,q) =
V/ f(x*) = 0.618416, pri ¢emu se taj minimum postize u tocki T*(a*, ¢(x*)) = (3.61676,3.95472).

3. Gradijentne metode

Iterativni proces za trazenje tocke lokalnog minimuma dovoljno puta neprekidno diferencijabilne funkcije

f :R™ — R opcenito je oblika
Tp+1 =Tk +opr, k=0,1,..., (3.1)

gdje je xo poletna aproksimacija, pj vektor smjera kretanja od tocke zj; u tocku xk41, a ag > 0 duljina
koraka u smjeru pg.

Kretanje od tocke xj u tocku xy41 treba ostvariti tako da se postigne smanjenje vrijednosti funkcije,
tj. tako da bude f(zp4+1) < f(xr). To se moze postiéi tako da vektor py izaberemo tako da bude (vidi
primjerice [10])

(f'(zx),pr) <0, (3.2)

gdje je f'(zr) gradijent funkcije f u tocki x. Naime, ako za funkciju f napisemo Taylorovu formulu u

okolini tocke xy,
£(@) = Fa) + oz =) + 5 (7 (49— ) (2 =) —aw), D€ (0,1)

i stavimo x = xy + agpy, uz oznaku & = xx + J(x — xx) dobivamo

F(@) = F(o) + oulffope) + S (F&pep) . Ve 0.1)

Ako je (fi.,pr) <0, onda za male vrijednosti parametara oy, vrijedi f(zr41) = f(2xr + owpr) < f(zk).
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3.1. Gradijentna metoda i metoda najbrzeg spusta

Jos je A. Cauchy 1845. godine uocio da je smjer najbrzeg pada neprekidno derivabilne funkcije f : R — R
u tocki x u smjeru antigradijenta (— f'(z)). Naime, ako za neki vektor d € R™ definiramo diferencijabilnu

funkciju ¢ : R — R formulom
o(t) == f(z +td),

onda zbog ¢'(0) = (f'(z), d):
5

(z)

* za d:= ppy, vrijedi @' (0) = ||f'(z)|| > 0, pa smjer gradijenta pokazuje smjer porasta funkcije f;
e za d = —”?g;”, vrijedi ¢'(0) = —||f'(x)|] < 0, pa smjer antigradijenta pokazuje smjer pada
funkcije f.

Na toj ideji zasniva se obi¢na gradijentna metoda za minimizaciju funkcije f: R® — R
e*) = 20 o p® k=0,1,..., (3.3)

gdje je a > 0 duljina koraka u smjeru vektora smjera kretanja p® = —f’(x(’“)), koji o¢igledno zadovoljava
uvjet (4.2). Duljina koraka oy, ra¢unamo sljedeéim algoritmom (koji ée biti opravda u dokazu Leme3.1.

i Teorema3.1.):

Algoritam za izracunavanje duljine koraka
Korak 0. Izabrati0 <e < listavia=1

Korak 1. Izracunati x = xx + agpy 1 provjeriti uvjet
f@) = f@®) <ea(f (=), p™)) (3.4)

Korak 2. Ako je uvjet (3.4) ispunjen, staviti oy = «; inace staviti o := ha, h € (0,1) i prijeéi na Korak 1.

Najprije ¢emo sagraditi Mathematica-modul Korak [n, f,d,pk,xk], koji ¢e izra¢unavati duljinu koraka
ay iz tocke x(k)) u smjeru vektora p(k)). Pri tome je n broj varijabli, f ime minimizirajuée funkcije, a d

njezin gradijent.

In[1]:= Korak[n_, f_, pk_, xk_] := Module[{epsilon = .5, h = .5, f0, f1, fd},
al = 1; w = Table[x[i] -> xk[[il], {i, n}];
d[x_] := Table[D[f[x], x[ill, {i, n}];
f0 = f[x] /. w;
fd = d[x] /. w;
While[f1 = f[x] /. Table[x[i] -> xk[[i]] + al pk[[il], {i, n}];
f1 - fO > epsilon al Apply[Plus, fd pk], al = h all;
all
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Gradijentna metoda dana je u Mathematica-modulu MinGrad[n,f,d,x0,eps,it], gdje je xg pocetnu
aproksimaciju, eps trazenu toc¢nost, a it maksimalno dozvoljen broj iteracija. Modul MinGrad poziva

modul Korak, a iterativni postupak zavrsava onda ako je ||f/(2"))|le < eps za neki k ili ako je k > it.

In[2]:= MinGrad[n_, f_, xO_, eps_, it_]:= Module[{k = 0, xs = x0, xn, gr, w},
w = Table[x[i] -> x0[[i]], {i, n}1;
d[x_] := Table[D[f[x], x[il]l, {i, n}];
While[ w = Table[x[i] -> xs[[i]l], {i, n}]; grad = Max[Abs[d[x] /. wl];
grad > eps && k < it,
pk = -d[x] /. w;
alpha = Korak[n, f, pk, xs];
Print["x", k, "=", xs, " f=", f[x] /. Table[x[i] -> xs[[i]l], {i, n}],
" |grad|=", grad, " alpha=", alphal;
xn = xs + alpha pk;
xs = xn; k =k + 1;
1;
{xn, f[x] /. Table[x[i] -> xn[[i]l], {i, n}1}]

Modul MinGrad testirati ¢emo na poznatoj Rosenbrockovoj funkciji, koja postize minimum u tocki
z* = (0,0) i za koju ¢emo odmah definiradi gradijent i nacrtati nivo krivulje u okolini minimuma, a

djelomic¢ne rezultate izvodenja programa za xg = (.5,.5) dati u Tablici 1.

In[3]:=n =2; flx_] := 100(x[2] - x[11"2)"2 + (1 - x[1])"2

flx] /. {x[1] -> x1, x[2] -> x2}

d[x_] := Table[D[f[x], x[i]l], {i, n}]

dlx] /. {x[11 -> x1, x[2] -> x2}

ContourPlot [f[x] /. {x[1] -> x1, x[2] -> x2}, {x1, -2, 2}, {x2, -2, 4},
Contours -> 20, ContourShading -> None];

Out[3]:= (1 - x1)"2 + 100(-x1"2 + x2)"2
{-2(1 - x1) - 400 x1(-x1"2 + x2), 200(-x1"2 + x2)}

N

N W b

= o

i\ J

-2 -1 0 1 2

k (™) f(@™) 1/ (%) [l o0

0 (0.5,0.5) 6.5 51 0.00195313

1 (0.599609, 0.402344) 0.343602 11.0691 0.00195313

2 (0.621229, 0.38562) 0.143477 0.681796 0.00195313
10 (0.703733, 0.492322) 0.0886257 0.58356 0.00195313
100 | (0.785646, 0.615674) 0.0461927 0.313171 0.00195313
500 | (0.895571, 0.801784) 0.0109123 0.114267 0.00195313
1000 | (0.984068, 0.968167) | 0.000258777 | 0.0556747 0.03125

Tablical.

Sljedeéa lema pokazuje da gradijentna metoda (3.3) osigurava konvergenciju iterativnog procesa ili

prema inf f ili prema nekoj stacionarnoj tocki funkcije f.
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Lema 3.1. Ako je
(i) funkcija f:R™ — R ogranicena odozdo
(ii) gradijent f' zadovoljava Lipschitzov uvjet

1) = f'Wl < Rllz =yl 2a sve z,y € R, (3-5)

(i) parametri ay, biraju se iz uvjeta (3.4),
tada za gradijentnu metodu (3.3) vrijedi
1" (zp)l| =0, za k — oo

neovisno o izboru pocetne aproksimacije xg, a parametri oy, uvijek se mogu izabrati prethodno opisanim

Algoritmom za izracunavanje duljine koraka.

Dokaz. Prema Lagrangeovom teoremu o srednjoj vrijednosti postoji ¢ € (0, 1), tako da bude

[+ (@ —an)) — fze) = (f (2 + 92 — 21)), 2 — 23).

Dodavanjem i oduzimanjem f’(xy)(z — x) na desnoj strani, t oznacavanjem: & := xp + H(x — xy),

fe = flaw), fr, = f'(zx), f¢ = f'(§) ovu jednakost mozemo zapisati:

f(x)_fk: (f;;,x—l‘k)—l-(fé—fé,x—l‘k)

Za & = x}, — af}, koristenjem Cauchy-Schwartzove nejednakosti i uvjeta (3.5) dobivamo

F@) = fu = —alfl o) = alfl— i £ [=alfi, 1) +alf - £, 1)
< —all LI + all e = FlF < —all f12 + aRlig = anll 1] € — 2 = V(@ —a0)]
< —all P + aRlle = wullfi = —all fI? + aRal F I
= alfilPR - 1)

Kako je R < o0, za € € (0,1) iz Algoritma za izracunavanje duljine koraka parametar o mozemo uzeti

tako da bude @ > 0 i @R — 1 < —e. Zato iz prethodne nejednakosti dobivamo

f@) = fe < alfi, fi)(=e) = (@) = fr < calfi, —fi); (3.6)

sto je upravo uvjet (3.4). Drugim rije¢ima uvjet (3.4) bit ¢e ispunjen za o < 1Z£.

Ako stavimo x := xx41, onda prethodna nejednakost pokazuje da je fri1 < fx za svaki k =0,1,...
uz uvjet da je || fi|| # 0, tj niz (f,) je monotono padajué. Kako je po pretpostavci funkcija f ograni¢ena
odozdo, onda to znaci da je i niz (f,) ograni¢en odozdo. Dakle, niz (f,) je konvergentan, a onda i

Cauchyjev, pa mozemo zakljuciti da vrijedi
fer1—fr—0 zak — oo.

§to uz nejednakost [fk—H —fx < —saHf,QHQ]

Jo = fo1

/112
<
1Al < =

koja slijedi iz nejednakosti (3.6) za x = 41 dokazuje tvrdnju leme. &
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Teorem 3.1. Neka je f € C*(R™) i
milyl® < (f"(@)y,y) < Mlyl?, M>m>0  zasvex,yeR" (3.7)

Ako se niz (zy,) gradi pomocéu iterativnog procesa (3.83), a parametri oy, biraju iz uvjeta (3.4), tada neovisno

o 1zboru pocetne aproksimacije xg € R™ wvrijedi
rp—at i flak) = f2h),

gdje je x* € R™ jedinstvena tocka minimuma funkcije f. Pri tome vrijede ocjene:

||x—x*||sw, o= < (fo— 1), llm—a'| < Cq?, (3.8)

gdje je C < 00, qe€(0,1).

Dokaz. Prema Teoremul.1. lijevi dio nejednakosti (3.7) ekvivalentan je ¢injenici da je f jako konveksna
funkcija. Nadalje, prema Teoremu1.2. funkcija f ogranic¢ena je odozdo i postoji jedinstvena tocka min-
imuma z* € R™. Zato jos treba dokazati da niz (z,) konvergira prema z* neovisno o izboru pocetne
aproksimacije zp € R™ i dokazati ocjene (3.8).

Pokazimo najprije da niz (z,) konvergira prema z*. Primjenom Taylorove formule za funkciju f u

okolini tocke x, za x* dobivamo

Fa) = F@) + ()2 = 2) + 5 (O — 2),2° )

a odavde koristenjem (3.7) dobivamo

£(@) — F(a) = (F(@), 2~ ") = 5 (PO —2),2* ~2) < (f'(@)w — %) = Tl — 27|

§to uz primjenu Cauchyjeve nejednakosti daje

F(@) = F@) < | f @lle = a*l| = Flle =21 (3.9)
Primjenom Taylorove formule za funkciju f u okolini tocke z* i koristenjem ¢injenice da je f/(z*) = 0,
dobivamo
£@) — f@) = 5 (F(Qe — o)z — o).
Koristeéi ovdje (3.7) dobivamo
Me I < F@) — f(a") < Sl — a2 (3.10)

Iz (3.9) i (3.10) slijedi
* m * * m * * g *
IF @l = 2™ = Zllz = 2"* > f@) = f") > ZFllz = 2", = mllz = 27" < || f'(@)|]lo - 27|

a odavde

|z — 2" < W (3.11)

Desna strana ove nejednakosti za @ = xj, prema Lemi3.1. konvergira prema nuli, $to znaci da ||z, —z*|| —

0 za k — oo, tj. x — x*.
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Koristenjem nejednakosti (3.10) i (3.11) u (3.9) dobivamo

If'@l m2
m 2 M

iz cega slijedi [L]1f/(@)|* > (£(x) — f(a*)) + B (f(2) — f(a"))]

f@) = f(=™) < | f' (@)

@I =m (1420 (7) ~ ). (312)
Koristenjem ove nejednakosti u (3.6) za © = a, — af, [f(z) — f(2x) < —ea| f1]?] dobivamo

fir = fi < —cam (14 22) (F(n) = F()). (3.13)

S druge strane primjenom Taylorove formule za funkciju f u okolini tocke zy, za v = x — af],

dobivamo

F@) = f) = (fow—a")+ ()@ — m), 2 — m) = —al| il + & (f"(©) i 1)
(B7) < —alfil?+ S MIfI? = —a (1-231) | ]

Ako € > 0 izaberemo tako da bude 1 — % > ¢, onda iz prethodne nejednakosti dobivamo uvjet (3.4)

pomocu kojeg biramo duljinu koraka oy

f(@) = flan) < —ael fill*.

Dakle uvjet (3.4) bit ée ispunjen za ap <@ = #

Iz (3.13) slijedi [ fut1 — fr < —cowm (14 2) (f(zx) — f(z*))]
fort = = rsr = o) + (= 1) < (1= coum (14 22)) (F(an) = £@") < alfi = ),

uz oznaku q := 1 —eagxm (1 + %), $to vise puta primijenjeno daje
fo =1 <d" (fo— ") (3.14)

Kako je a <a = 2(1—1\;5), bit ¢e ¢ > 1 — W (1 + %) Ako sada ¢ shvatimo kao realnu funkciju

varijable ¢ i pronademo njezin minimu, dobivamo gnin = 1 — 537 (1 + %) za € = % Sada se vidi da je

u uvjet (3.4) najbolje staviti € = % To ¢e osigurati najveéu mogucu brzinu konvergencije gradijentne

metode.
Na kraju, iz (3.10) i (3.14) izlazi

o — 2| < \/g\/fk —fr < q%\/g\/fo —f < Cg2.
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4. Metode Newtonovog tipa

Iterativni proces za trazenje tocke lokalnog minimuma dovoljno puta neprekidno diferencijabilne funkcije

f:R™ — R opcenito je oblika
Tht1 =Tk +axpr, k=0,1,..., (4.1)

gdje je xg poletna aproksimacija, p vektor smjera kretanja od tocke zj; u tocku xy41, a a > 0 duljina
koraka u smjeru py.

Kretanje od tocke xj u tocku 41 treba ostvariti tako da se postigne smanjenje vrijednosti funkcije,
tj. tako da bude f(xk41) < f(xr). To se moze postiéi tako da vektor py izaberemo tako da bude (vidi
primjerice [10], [16])

(f'(zx),px) <0, (4.2)

gdje je f'(xr) gradijent funkcije f u tocki z. Naime, ako za funkciju f napisemo Taylorovu formulu u

okolini tocke xy,
£(@) = Fan) + oz =) + 5 (7 (49— ) (e =) —2w), D€ (0,1)

i stavimo x = xy + agpy, uz oznaku & = xx + J(x — x1) dobivamo

2
fQr + owpr) = f(ze) + ar(fr, pr) + % (f" (&)prs P1) S ¥ €(0,1)

Ako je (f.,pr) <0, onda za male vrijednosti parametara oy, vrijedi f(zr41) = f(2xr + owpr) < f(zk).

4.1. Newtonova metoda

Pretostavimo da je promatrana funkcija f strogo konveksna i dovoljno glatka i da je na neki nac¢in izabrana
pocetna aproksimacija xg. Analogno Newtonovoj metodi za jednodimenzionalnu minimizaciju u okolini
tocke zo funkciju f aproksimirat ¢emo kvadratnom funkcijom dobivenom iz Taylorove formule

1

Y(x) = f(wo) + (f (o), — x0) + E(f”(wo)(ﬂv —20),T — Zo)

Funkcija v takoder je strogo konveksna i njezin minimum postize se u tocki 1 = xo — (f”(w0) "1 f'(x0),
koju ¢emo smatrati sljedecom aproksimacijom. Primijetite da smo iz tocke zo u tocku x; ”dosli” preko
vektora smjera kretanja definiranog s p = —(f"(z0) "' f'(z0). Ovaj vektor definira smjer spusta iz tocke

xo jer zbog konveksnosti funkcije f ispunjava uvjet spusta (4.2)
(f'(wo), p) = (f'(z0), —(f"(20) "' f'(z0)) = —(f"(z0)p,p) <O
[(fosp) = (f0) "0 = = (o) ((S) 1 S) ()~ fo = =" fi'p = = (f5'p, )]

Ponavljajuéi navedeni postupak dolazimo do iterativne metode

Ty = xk — (f(zr) " f (@r), k=0,1,...,

koja se u literaturi obi¢no naziva obi¢na Newtonova ili Newton-Raphsonova metoda (vidi primjerice [6],
8], [10], [12], [15], [16], [20]). Pri tome u implementaciji metode ra¢unanje inverzne matrice (f”(zy)~*

izbjegava se tako da umjesto toga u svakom koraku rjesavamo jedan sustav linearnih jednadzbi:
Tp+1 = Tk + Pk,  (gdje je px rjeSenje sustava)

f"(@r)p = f'(xx)-
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Uzevsi u obzir da kretanje od tocke z; u smjeru vektora pi donosi smanjenje vrijednosti funkcije,
kao i u slucaju gradijentne metode, uvodimo duljinu koraka oy i tako definiramo Newtonovu metodu s

regulacijom koraka
Tht1 = T — ozkf”(xk)_lf'(xk), k=0,1,..., (4.3)

koju u implementaciji definiramo kao

Tp+1 = Tk + Pk,  (gdje je px rjeSenje sustava)
[ (@i)p = f'(zx).

Kao i u slucaju gradijentne metode parametar duljine koraka «j mozemo definirati na dva nacina.

(4.4)

Prvi nac¢in definiran je sljedeéim algoritmom:

Algoritam za izratunavanje duljine koraka
Korak 0. Staviti a =1 i izabrati 0 < & < 3;

Korak 1. Izracunati x = xx + axpx i provjeriti uvjet
f@) = fan) < ealf'(z) pr); (4.5)

Korak 2. Ako je uvjet (4.5) ispunjen, staviti ax = «; inace staviti o := ha, h € (0,1) i prije¢i na Korak 1.

Drugi nacin izbora duljine koraka oy dobivamo postupkom jednodimenzionalne minimizacije
o = argmin f (zx — apg) . (4.6)
a>0

4.1.1. Svojstva Newtonove metode

Pretpostavit ¢emo da je promatrana funkcija f : R™ — R™ dvostruko neprekidno diferencijabilna i jako

konveksna, tj.
mllyll®> < (f"(x)y,y) < Mlly|>, M >m>0  zasvez,ycR" (4.7)

Primijetite da su takve funkcije ograni¢ene odozdo i da posjeduju jedinstvenu to¢ku minimuma.

Moze se pokazati da takoder vrijedi (vidi primjerice [10], [16])
TP < (@) o) € Iyl M>m>0 sasvesy R (1.9
iz cega slijedi ocjena
(Fhspi) = = (" @) 1) < =255 172 (4.9)

Teorem 4.1. Neka funkcija f € C?(R™) zadovoljava uvjet (4.7) i neka se parametri duljine koraka oy
biraju iz uvjeta (4.5).
Tada, neovisno o izboru pocetne aproksimacije xo, iterativni proces (4.3) konvergira prema jedinstvenoj

toc¢ki minimuma x* superlinearnom brzinom
k41 — 27| < Aelzwe — 27, (4.10)

gdje A\, — 0 za k — oo.



22 4. METODE NEWTONOVOG TIPA

n—1

Dokaz. Za x = x + apk, gdje je pr = —f;  f1., koristenjem (4.7) u Taylorovoj formuli dobivamo
a? aM||pkll?
@) = 1) = alp) + 5 (@) < a ) (14 el )
2 2(fk7pk)

Kako je s druge strane [(f{.pr) = (fl)" v = (f)"  (F)'f v =—pi filrr =]

(frope) = = (" (@r)r, pr) < —mllprl?,

3 oM ||prll? aM||pg||? aM
dobivamo —(fl,pk) = mlpel* = (1 4 %) — (1 _ %) < (1-eM)
aM
@)= fo) < athiom) (1- 5 ).

Izaberimo € > 0 tako da bude

alM

1——>e¢. 4.11
o = € (4.11)

Mnozenjem ove nejednakosti s negativnim brojem «( f;, px) < 0 dobivamo

aM
calfion) = alfiom) (1= Gy ) = F0) = o)
e o . .. . . . _ 2(1-&)m
Odavde slijedi da ¢e uvjet (4.5) biti ispunjen ako je ispunjen uvjet (4.11), odnosno ako je a < @ = ==57—.
Time je opravdan nacin izbora duljine koraka ay.
Kako je (f;,pr) <0 za || fi|| # 0 iz uvjeta
frr1 = fr <ear(fi, pr) (4.12)

slijedi fr+1 < fk, tj. niz (fx) je monotono padajué. Zbog uvjeta jake konveksnosti funkcije f on je i
ogranic¢en odozdo, $to znaci da je konvergentan i da vrijedi fr4+1 — fr — oo. Koristenjem uvjeta (4.8) u

(4.12) i ¢injenice da je f”(z) simetriéna matrica dobivamo

_ m
fev1 — fe <ear(fl,pe) = —carn((f) "  fis fr) < _5akm||fllc”27 (4.13)
a odavde
1112 2
< —_
Ifrl" < mea (fx = frt1) s

iz ¢ega slijedi || f1|| — 0. Time je pokazano da su rezultati analogni rezultatima Leme3.1. ostali sacuvani.
Nadalje, sli¢no kao u dokazu Teorema3.1. pokazat éemo da niz definiran s (4.3) konvergira prema tocki

minimuma z*. Buduéi da je f jako konveksna funkcija, postoji jedinstvena totka minimuma z* € R™.

Pokazimo jos da niz (x,) konvergira prema z* neovisno o izboru pocetne aproksimacije zg € R™.

Primjenom Taylorove formule za funkciju f u okolini tocke z, za x* dobivamo

f@) = fla) + (f'(2),2" —2) + % (f"(©) " —z),2" —x)
a odavde koristenjem uvjeta jake konveksnosti (4.7) dobivamo  (f”(¢)(z* — ), (z* —x)) > mljz* — z|?
fl@) = f@) = (f'(),z —2") - % (" =), 2" —x) < (f'(2),2 —2") - %le —a*|?,
5to uz primjenu Cauchyjeve nejednakosti daje

fl@) = f@) < I @)z — ™| = %Ilw — ||, (4.14)
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Primjenom Taylorove formule za funkciju f u okolini tocke z* i koristenjem ¢injenice da je f/(z*) = 0,

dobivamo

Koriste¢i ovdje uvjet jake konveksnosti (4.7) dobivamo
m * * M *
e — 2 < fl2) — F) < -2 (4.15)

Iz (4.14) i (4.15) slijedi

1@l =" = S llz =" I = f@) = f) = T llz =%,
aodavde  [mlla - a7 < |l @]l - ]
0 < 1@
o — o] < F (4.16)

Kao $to smo ranije utvrdili desna strana ove nejednakosti za x = z, konvergira prema nuli, Sto znac¢i da
|lzg —a*|| = 0 za k — oo, tj. z — z*.

Prijedimo sada na dokaz ocjene brzine konvergencije (4.10). U tu svrhu najprije primijetimo da vrijedi
(firor) = =(f" (x1)pr, i) < —mllpi?, (4.17)
Iz (4.12)  [fot1 — fu < ear(fi,px)] slijedi (f,pr) — 0. Zato iz (4.17) slijedi
lpell =0,k — oo

Pokazimo nadalje da su u opé¢oj Newtonovoj metodi (4.7), pocevsi od neke iteracije, svi parametri ay,

2
jednaki 1. Koristeé¢i Taylorovu formulu, te dodavanjem i oduzimanjem broja %( 17k, pi) dobivamo

a o?
forr—fi = ocw(fi.pe) + ’“(fkpmpk) = ((f"(€) = fi)pks k)
1 f// 5 fll
4.17) < aw(flpr) (1 an  anCD) I <(>)(§£k>f;;kn)npk||)
" . 2
(4.17) < a(f,pr) (1_4_%%)7

gdje je £ = xp + V(g1 —wx), I €[0,1].
Buduéi da

7€) = f (o)l < 7€) = f" (@ + 11" (@") = f ()],

i@ —2*|| — 0 za k — oo, onda Zbog neprekidnosti funkeije f” vrijedi || f”(£) — f"(zx)|| — 0 za k — oo.
Zbog toga za proizvoljni 0 < € < 3 postOJl prirodan broj Ny(e) € N takav da za svaki k > Ny(e) vrijedi
uk21:>f%§f§:>lf%§§

oo |7€) — I

> 1-ck-CE
m

l\')l»—t
]
[N}

uz uvjet da je ap > 1. Bududi da je o u uvjetu (4.5) biran tako da bude ay < 1, to znaci da ée u svim
iteracijama, ¢iji je redni broj vedi ili jednak No(e), biti o = 1.
Dakle, za k > No(e) vrijedi  zp11 = 2 — (f)) 1 /]

(Tpy1 — 2, T —27) = (xk =" = (fi) " s Ths1 — x*) .
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Ako na desnoj strani ove jednakosti iskoristimo Lagrangeovu formulu
((FID " o rgr — %) [f'(2%) = 0] ((F) 1 (fh = f/(2%)), apgr — %)
(") (@h — %), 241 — )

gdje je £ = x* + Iz, —x*), 9 €(0,1), dobivamo
leers =212 = ((I = () "(©) (wr — %), Tps1 — 27)
= ((FOH U= 17(9) (wr — %), w1 — a)
48) < S =" Ol e — 2| - loess — 27|,

a odavde

lowss =2l < Ml =2l A= I = £l (1.18)
Bududi da || f}/ — f"(§)]| — 0 za k — oo, teorem je dokazan. &
Korolar 4.1. Neka funkcija f € C?(R™) zadovoljava uvjet (4.7) i Lipschitzov uvjet

17 (x) = "Wl < Rllz =yl Yo,y €R™

Tada niz (4.3)
Thk+1 = Tk _akf/,(xk)ilf,(xk% k:0517 )
gdje se parametri oy, biraju iz wujeta (4.5), konvergira prema toéki minimuma x* neovisno o izboru pocetne
aproksimacije xo kvadraticnom brzinom konvergencije
R .
ol < 2 X 2.
i+ = 27| < —lz — 7]
Dokaz. Koristeéi Lipschitzov uvjet broj Ay iz nejednakost (4.18) mozemo pisati
[E=a"+V(xp —2"), 0<0<1]
Mo =l (@) = f1OI < Elae —a* = I(ar — )|
= pllzr(1=9) —2*(1 - 9)|
< e — 2,
§to daje trazenu ocjenu. &
Ako duljinu koraka oy, biramo iz uvjeta (4.6)
ay = argglzigf (zr — apr)

tada za Newtonovu metodu (4.3)

Tk+1 = Tk _akf”(xk)_lfl(xk)7 k:O715 )
vrijedi

Korolar 4.2. Neka funkcija f € C?(R™) zadovoljava uvjet (4.7) i neka se duljina koraka auy, bira iz uvjeta
(4.6).

Tada Newtonov iterativni proces (4.3) konvergira prema rjesenju x* bez obzira na izbor pocetne aproksi-
macije xg. superlinearnom brzinom. Ako pored toga funkcija f zadovoljava i Lipschitzov uvjet, onda je

brzina kvadraticéna.
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Dokaz. Neka je

Thp1 =, — (f"(x1) " f(x2)

i1 = xk — g (7 (2x) 7 f (),
gdje je oy, izabran iz uvjeta (4.6). Buduéida je f(xg+1) < f(Tk41), koristeéi nejednakost (4.15), dobivamo
(22— | < f(@) — £(@") < Yo =" ]

2
m |2 * — * M, _ |2
Szt =27 < f@r) = f(27) < f@hrr) = @) < [T — 277 (4.19)
Za Tpr =z — (f"(x1)) " f(21) mozemo primijeniti nejednakost (4.18)
B =" < Mellow =2l Ne= I = PO = I~ 7+ Gk —a)]
gdje Ay — 0 za k — oo. Ako ovu nejednakost iskoristimo u (4.19), dobivamo

lewn = </ EFugr — ) < A/ Efey — 2]

Yellzk — 2,

IN

gdje'ykz)\m/% — 0zak — oc.
Ako jos vrijedi i Lipschitzov uvjet, onda je A\; < %chk —z*||, pa vrijedi

R |M
los — oIl < Cllax — ™7, €= =4/~
m m

4.2. Quasi—Newtonove metode

Buduéi da problem minimizacije diferencijabilne funkcije f : R™ — R™ mozemo gledati kao problem

rjeSsavanja jednadzbe
F(z)=0, F:R"—->R"

gdje je F(x) = f'(z), najprije éemo razmotriti problem rjesavanja sustava nelinearnih jednadzbi.
Opcenito se sustav nelinearnih jednadzbi, kao i problem minimizacije funkcije vise varijabli rjesava
iterativnim metodama. Smatra se da je klasu novih ”quasi-Newtonovih” metoda za rjeSsavanje prob-
lema minimizacije funkcije vise varijabli bez ograni¢enja uveo DAVIDON (1959), a za rjeSavanje sustava
nelinearnih jednadzbi BROYDEN (1965). U literaturi su za klasu ovih metoda koristeni razni nazivi:

quasi-Newton, variable metric, variance, secant, update, modification methods.

4.2.1. Sustavi nelinearnih jednadzbi

Za funkciju F' : R — R"™ promatramo problem rjesavanja jednadzbe F(z) = 0, odnosno sustava nelin-

earnih jednadzbi

filz1,... yxy) =0, i=1,...,n,

gdje su funkcije f; komponente vektorske funkcije F(z) = (f1(x),...,fo(x)T, 2 = (21,...,2,)7.

Pretpostavimo da funkcija F' ima sljedeca svojstava

(i)  F je neprekidno diferencijabilna na otvorenom konveksnom skupu D, tj. F € C1(D) ; (4.20)
(it) postoji z* € D tako da bude F(z*) =0, i da je pri tome F’(z*) nesingularna matrica ; ’
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Dodatno, uz uvjete (4.20) mozemo zahtijevati i ispunjenje jaceg Lipschitzovog uvjeta
(i5i) ||F'(z) = F'(X*)|| < R|jlx — x*||, z eD. (4.21)

Primijetite da ako je D dovoljno malen, onda je ovaj uvjet ispunjen za dvostruko neprekidno diferenci-
jabolnu funkciju u x*.

Uz pretpostavku da imamo k-tu aproksimaciju xy rjeSenja x*, sljedeéu (k + 1)-u aproksimaciju kod
obi¢ne Newtonove metode dobit ¢emo tako da funkciju F' u okolini tocke x; pomocu Taylorove formule

aproksimiramo linearnim aproksimandom
L(w) = Fa) + F' (@) (@ — )

i rijesimo linearni sustav L(x) = 0. Tako dobivamo Newtonov iterativni postupak za rjesavanje jednadzbe
F(z)=0

Thy1 =z — F' () F ().
Za prakti¢nu implementaciju obi¢no koristimo sljedeéi algoritam

Korak 1 za poznati . izracunati F(zy); ako je zy prihvatljiv, stop. U protivnom izracunati F’(xy) i prijedi
na Korak 2

Korak 2 rijesiti sustav F'(zy)p = —F () za p, staviti pg := p i izraunati z51 = x5 + pi.
Newtonova metoda poboljsava se uvodenjem parametra duljine koraka 0 < ay <1
Tpi1 = Tp — o F' () T F (21).
Karakteristike Newtonove metode dane su sljedeéim teoremom (dokaz vidi u [15], str. 312)

Teorem 4.2. Neka funkcija F : R™ — R™ zadovoljava pretpostavke (4.20). Tada postoji otvoren skup S
koji sadrzava x*, takav da je za proizvoljni xg € S niz (xy,) definiran Newtonovim iterativnim postupakom
dobro definiran, ostaje u S i konvergira prema x* superlinearnom brzinom, tj. postoji nul-niz (A, ), takav

da je
|2p+1 — 2™ < Agllxg — 2™, k=0,1,....

Ako funkcija F' dodatno zadovoljava Lipschitzov uvjet, onda je brzina konvergencije kvadraticna, tj. postoji

konstanta B takva da je

ek — x| < Bllek — x| kE=0,1,....
Primjedba 4.1. MozZe se pokazati (vidi [7]) da za niz (x,,), koji superlinearnom brzinom konvergira
prema x*, vrijedi

lim [zhps — @l 1
k—oo |z — z*||

uz wvjet da je xy # x* za sve k =0,1,....
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Kakoje [ |lof — |8 < |la—=p| ]
k41 =zl = [z — 27[|] < ll2p4r — 27,
nakon dijeljenja s ||z — 2*|| 1 koristedi ||xg+1 — 2*|| < Agllzr — 2*|],  Ax — 0, dobivamo
e N D e DN
[z — 2| [z — 2|

Na osnovi Primgjedbe4.1. pored kriterija ||F(zx)| < €1 za zaustavljanje procesa ima smisla koristiti
dodatni kriterij ||xg+1 — x| < 2@k

Prethodnim teoremom iskazane su dvije osnovne prednosti Newtonove metode:
e postoji podrucje prihvacanja S Nevtonove iterativne metode,

e visoka brzina konvergencije u podruc¢ju prihvacanja S.

Nedostaci Newtonove metode su

e potreba izbora dobre pocetne aproksimacije x,

e u svakom koraku treba rac¢unati matricu parcijalnih derivacija reda n.

U cilju prevladavanja naro¢ito posljednjeg navedenog nedostatka, matricu F’(z) (odnosno matricu
F'(2)~1) zamijenit éemo nekom matricom By (odnosno matricom Hy), koja se lako racuna, a nalikuje
na matricu F’(zy) (odnosno matricu F’(zj)~!). Tako promatramo iterativne procese

Tht1 = T — oszglF(xk),

(4.22)
odnosno  xp41 =z — apH F(zk).

Vrijedi sljedeéi teorem (vidi [7])

Teorem 4.3. Neka funkcija F : R™ — R"™ zadovoljava uvjete (4.20), a niz (By) neka je niz regularnih

matrica. Pretpostavimo nadalje da za neki xg € D niz (x,) definiran s (4.22) ostaje u D, x) # x* za sve

k=0,1,... i konvergira prema z*. Tada niz (x,) konvergira superlinearno prema x* onda i samo onda
ako
By — F'(z*
fim B E@DAeel) _ o (4.23)
k=00 [Pl

Uvjet (4.23) zahtijeva da niz matrica (B,,) konvergira prema F’(z*) u smjeru vektora kretanja
Pk = Tk+1 — Tk-
Primjedba 4.2. Uvjet (4.23) ekvivalentan je uvjetu (vidi primgjerice [10])

Bip. —
lim [1Brpe = yell =0, yk = F(zry1 — Flag), (4.24)

k=oo |lpk]|

Sto znaci da uvjet Bippr =~ yi takoder garantira superlinearnu konvergenciju.

Ne moze se ocekivati da bude Bypr = yi, ali zato ¢emo matricu By brati tako da bude ispunjen

tzv. quasi-Newtonov uvjet

Bk+1pk = Yk. (425)
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i da je za poznate pg,yk, By lako izrac¢unati Byyq1. Iterativna metoda (4.22) pri ¢emu niz matrica (B,,)
ispunjavaju quasi-Newtonov uvjet naziva se quasi-Newtonova metoda. Radi pojednostavljivanja uvedimo

sljedece oznake:
B := By, B := By,1, T 1= T, T 1= Tg41
p=pe=T—=,  y:=yp=FT) - F()
Uz ove oznake quasi-Newtonov uvjet glasi
Bp=y.

Broyden je 1965. godine prvi puta u radu [3] uveo takav niz matrica, u literaturi poznat pod nazivom

Broydenova korekcija ranga 1

(y— Bp)p"”

B=B+
pTp

(4.26)
Zadatak 4.1. Provjerite da vrijedi
Bp=y iBz=DBz za sve z takve da je p*z = 0.

Sljedeéi teorem pokazuje da je matrica B definirana s (4.26) jedinstvena matrica koja ispunjava quasi-

Newtonov uvjet, a najmanje se razlikuje od matrice B.

Teorem 4.4. Za danu matricu B € R™", y € R™ i neki nenul vektor p € R™ matrica B je jedinstveno
rjesenje problema minimizacije
min { |18~ Bllr: Bp =y},
B
1

gdje je || - ||r Frobenijusova norma.

Dokaz. Naprije primijetimo da za proizvoljnu matricu B , za koju vrijedi quasi-Newtonov uvjet Bp =y

vrijedi
|IB-B|r = H(y Bp)p — H(B B)pp”
~ T
SHB—BM~%;F= [Wﬂmp S (pipy)? = (Zﬁ)(Zﬁ)Z@Hﬁ]
i J
= |[|B-Blr

Kako je skup svih B € R™"*" takvih da je Bp = y konveksan, a funkcija ® : R™*" — R, D(A) =
|B — A||F strogo konveksna, matrica B na kojoj se postize minimum je jedinstvena. '

Sljedeéi teorem pokazuje superlinearnu konvergenciju Broydenove metode. Dokaz se moze vidjeti u
[7].

Teorem 4.5. Uz wvjete (4.20), (4.21) postoji € > 0, takav da za proizvoljne xg, odnosno By, koji zado-
voljavaju ||xg — z*|| < €, odnosno ||By — F'(x*)|| < e, iterativna metoda (4.22) uz ap, = 1 i korekciju

(4.26) definira niz (x,,), koji superlinearnom brzinom konvergira prema x*.

IMoze se pokazati (vidi primjerice [7]) da za proizvoljnu kvadratnu matricu A reda n vrijedi
T
A% = Tr(AT 4) Z [l Avi]I3,

za proizvoljni ortonormiran skup vi,...,vn u R™.



4.2.  Quasi—-Newtonove metode 29

Broydenova quasi-Newtonova metoda definirana je dakle, na sljedeéi nacin
Tpp1 = xp — By T F (), kE=0,1,..., (4.27)
gdje se matrice By generiraju rekurzivnom formulom

(yx — Brpr)pt

Byi1 = B +
(pk;pk)

k=0,1,..., (4.28)
gdje je
Yo = F(@e41) — F(an), Pk = Tht+1 — Tk- (4.29)

Primjedba 4.3. Navedena Broydenova metoda (4.27-4.29) na svakom koraku ukljucuje rijeSavanje sus-
tav linearnih jednadzbi Bypy = —F (xy). To se moZe izbjeéi tako da definiramo tzv. inverznu Broydenovu
metodu

Tpy1 = T — HipF(ap),

(o —Hryn)pTH (4.30)
Hyq1 = Hy, + P Bt (pg, Hiye) # 0

Pri tome koristi se tzv. Sherman-Morrisonova lema

Lema 4.1. Neka je u,v € R?, a A € R™*" regularna matrica. Tada je A+ uv” regularna onda i samo
onda ako je 0 =1+ (v, A7tu) # 0. Ako je o # 0, vrijedi

(A+ uvT)_l =A"1 - %A*IUUTA*I (4.31)

Dokaz ove leme provodi se koristenjem nize navedene Leme4.2. (vidi primjerice [7]) i dirktnom provjerom.
Lema 4.2. Za zadane v,w € R" vrijedi

det(I +vw?) =1+ (v, w). (4.32)

Dokaz. Oznacimo P = I + vw?. Pretpostavimo da je v # 0; u protivnom dokaz je trivijalan.

Neka je A svojstvena vrijednost, a x odgovarajuci svojstveni vektor od P. Tada mora biti
Pr =Xz = (I +vwl)z =X e =z +v(w'z) = Az

Ova jednakost moze biti ispunjena ili tako da je w L z ili da je v || .
Dakle, svaki svojstveni vektor od P je ili okomit na w ili paralelan s v. 1. Ako je w L z, onda je
A=1.

2. Ako je v || x, tj. x = aw, tada je

av +vwlav = dav = v(1 +wlv) = v = A =1+ (v,w).

Buduéi da moze postojati samo jedan svojstveni vektor kolinearan s v, to znac¢i da matrica P ima
jednu svojstvenu vrijednost 1 + (v, w), dok su preostalih (n — 1) jenake 1. Time je lema dokazana. &

Sada mozemo ra¢unati

-1
-1 _ Y —Brpr T -1 ! o1 ye—Bips T a1
Bk-{-l*(Bk'f‘ka) =By - LBt us b i

[a(pmpk) = (1 +przZlyf',TB})i’§") (i k) = (P> k) + PE By gk = pEpk = (01 By ')

_Bly pkpr,;l—B,:fwaB;l _
k (P, By “yr)
(pr—By 'yx)ri By, '

-1
By + (P, By, "yr)
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Odavde uz oznake: Hy, := By ' i Hy1 = Bkjl dobivamo (4.30).

Zadatak 4.2. Na osnovi Leme 4.2. dokazite Sherman—Morrisonovu lemu (Lema 4.1. )

4.2.2. Minimizacija glatke funkcije

Promatramo sada problem minimizacije bez ograni¢enja dovoljno glatke funkcije f : R™ — R. Pret-
postavimo da je z* strogi lokalni minimum funkcije f. Tada je prema Teoremul.3. f'(z*) =0, a f"(z*)
je pozitivno definitna Hesseova matrica. Uz oznaku F(x) := f/(x), te slijedeéi uvjete (4.20) i (4.20)
definirat ¢emo uvjete na funkciju f : R” — R:

(1) f je dvostruko neprekidno diferencijabilna na otvorenom konveksnom skupu D, tj. f € C?(D) ;

(14)  postoji x* € D tako da bude f'(z*) =0, a f’(z*) je pozitivno definitna matrica ;

(#31) " je u x* zadovoljava Lipschitzov uvjet

1/ (@) = f" (@)l < Rl|z — ™| za sve z € D
Uz oznaku g(x) := f'(z) i gr. = g(xy) iterativna procedura (4.22) postaje
Tt1 = Tk — By, g,
odnosno  Tp41 = Tk — arHigg,

gdje je sada By, aproksimacija hessijana f”(zy), a Hy = B; ', pri ¢emu duljinu koraka oy dobivamo

jednodimenzionalnom minimizacijom
f(rpg) = gg%f(xk + apy), Pk = —B;;lgk = —Hy, gr.
Buduéi da matrice By trebaju aproksimirati hessijan f”(zy), za njih se mora pretpostaviti simetri¢nost.
Sliéno kao i ranije uvedimo oznake
B = Bk, E = Bk+1
Pi=Pk=Tpy1 — Tk Y=Yk =grk+1 — gk (zbog g(x) = F(x))

Jedna mogucnost za definiranje korekcije ranga 1 je simetri¢na formula ranga 1 koju je uveo DAVIDON

(1959):

(y — Bp)(y — Bp)™
(y — Bp,p)

B=B+ , (y—Bp,p)#0 (4.33)

Zadatak 4.3. Pokazite da ako postoje matrice: H :== B~ i H := overlineB~" i ako je B simetricna,

tada vrijedi

(v — Hy)(p — Hy)"
(p—Hy,y)

Primjer 4.1. Potrazimo lokalni minimum funkcije

H=H+ (4.34)

flxy,20) = ™ (43:% + 23:% +4dxiT9 + 229 + 1)

Gradijent, hessijan i ContourPlot dobit ¢emo na sljedeéi nacin

In[1]:= f[x_] Exp[x[1]11(4x[1]1°2 + 2x[2]"2 + 4x[1]x[2] + 2x[2] + 1); n = 2;
glx_] Table[D[f[x], x[il], {i, n}]
H[x_] := Table[D[glx][[il], x[3j11, {i, n}, {j, n}]
Print["f’=", Simplify[glx] /. {x[1] -> x1, x[2] -> x2}] // MatrixForm,
n H=", Simplify[H[x] /. {x[1] -> x1, x[2] -> x2}] // MatrixForm]
ContourPlot [f[x] /. {x[1] -> x1, x[2] -> x2}, {x1, -2.5, 1}, {x2, -2, 1.5},
Contours -> 40, PlotPoints -> 30, ContourShading -> Nomne];
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. e (1 4 4x? + 622 + 222 + 421 (2 + 22)) ] %

e*1(9 4+ 42 4 10z + 223 4+ 4x1 (4 + x2))  €*1(3 + 21 + 222)
e“‘l (2 =+ 4%’1 =+ 4%’2)

"1 (3 + 2x1 + 2x2) e

=4 ° =

R
SN BT B - T BN,

Zadavanjem ulaznih podataka

In[2]:=n = 2; x0 = {1., 1}; k = 0; eps = 0.005;
w = Table[x[i] -> xO0[[i]], {i, n}]; BO = IdentityMatrix[n];
BO = H[x] /. w
go =glx] /. w

i koristenjem programa (modul Korak definiran je ranije kod Metode najbrieg silaska)

In[3]:= While[
pO = -LinearSolve[BO, gO];
alpha = Korak[n, f, pO, x0];
x1 = x0 + alpha pO;
wl = Table[x[i] -> x1[[i]1], {i, n}]; gl = glx] /. wi;
yo = gl - g0;
Bl = BO + Outer[Times, (yO - B0.p0O), (yO - B0.p0)1/((yO - BO.p0) . p0);

f1 = f[x] /. wi;

Abs[f1] > eps,

BO = B1; g0 = gi;
x0 = x1; k =k + 1;

Print["x", k, "=", x1, " fx=", f[x] /. wi, " grad=", gl, " alpha=", alpha]
1;
Print["x", k + 1, "=", x1, " fx=",f[x] /. wi, " grad=", gi, " alpha=", alphal

nakon 18 itracija dobivamo

{x_18 = {-11.43, 19.80}, £x=0.00479, grad= {0.0047, 0.00038}, alpha=1}
Zadatak 4.4. Slicno kao v Primjedbi 4.3. definirajte inverznu simetricnu formulu ranga 1.

Sliéno Teoremu4.4., vrijedi

Teorem 4.6. Neka je M € R™ ™ simetri¢na reqularna matrica, y,p € R™ (p # 0) i c:= M~2p. Ako

je B simetriéna matrica, tada je rjeSenje problema minimizacije
mjn{HM(B—B)MHF . B=8", f}p:y}, (4.35)
B

zadano s

(y = Bp)c" +cly—Bp)"  (y—Bp)'p
CTp (CTp)2

Matricom M definirana je tezinska Frobeniusova norma, B je takoder simetri¢na matrica, koja ispun-

B=B+ cc’. (4.36)

java quasi-Newtonov uvjet Bp = y i po tezinskoj Frobeniusovoj normi najmanje se razlikuje od matrice
B. Formulu (4.36) zovemo korekcija ranga 2 jer se B dobiva tako da matrici B dodamo jednu matricu

ranga 2
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Zadatak 4.5. Dva razlicita dokaza ovog teorema mogu se vidjeti w [10] i [7]. Izvedite i usporedite oba

dokaza.

Pokazat ¢emo (vidi [7]) kako se izvodi quasi-Newtonova korekcija ranga 2 zadana s (4.36) jer je to
nacin kako se mogu izvesti i druge poznate korekcije ranga 2. Polazimo od simetri¢ne matrice B € R"*™,
te slicno Broydenovoj korekciji ranga 1 (4.26) kao moguéeg kandidata za B promatramo

Ch=B+ 7@ — Bp)CT.

(¢, p)

koji ispunjava quasi-Newtonov uvjet C1p = y. Buduéi da C; opéenito nije simetri¢na matrica, definiramo

simetricnu matricu

Cy==(Cr+CT).

1
2
Buduéi da C5 ne ispunjava quasi-Newtonov uvjet, ponovimo proceduru i tako rekurzivno definiramo niz

(Cn)

Carp)c”

Copt1 = Cop, + (y_(cﬁp) ; (4.37)
Cor = % (Cort1 + Chisy) 5

gdje je Cy = B. Vrijedi

Lema 4.3. Neka je B € R"*"™ simetriéna matrica i ¢,p,y € R™ sa svojstvom (¢,p) # 0.. Tada niz (Cy,)

zadan rekurzivnom formulom (4.37) uz Co = B konvergira prema B zadanom s (4.36).

Dokaz. Dokazimo da niz (Cqy) konvergira. Uz oznaku Gj, = Cay, iz (4.37) dobivamo

_ o clu— T
Grs1=Copr1y = 3 (Corp1+Ch 1) =3 (Gk + =Crp)c (i’;’;) +GT 4 luCup) (Cf;p’“)p) )
wpel +ew?
= Gkt T o

gdje je wy =y — Ggp. Koristeéi dobivenu jednakost dobivamo

T T T T
w1 =y = Grpap =y — Gpp — 3T p = wy, — JULEL — JCRD
_ 1 1 e(pTw)
= Wk —3 (c,p)k ’
§to mozemo pisati kao
1 cp”
Wit+1 = Pwy, P= {I— ka}
2 (c,p)

Prema Lemi4.2. matrica P ima jednu svojstvenu vrijednost 0 [% (1 — ((C‘_})),p)) = O} i svojstvenu
vrijednost % kratnosti (n—1). Dakle, spektralni radijus matrice P je p(P) = % < 1. Prema Neumannovoj
lemi (vidi primjerice [15], str. 45) tada postoji matrica (I — P)~! i vrijedi
k
(I-P)"'= lim Y P~

k—oo

=0

Kako je s druge strane

wy = Pwp_1 == Pkwo = Pk(y—Bp)’
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onda imamo

Takoder vrijedi

> (Grt1 = Gr) =Gny1 — Gy = > (Grir = Gy) = lim (Gri1 — Go) =

n

k=0 k=0
(o]
— Z (Gk+1 — Gk) = khm Gk - B
k=0 — 00
Zato vrijedi
lim Gy = B4 S (Guor—Gp) =B+ S dmetenl g 1§~ 07 1§ T
b o0 = =2 (ep) 2(ep) = 20ep) L TR
= B+ gup [L—P) 'y~ Bp)c" +c(y—Bp)"(I-P")7'] =
prema Lemi4.1.: [—P=1-— % [I— (Ci’;} = % [I—&— (Ci’;} , oc=1 —|—pT(C‘7"p) =2
(,”)T — )(lT
I-pPyt=2[r-1g5],  0-PO)=2[1- 1] :
C T CT
= Bty (21— 55| - BT + ety - B2 |1 - 5]}
T T
= B+, {(y Bp)c" +c(y — Bp)" — 525 (y — Bp)c" — 5c(y — Bp)" (”CC,,)}
c(y—Bp)Tpc?
= B+ ﬁ {(y — Bp)c! + c(y — Bp)T — = (c,pp)) - }
iz ¢ega neposredno slijedi (4.36). &

Specijalno za ¢ = p dobiva se Powell-Broydenova simetri¢na korekcija (Powell Symetric Broyden - PSB)

BosB— B4 W Bow +py—Bp)T (v = Bp).pwr" (4.38)

(p,p) (p,p)?

4.2.3. Korekcije koje ¢uvaju pozitivnu definitnost

Do sada smo promatrali korekcije ranga 1 ili 2 koje su ¢uvale simeri¢nost matrice B i zadovoljavale quasi-
Newtonov uvjet. Dodatni zahtjev koji se postavlja bit ¢e ¢uvanje pozitivne definitnosti. Quasi-Newtonov

uvjet zajedno s uvjetom ¢uvanja pozitivne definitnosti matrice B poblize odreduje kut izmedu vektora p

iy:

w.p) >0 |w.p) "= (Bp.p)
U cilju ispitivanja nasljednosti pozitivne definitnosti koristit ¢emo sljedeéu lemu (vidi primjerice [7])
Lema 4.4. Neka je A € R™*"™ simetriéna matrica sa svojstvenim vrijednostima
A< ALKy,

i neka je AT = A+ ouu” za nekiu € R™. Ako je o > 0, onda AT ima svojstvene vrijednosti A, takve

da je
A <A <A < <N, ST
a ako je 0 <0, onda AT ima svojstvene vrijednosti A, takve da je

AT < M<A) <<l <
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Teorem 4.7. Neka je B € R™*"™ simetricna pozitivno definitna matrica i neka su c,p,y € R™ takvi da je

(¢,p) # 0. Tada je B definiran s (4.36) pozitivno definitna matrica onda i samo onda ako je det B > 0.

Dokaz. Ako je B > 0, onda je iz opée teorije poznato da je det B > 0. Za dokaz obrata, matricu B
napisimo najprije u obliku
— o T _ T _ T
B =B+ W=Bpc qu;(y Bp) (y(cfjf:))2 P ..

B =B+ vwl +w?,

gdje je

_y—Bp 1(y— Bp,p)
v = - = 56,
(¢p) 2 (¢p)

Zbog togaje  [(v+w)(v+w)T — (v —w)(v —w)T = (|v]|? + |w|? + 2vwT) — (JJv]|* + |Jw]]® — 2wuT)]

w = C.

F:B—l—%((v+w)(v+w)T—(v—w)(v—w)T)

Na taj nacin smo B napisali kao zbroj od jedne pozitivno definitne matrice (B) i dvije simetriéne matrice

ranga 1. Matrica
1
C=B+ §(v+w)(v+w)T

prema Lemi4.4. je pozitivno definitna jer je o = % > 0. Nadalje, takoder prema Lemi4.4., obzirom da je
C>0ioc= —% < 0 matrica

— 1
B:C—§(v—w)(v—w)T

moze imati najvise jednu svojstvenu vrijednost nepozitivnu. Kako je s druge strane
0<detB=MX -\,

i ta jedna svojstvena vrijednost mora biti pozitivna. Dakle, B > 0. &
U cilju ispitivanje za koji ¢ € R™ ée rekurzivna formula (4.36) ¢uvati pozitivhu definitnost sljedec¢a

lema ispituje det B.
Lema 4.5. Neka je u; € R™, i =1,2,3,4. Tada vrijrdi
det (I +uiug +uguy ) = (1+ (ur,u2)) (1+ (uz,ua)) — (u1,us)(uz, uz).

Dokaz. Ako trenutno pretpostavimo da je (up,us) # —1, tj. da je, sukladno Sherman-Morrisonovoj

lemi, I + ujul regularna matrica, onda mozemo pisati
I+wud +usuf = (I +wud) (I+ T +wiud) tuguf )

Zato je det (I +ugud + U3u4T) = Dy - Do, gdje je
D; = det (I + u1u2T) =14 (u1,uz),
Dy =det (I + (I +uiud) tuguf).

1 (4.1.)

Kako je (I 4+ (I +wud)  "="1- mulug, onda
ujul T T wiul uzu?
D2 = det I+ (I — m) ’LL3’LL4:| = det |:I+ U3’LL4 — W}

det [I—l— (u3 — %m) uﬂ =1+ (’U,g — %ul,m)
(

= 1+ (ug,ua) — T2 (g, ua),
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iz ¢ega slijedi trazena jednakost. &

Primjenom Leme4.5. na (4.36) uz pretpostavku da je postoji B~! i oznaku H := B~ dobivamo

— 1
det B =det B |((c, Hy)? — (¢, He)(y, Hy) + (¢, He)(y, p)) ek (4.39)
U svrhu dokaza ove formule najprije éemo (4.36)
— — Bl + e(y — Bp)T v — BT
FopyW=—Bpc +cly=Bp)  (y=Bp)p r
cT'p (c"'p)?
napisati u obliku | (y — Bp)Tp je broj pa ga mozemo ”staviti unutar” cc’ ]
— 1 pe’
B=B+ [y—chT+cy—BpT<I— ﬂ
(o) (W PP F el = BT 0
Uvodenjem oznake H := B~!, dobivamo
— H(y— B — Bp)T T
B-B [I+ Hy=Bp) x| g w—Bp) (I— B )] .
(c,p) (c,p) (c,p)
Sada vrijedi
det B = det Bdet (I +ugud + u;gu4T)
gdje je
Uy = I-(ICy;)p’ Uz = ¢,
_ _ cp” \ (y—Bp)
ug=He,  ug= (I‘ <5p>> ©r)
Prema Lemi4.5. je det (I 4+ uiud +uguj ) = (1 + (u1,u2)) (14 (us, ua)) — (w1, ua)(uz, uz), gdje je
— T T T
L+ (unuz) = 1+ eTR0f =1+ T — 2 = T
_ T _ Hep" \ (y=Bp) _ o _ Hep"y Hep"Bp\ _
1+ (us,ua) = 1+c (H ) ) er =1t e (H s ory B e vy ) =
o cTHy _ cTHcpTy _ cTHcpTBp
= 1Ty T Tewr M T
2
(1 + (Ul,ug)) (1 + (11/3;1114)) — (?(Ii)?)lg _ (CHy)(((CJf\BC)(py) + (CHy)((C(%i)(po)
yTH—p” pT T Hy, Ty y?T HepT'y THep”
(v ) = S (= 25 (0= ) = Al — s — e o

iz cega slijedi

L Hy)? (e, He)(y, H H
det([—l—qmth—l—?Lg?LZ):((" y)* (e He)(y, Hy) | (¢, Ho)(y,p)

(¢, p)? (c;p)? (c;p)?

i trazena formula (4.39). Ako pretpostavimo da je B > 0, onda je i H := B~ > 0, pa mozemo definirati
v=HY?yiw=H"?c. Time (4.39) postaje

1
(¢, p)?

Na osnovi Teorema4.7. zaklju¢ujemo da je B > 0 onda i samo onda ako vrijedi

det B = det B | (v, w)” — [[v]]*w]> + [w](y. ) (4.40)

lwll*(y, p) > [[v]*[lw]|* = (v, w)*. (4.41)
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Jednostavan na¢in kako se moze zadovoljit ova nejednakost uveo je Davidon (1959) (kasnije objasnjeno
i implementirano u radu Fletchera i Powella 1963). Naime ako je w || v (odnosno ¢ || y), onda je (4.41)
zadovoljeno ako je (y,p) > 0. Zato se poznata Davidon — Fletchera — Powella korekcija (DFP) ranga 2
dobiva iz (4.36) uz c =y

Bpep = B+ (y—Bp)y"+y(y—Bp)" (y—Bpép)ny.
(y,p) (y,p) (4.42)
_ (_ypT)B<I_pyT)+ny .
(y,p) (y,p) (y,p)°

Zadatak 4.6. Provjerite valjanost formula (4.42)!
Vrijedi sljedeci teorem

Teorem 4.8. Neka je B € R™" regularna simetricna matrica i neka je Bppp € R™ ™ definiran sa
(4.42) za neke vektore y,p € R™, koji zadovoljavaju (y,p) # 0.
Tada je Bprp regularna onda i samo onda ako je (y, Hy) # 0, gdje je H := B~1.

— — ——1
Ako je Bprp reqularna, tada se Hppp := Bppp moZe zapisati kao

" Hyy"H

H =H + )
brr (y,p)  (y,Hy)

(4.43)

Nadalje, ako je B >0, onda je i Bprp > 0 onda i samo onda ako vrijedi (y,p) > 0.

Zadatak 4.7. Provjerite valjanost formula (4.42) i dokaZite Teorem 4.8.!

4.3. Inverzne korekcije

U prethodnim razmatranjima nastojali smo dobiti rekurzivne formule za matrice—korekcije, koje sto vise
nalikuju na hesijan minimizirajucée funkcije. Sada ¢emo pokusati definirati rekurzivne formule za matrice—
korekcije, koje ¢e Sto vise nalikovati na inverznu matricu hesijana minimizirajuce funkcije. Te matrice
nazivat ¢emo inverzne korekcije.

U tu svrhu pretpostavimo da posjedujemo neku aproksimaciju H od (V2f(x))~!

i pomoc¢u nje
pokusajmo pronaéi §to bolju aproksimaciju H od (V2f(Z))~!, gdje je T = = + p. Analogno quasi-

Newtonovom uvjetu (4.25) (Bp = y) postavimo inverzni quasi-Newtonov uvjet
Hy =p. (4.44)

Odmabh je jasno da opéa inverzna korekcija ranga 1, koja zadovoljava inverzni quasi-Newtonov uvjet (4.44)

mora biti oblika

(p— Hy)d"
(dy) 7

Zadatak 4.8. Pokzite da korekcija ranga 1 (4.26) i inverzna korekcija ranga 1 (4.45) reprezentiraju istu

H=H+ zaneki deR", (d,y)#0. (4.45)

korekciju ako je ¢ = BTd.

Kao i u sluéaju prethodno razmatranih korekcija koje aproksimiraju (V2f(z)) i ovdje se najprije

postavlja pitanje ¢uvanja naljeda simetri¢nosti, tj. vrijedi li

H je simetri¢na matrica == H je simetri¢na matrica
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Zadatak 4.9. Pokazite da je inverzna korekcija ranga 1 koja zadovoljava inverzni quasi-Newtonov uvjet
(4.44) i éuva simetriénost takoder zadana formulom (4.54).

Zadatak 4.10. Slicno kao u dokazu Leme 4.3. izvedite formulu za inverznu quasi-Newtonova korekcija

ranga 2

= _ (p—Hy)d" +dp—Hy)"  (-Hy)"y  r
=t @) CAT

Najvazniju varijantu inverzne quasi-Newtonove korekcije ranga 2 (4.46), koja pri tome ¢uva i pozitivnu

(4.46)

definitnost, nezavisno su napravili Broyden, Fletcher, Goldfarb i Shano 1970. godine, pa se ona u literaturi
naziva Broyden—Fletcher-Goldfarb—Shano korekcija ili skra¢eno BFGS-korekcija. Dobiva se tako da u (4.46)
stavimo d = p. Moze se pokazati da u tom sluzaju vrijedi

Moros = (1- éy:)) (1~ ép;) y 5,3;' 447

kao i sljedéi teorem

Teorem 4.9. Neka je H € R™ " regularna simetricna matrica i neka je Hprgs € R™ ™ definirana sa
(4.47) za neke vektore y,p € R™, (y,p) # 0.

Tada je Hprgs regularna onda i samo onda ako je (p, Bp) # 0, gdje je B = H~!.

Ako je Hpras regularna, onda se Bgeras = F]_B;GS moZze zapisati kao

yy"  Bpp'B

(y,p)  (p,Bp)

Nadalje, ako je H >0, onda je Hprgs > 0 onda i samo onda ako je (y,p) > 0.

Bgrgs = B+

Zadatak 4.11. Provjerite valjanost formule (4.47) i dokaZite Teorem 4.9.!
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5.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

5. SEMINARSKI RADOVI

Seminarski radovi

. Dva razlicita dokaza Teorema 4.6. mogu se vidjeti u [10] i [7]. Izvedite i usporedite oba dokaza.

Literatura: [10], Ch.6.6.2 (pp 178-179), [7], (pp 66-69)

. Provjerite valjanost formula (4.42) i dokazite Teorem4.8.!

Izradite zadatke: Zadatak4.3., Zadatak 4.8., Zadatak4.9..

Slicno kao u dokazu Leme4.3. izvedite formulu za inverznu quasi-Newtonova korekcija ranga 2

navedenu u (4.46). Pokazite da u slu¢aju d = p vrijedi (4.47)

Horas = (I - <Zy:>> " <I - ép;) * %

Provjerite valjanost formule (4.47) i dokazite Teorem4.9.!

Primijenite direktne i inverzne quasi-Newtonove korekcije na Gauss-Newtonovu metodu za rjesavanje
nelinearnog problema najmanjih kvadrata.
Literatura: [10], Ch.6.7.1 (pp 186-191), [19]

Najbolja Lg aproksimacija funkxije f : [a,b] — R na podprostoru svih polinoma P,, stupnja < n.
Ortogonalni polinomi.
Literatura: [4], Ch.6.8 (pp 421-434), [14], Ch. 15 (401-411)

Najbolja Ly aproksimacija funkxije f : [a,b] — R na podprostoru svih trigonometrijskih polinoma
7, stupnja < n.
Literatura: [4], Ch. 6.8 (pp 421-434), [18], Ch.5 (93-103)

Trigonometrijska interpolacija i aproksimacija
Literatura: [4], Ch.6.12 (pp 477-490),

Najbolja L., aproksimacija funkxije f : [a,b] — R na podprostoru svih polinoma P,, stupnja < n.
Cebisevljevi polinomi.
Literatura: [4], Ch. 6.8 (pp 434-449), [14], Ch. 15 (411-421)

Najbolja L,, p=1,2,00 aproksimacija podataka mjerenja y;, ¢ =1,... ,m

Literatura: radni papiri

Shepardova interpolacija i aproksimacija
Literatura: [4], Ch.6.10 (pp 459-462)

Moving least squares
Literatura: [4], Ch.6.10 (pp 465-467), [19]

Least Squares Spline 1. reda
[13], [4], Ch.6.14 (pp 493-498),

Linearno programiranje

[4], Ch. 10 (pp 735-767),
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

Metoda zlatnog raza za trazenje loklnog minimuma jednodimenzionalne funkcije bez koristenja

derivacija
Literatura: Jare, Stoer [10], Zlobec [23], Jukié, Scitovski [11]

Metoda parabole za trazenje loklnog minimuma jednodimenzionalne funkcije bez koristenja derivacija

Literatura: Jare, Stoer [10], Zlobec [23], Jukié, Scitovski [11]

Brentova metoda za trazenje loklnog minimuma jednodimenzionalne funkcije bez koristenja derivacija

Literatura: Brent [2], Ch.5, Jare, Stoer [10], Zlobec [23]

Trazenje globalnog minimuma jednodimenzionalne funkcije bez koristenja derivacija

Literatura: Brent [2], Ch.6

Powellova metoda za trazenje minimuma viSedimenzionalne funkcije bez koristenja derivacija

Literatura: Brent [2], Ch.7

Test funkcije za trazenje minimuma jednodimenzionalne i visedimenzionalne funkcije

Literatura: Brent [2], Ch.7, Gill [8], Jare, Stoer [10], Kelley [12], Himelblau
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