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1 Uvod

Problem svojstvenih vrijednosti je kompleksan numericki problem o ¢emu postoji brojna literatura
(vidi primjerice [1], [2], [3], [6], [7]). U primjenama je posebno vazno znati najveéu i najmanju po
modulu svojstvenu vrijednost i odgovarajuce svojstvene vektore. Primjerice, problem izbora rjesava
se medu ostalim i tzv. analitickim hierarhijskim procesom, pri ¢emu je potrebno odrediti maksi-
malnu svojstvenu vrijednost jedne kvadratne matrice (vidi [10]). S druge strane, preko najmanje
svojstvene vrijednosti i odgovarajuceg svojstvenog vektora jedne pozitivno definitne simetri¢ne

matrice rjeSava se tzv. potpuni linearni problem najmanjih kvadrata s razli¢itim primjenama (vidi

[4], [9])-

2 Metoda potencija

Najprije éemo pokazati poznatu metodu potencija (Power Method) za trazenje po modulu najveée
svojstvene vrijednosti i pripadnog svojstvenog vektora. Postoje razlicite varijante u pristupu (vidi
primjerice [1], [2] ili [7]). Mi ¢emo se uglavnom drzati pristupa iz [2]. Za danu kvadratnu matricu

A € R™" pretpostavljamo:

e (i) postoji jedinstvena po modulu najveéa svojstvena vrijednost A;:

Al > Aol = [As] = - = Al

e (ii) postoji linearno nezavisni skup svojstvenih vektora {u(l), e ,u(")}7
Au® =)\ u®, i=1,...,n. (1)
Izaberimo vektor x(©) € C", tako da kada ga prikazemo u bazi {u(l), e u(”)}, koeficijent koji

stoji uz svojstveni vektor u™ bude razlicit od nule:
x© = aqu® + .. 4 g, u™, ar # 0, (2)
i formirajmo niz

xM = Ax@ x@ = AxM ... x®) = AxFE=D o0 g

x®) = ARx©) g9 (3)
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Bez smanjenja opéenitosti umjesto (1) mozemo pisati (koeficijente aq, . .. ,a, “uvuéemo” u vektore
fu®,... u™))

X0 = gD oy
odakle, koristeéi (3), dobivamo

A [u(l) + (ﬁ—f)k u® 4.4 (i—j)k u(”)] =M [u) +e®]

gdje zbog |\i| < |M\1], €® — 0 za k — oo.
Definirajmo sada linearni funkcional ¢ : C" +— R, takav da je ¢(u®) # 0. Mozemo primjerice

uzeti ¢(x) = x;, gdje je x; i-ta komponenta vektora x. Kako je

6(xM) = A [p(u®) + 9(cM)] .

niz definiran s

Ty =

GE)  [Hu)) + gl )
ox®) 1[¢wun+¢@@»}
konvergira prema A;.

Kako bi izbjegli eventualne moguénosti da niz (x(k)) konvergira prema 0 ili da bude neogranicen,

vektore x(*) ¢emo normirati.

Algoritam: Power Method

Korak 0 Uéitamo: matricu A, vektor x(?), maksimalni broj iteracija , funkcional ¢ i stavimo k = 1

Korak 1 Definiramo vektor y = A x(©)

Korak 2 izracunamo A = ¢(y)/¢(x(?) i x = y/||y||

Korak 3 Ispisimo rezultate: k, A, =z

Korak 4 Stavimo x(®) = x, k = k+ 11 ako je k < it, prijedemo na Korak 1; Inace zaustavimo

iterativni proces.

Primjer 1 Pozivom Mathemayica - naredbe Eigensystem za matricu

6 5 —5
A=12 6 -2,
2 5 -1
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dobivamo svojstvene wvrijednosti: \y = 6, Ao = 4, A3 = 1 i odgovarajuce svojstvene vektore:
u = (1,1,1)7, u® = (0,1,1)7, u® = (1,0,1)T. Navedenim algoritmom Power Method
izracunat éemo najveéu svojstvenu vrijednost i odgovarajuci svojstveni vektor. Uz izbor x(0) =

(-1,1,2)T, nakon 10 iteracija dobivamo
A1 = 6.08121, u) = (—1.,-0.973988, —0.973988)".

Medutim, ako izaberemo x(©) = (1,2,3)T, neéemo dobiti najvecu svojstvenu vrijednost. Zasto?
Na osnovi napisanog algoritma sagradit ¢emo odgovaraju¢i Mathematica — modul. Kako bi

izbjegli moguénost loseg izbora pocetnog vektora x(°), njegove komponente definirat é¢emo kao
slucajne brojeve.

In[1]:= PowerMethod[a_, it_] := Module[{lam, x, x0, y, phi}, n = Length[a[[1]]];
x0 = Table[Random[], {i, n}]; philx_] := x[[3]];
Dol[y = a.x0; lam = phily]/phi[x0];
x = y/Max[Abs[yl]; %0 = x, {i, it}];
{lam, x}

3 Inverzna metoda potencija

Inverzna metoda potencija (Inverse Power Method) sluzi za brzo ra¢unanje po modulu najmanje

svojstvene vrijednosti i pripadnog svojstvenog vektora. Moze se pokazati da vrijedi (vidi primjerice
[7])
Teorem 1 Neka je A € R™¥" reqularna matrica. Ako je A € o(A), tada je \™! € o(A™1).
Pretpostavimo da postoji jedinstvena po modulu najmanja ne-nul svojstvena vrijednost A,

|>\1| > |)\2| > 2 |>‘n71| > |>‘n| > 0.
§to mozemo zapisati kao

1 —1 —1 -1
A< A< < AT <AL

Kako je A, ! po modulu jedinstvena najveéa svojstvene vrijednost matrive A~1, moZemo je izracunati

primjenom Power Method.

Primjer 2 Potrazimo najmanju svojstvenu vrijednost © odgovarajuci svojstveni vektor matrice iz

Primjera 1.

Primjenom modula PowerMethod na matricu A~! nakon 10 iteracija dobivamo:

A3 =1, u = (1.,0,1)T.
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Medutim, ako bi za funkcional ¢ izabrali ¢(x) = 2, iterativni postupak nebi konvergirao rjesenju.

Zasto?

Bududi da je izracunavanje inverzne matrice numericki nestabilan posao, u Koraku 1 umjesto

izracunavanja vektora y = A~ x(®) mozemo rjesavati sustav linearnih jednazbi
Ay =x, (4)

Buduéi da susatv oblika (4) u algoritmu rjesavamo u svakoj iteraciji s istom matricom sustava
A korisno je primijeniti LU-dekompoziciju matrice A.

Uz pretpostavku da su dostupni moduli FS za rjeSsavanje donjeg trokutastog i BS za rjesavanje
gornjeg trokutastog sustava, modifikaciom modula PowerMethod sagradit ¢emo modul InversePow-
erMethod za izracunavanje po modulu najmanje svojstvene vrijednost matrice A i odgovarajuceg
svojstvenog vektora.

In[1]:= InversePowerMethod[a_, it_] := Module[{lam, x, %0, y, phi}, n = Lengthl[a[[1]1]];
LU[a, nl;
x0 = Table[Random[], {i, n}]; philx_] := x[[3]];
Do[xx = FS[n, L, x0]; y = BS[n, U, xx]; lam = phil[y]/phil[x0];
x = y/Max[Abs[yl]l; %0 = x, {1, it}];

{lam, x}
]
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