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Rjesavanje sustava nelinearnih jednadzbi

1 Newtonova metoda
Promatramo sustava nelinearnih jednadzbi
fi(ﬂ?l,ﬂﬁg,...,l‘n)zo, i:l,...,n, (1)

odnosno f(x) = 0, gdje je f: R® — R", f(x) = (fi(z),..., fu(2)?, x=(z1,...,2,)T.

Najpoznatija metoda za rjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi je tzv. Newtonova metoda.! Najprije

izaberimo po¢etnu aproksimaciju x(©) = (xgo), xgo), e (0)) i svaku od funkcija f; razvijemo u Taylorov
red u okolini (9, te linearnu aproksimaciju oznaéimo s fi:
afi( X(O)
x(©) i _ .0 -
fi(x) = +Z iy z;7), i=1,...,n (2)

Sada umjesto sustava (1) rjesavamo sustav

§to mozemo pisati u matri¢cnom obliku na sljede¢i nac¢in

JO50) — _g(x(), 3)
af1 (x? afy (x?
fla(:cl Lo fla(x,, : L1 _xg()) fl (X(O))
3O — ; s = ; L Ex©)=
o) 2 Tn =) Fa(x(®)

Oz Oxn

Matricu J nazivamo Jacobijeva matrica ili Jacobijan sustava. Nova aproksimacija rjesenja tada je
x() = x(0) 4 40)
Opéenito, dobivamo iterativni postupak
xEFD — xB) LB g =0,1,... (4)
gdje je vektor smjera kretanja s(*) rjesenje sustava
Jkg = —f(x(k)). (5)

Primijetite da se iterativni postupak (4)—(5) uz pretpostavku regularnosti Jacobijana J*) moze za-

pisati u obliku
xFHD) — (k) _ (J(k))ilf(x(k)), k=0,1,..., (6)

§to podsjeéa na Newtonovu metodu tangenti za rje savanje jednadzbe f(x) = 0,f : R — R. Inagce,

iterativni proces (6) rijetko se koristi jer je postupak (4)—(5) numericki stabilniji.

1U literaturi ova metoda Gesto se moze naéi pod nazivom: Newton-Raphson method
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Ako pocetnu aproksimaciju x(?) izaberemo dovoljno blizu rjesenja x* i ako je u svakoj iteraciji Jaco-
bijan J nesingularan, onda Newtonova metoda (4) vrlo brzo (kvadratiénom brzinom) konvergira prema
rjesenju sustava jednadzbi (1) (vise detalja vidi u [4] ili [8]). To zapravo znaci da u praksi nemamo garan-
cije da ¢e Newtonova metoda uvijek konvergirati, ali ako smo u stanju pocetnu aproksimaciju zeljenog

rjeSenja dobro procijenit, ova metoda ¢e nas vrlo brzo dovesti do pravog rjesenja.

Primjer 1 Treba rijesiti sustav jednadzbi:

1‘2(1’1—1)—1 = 0

3 -z} -1

Il
o

Geometrijski, to znac¢i da treba pronaci sjecista odgovarajuéih krivulja ¢iji su grafovi prikazani na
Slici 1.

N 2 ,
N 4
N 1.5 /’
\
\\ l /I
/
0.5 !
\
\ f
;
-3 =2 - 2 3
U 5 \\
/ AY
4 = \
4 \
s/ -1.5 N
Ve -2 N

Slikal. za(z1 —1)—1=0, 2?2-23-1=0

Ovu sliku lako se moze nacrtati u Mathematici. Najprije treba pozvati Mathematic-package:
In[1] := << Graphics‘ImplicitPlot*
a zatim sljede¢om naredbom dobivamo Sliku I:

In[2] :=ImplicitPlot[{x2(x1 - 1) - 1 == 0, x1°2 - x2°2 - 1 == 0}, {x1, -3, 3},
PlotStyle -> {GrayLevel[0], Dashing[{.02}]1},
PlotRange -> {-2, 2}, AspectRatio -> .7]

U ovom slucaju imamo:

2oz —1) —1 T2 w1 —1
f(l'l,([,‘g) = 233(% 1—.1?% )_ 1 ) J((El,x2) = |: 23321 _123;2 :|

Funkciju f i njen Jacobijan J definirat ¢emo na sljedeéi nacin:

In[3]:= Clear[f, J, x1, x2]; n = 2;
flx_] = {x[2](x[1] - 1) - 1, x[11"2 - x[2]"2 - 1};
flx] /. {x[1] -> x1, x[2] -> x2}
J[x_] := Table[D[£f[x][[i]1], x[j1], {i, n}, {j, n}]
Jix] /. {x[1] -> x1, x[2] -> x2}

Pocevsi primjerice s poéetnom aproksimacijom z(9) = (2,1)T koristenjem jednostavnog programa

In[9]:= w = Table[x[i] -> x0[[il]l, {i, n}];
a=H[x] /. w;
b=-flx] /. w;
Print["x0=", N[x0], " £f0= ", -N[b]l]

s0 = LinearSolvel[a, b];
x1 = x0 + s0; x0 = x1;
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dobivamo f(©) = (0,2)T. Ponavljajuéi ovaj kratnki program dobivamo vrijednosti prikazane u Tablici 1.

k k k k k k k k
R N o G T L S . U
2 1 (0,2) -1 -5 (0,—.25)
1.66667 1.33333  (-0.111111,0.) | -1.11111 -0.472222 (0.003, -0.012)

171795 1.39744  (-0.003, 0.001) | -1.10692 -0.474621 (-0.00001, 0.00001)
171667 1.39534 (2.776,—2.76)

Tablical

wWw N = O

Takoder za 2(°) = (=1, —.5)" dobivamo f(®) = (0, —.25)7, te u u samo dva koraka rjesenje prikazano
u Tablici 1. U ovom slucaju zadovoljit ¢emo se kriterijem da iterativni proces zaustavimo kad vrijenost

svih funkcija f; postanu manje od nekog unaprijed zadanog broja € > 0, tj. kada za neki k bude ispunjeno
[£(x") oo = max | fi(x™)] < e

Sada ¢emo sagraditi Mathematica-modul SNJ koji ¢e rjeSavati sustav od n nelinearnih jednadzbi s n

nepoznanica:

In[14]:= SNJ[n_, x0O_, eps_, it_, f_] := Module[{a, b, sO, k = 0},
w = Table[x[i] -> x0[[i]], {i, n}1;
J[x_] := Table[D[f[x1[[i1], x[j11, {i, n}, {j, n}l;
a=Jx] /. w;
b=-flx] /. w;
xs = x0;
Print["x0=", N[x0], " f0=", -N[bl];
While[k = k + 1; Max[Abs[b]] > eps && k < it,
sO0 = LinearSolvel[a, b];
xn = xs + s0;

XS = Xn;

w = Table[x[i] -> xs[[i]l], {i, n}];
a=Jx] /. w;

b=-flx] /. w;

Print["x", k, "=", N[xn], " f=", -N[bl];
]

Modulu SNJ predajemo sljedeée podatke:

n — broj jedndzbi (odnosno nepoznanica)
0 —  vektor pocetne aproksimacije
eps — zahtijevana toc¢nost
it  — maksimalno dozvoljen broj iteracija
f  — funkcija f:R" — R"

Iterativni proces tece i printaju se medurezultati izra¢unavanja tako dugo dok je [|f(x®))||sc > eps i

maksimalno dozvoljen broj iteracija < it.

Zadatak 1 Naci rjeSenja sustava nelinearnih jednadzbi

3pi4+ 323 +23 -5 = 0
6r1T2x3 — 1+ 522 +3x3 = 0
drirg —x2w3 —1 = 0

Rjedenje: 1 = 1.2844570503, x5 = 0.1207565120, a3 = 0.1589186226.
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Zadatak 2 Nadéi rjesenja sustava nelinearnih jednadzbi

223+ 23 -1 = 0
3462312 -1 = 0

RjeSenje: 21 = 0.441615, x2 = 0.780995

Zadatak 3 Naci rjeSenja sustava nelinearnih jednadzbi

201 —x2 —6lnzx—3 = 0
1521 — 1022 — 60lnzs —6 = 0

Rjesenje: x1 = 0.646061, x5 = 0.913292.

Zadatak 4 Nadéi rjesenja sustava nelinearnih jednadzbi

o

x1+310g10m1—m§ =
2x%—x1x2—5x1+1 = 0

RjeSenje: x1 = 3.86863, xo = 2.99575.

Zadatak 5 Za razlicite vrijednosti od n naéi rjesenja sustava nelinearnih jednadzbi (vidi 77)

x3,
fizxi—— 5 = 0, i=1, ,n—1
2
_ T
fnfxn_l_(l) =0

Rjegenje: 2! = (0,---,0)T, 22 =(10,---,10)7T.

Zadatak 6 Sljededi sustav jednadzbi javlja se kod problema modeliranja tranzistora (vidi takoder [9]).

(1 — z122)23 (exp(w5(g1k — g3e27° — gskas ) — 1) — gsk + guwz = 0, k=1,2,3,4
(1 — zy22)za (exp(z6(g1k — gor — 93127 °)) — 1) — gskr1 +gae = 0, k=1,2,34
T3 — 22wy = O,

gdje su g; ; elementi matrice

485 752 .869 982
.369 1.254 703 1.455
G=| 52095 10.0677 229274 20.2153

23.3037 101.779 111.461  191.267
28.5132 111.8467 134.3834 211.4823

Rjesenje:

al = (.9, .449987, 1.00001, 2.00007, 7.99997, 7.99969, 5.00003, .999988,  2.00005)7
22 = (.898510, .973968, 11.6486, 10.7462, 3.25083, 6.71055, —8.764, 1.25133, —.525131)7.

Zadatak 7 U [1}] naveden je sljedeéi primjer sustava nelinearnih jednadzbi

fi = arctan(x1) 4221 —22=0
fo = 2w +x2=0,

koji ima jedinstveno rjesenge (0,0)T. Pokazite da Newtonova metoda za proizvoljni :céo) konvergira prema

rieSenju ako je |x§0)| < 1.391 i divergira ako je |x(10)| > 1.392.

(n+1)

Uputa: Razmotrite omjer Il(,,) . Posluzite se grafickim prikazom.
Ty
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Zadatak 8 U [5] navedeni su sljedeéi test problemi s poZetnom aproksimacijom 2O § rjesenjem z*

(a) K.M.Brown (1969)  n =5, 2@ = (5,...,.57T, =(1,..., D)7

n
fi = —(n+1)+2z+ > z;, 1<i<n-1
" JFi
fn = -1+ H Tj = 0
Jj=1
(b) K.M.Brown (1969)  n =2, 2@ = (.1,2)T, r* = (1.06735,.139228)7.
f1 = x%—l‘g—lzo
f2 = ($1—2)2+($2—.5)2—1:0

(c) R.Fletcher (1965) n=2...,9, :c§-0) =j/(n+1), 1<j<m

x; su permutacije apscisa Cebisevljeve kvadraturne formule reda n.

1 n
1
fi= [ T0dc— > i),
0 n <
j=1
gdje je T; i-ti Cebisevljev polinom transformiran na interval [0,1], tj

T(Q) =1 Ti(Q) =21, Ti1(Q) =22 ~ DT(C) ~ Tia(C), zai > 1.

Primigetite da vrijedi:

1 )
|0, 1 meparan
/0 T;(¢)d¢ = { =L i paran

1°

(d) K.M.Brown, S.D. Conte (1967) n =2, 0 = (.6,3)7, z* = (5,m)T.

=0
€2 _2ex1 =0

f1
2

5 sm(mlxg) -
(1 _ ( 2z

2 L1
A 2

)+

(e) K.M.Brown, W.B. Gearhart (1971) n =3, 20 = (1,.7,5)7, * = (0,v2,6)T.

fi = 21+223-4=0
fo = x%+$%+$3—8:0
f3 = (xl—1)2+(2x2—\/§)2+(x3—5)2—4:0
(f) C.G.Broyden (1965)  n = 5,10, 2@ = (-1,..., -7,
fi = (bxry—3)r1 +222—1
fi = xi1+ (5%1 — 3)1[,‘z +2z41—1 2<i<n—-1
fon = Tn-1+ (Dzp— 3z, —1

Zan =5, z* = (—.968, —1.18696, —1.14848, —.958989, —.594159)%

Zan =10, z* = (=1.03011, —1.310444, —1.37992, —1.39071, —1.37963, —1.34993, —1.29066, —1.17748, —.967501, —.596526)"
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2 Quasi—Newtonova metoda

Vrlo vazno mjesto medu metodama za rjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi zauzimaju tzv. Quasi-
Newtonove metode, koje je uveo BROYDEN (1965), a koje su nastale kao generalizacija metode sekanti.

Kao sto je pokazano u t. I aproksimaciju funkcije f u okolini tocke 2° mozemo zapisati kao
fla) = f(2°) + J(2%) (@ - 2°).

Ako s B ozna¢imo aproksimaciju Jacobijana J u tocki 2°, onda ima smisla postaviti zahtjev da B

zadovoljava jednadzbu

Bs=y (7)

Ako je B poznata aproksimacija od J, Broydenova pretpostavka je da se B razlikuje od B samo u

smjeru s, tj. da se B ne razlikuje od B na ortogonalnom komplementu od s, tj.
Bz = Bz, ako je (z,5) = 0. (8)

Lako se moze pokazati da B definiran s
_ T
B=21B + m
(s,5)
zadovoljava (7) i (8), te da se B dobiva od B dodavanjem matrice (korekcije) ranga 1.

Na taj nacin dobivamo direktnu Broydenovu metodu
Tht1 zxk—Blzlf(xk), k=0,1,..., (10)

gdje se matrice By € R™*"™ generiraju rekurzivnom formulom

(yx — Brsi)s)

Byy1 = B +
(K Sk)

k=0,1,..., (11)
gdje je
Yk = f(@rp1 — f(zr), Sk = Trg1 — T (12)

Izradit ¢emo Mathematica—program za direktnu Broydenovu metodu i testirati ga na Primjeru 1, str. 2.
Najprije definirajmo funkciju f, broj jednadzbi n, po¢etnu aproksimaciju xg, to¢nost eps, maksimalno
dozvoljen broj iteracija it i te jedini¢nu matricu By reda n kao pocetnui aproksimaciju jacobijana, a
brojac iteracija k postsvimo na 0.

In[1]:= flx_1:= {x[2]1(x[1] - 1) - 1, x[1]1"2 - x[2]"2 - 1};
n=2; k=0; x0={2., 2.}; eps = .00005; it = 100;

BO = IdentityMatrix[n];
Print["x0=", x0, " £0=", f[x]/.Tablel[x[i]->x0[[il], {i,n}]]

Nakon toga koristeéi algoritam opisan s (10)—(12) napisimo program za direktnu Broydenovu metodu
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In[2]:= Whilel[k = k + 1;
w0 = Table[x[i] -> xO0[[il], {i, n}];
s0 = -Inverse[BO].f[x] /. wO0;
x1 = x0 + s0;
wl = Table[x[i] -> x1[[i]], {i, n}];
f1 = f[x] /. wi; fO0 = £[x] /. wO; y = f1 - £0;
Max[Abs[£f1]] > eps && k < it,
Print["x", k, "=", x1, " £, k, "=", f1]
If [Apply[Plus, sO Inverse[BO].y] == 0, B1 = BO,
v = sO/Apply[Plus, sO sO0]];
vv =y - B0.sO; Bl = BO + Tablel[vv[[il] v[[j1], {i, n}, {j, n}];
x0 = x1; BO = Bl
]

Racunanje inverzne matrice B, ! moze se izbjeéi tako da umjesto (10) rjesavamo sustav linearnih
jednadzbi

Brsp = —f(wg).

Drugi naéin da bi izbjegli ra¢unanje inverzne matrice B, ! je primjena Sherman-Morrisonove leme?

Koristenjem Sherman-Morrisonove leme iz (11) izracunat ¢emo B, 4}1' Uz oznake

_ Yk — Brs v s
(st 55) a
dobivamo
-B B!
oot (o mp o) _ (B )
(ks 5k) (K Sk)
- B — B 'yp)sti B !
Bk__il _ Bk_l _ (Sk)fllc) Bk_l Yk kSk Sz“Bk—l — Bk_l + (Sk k :gkl)sk k
(sk, By, “yk) (K, 5k) (sk, By, "yk)
Prema tome ako oznac¢imo: Hj, := Bk_l, onda je Hyt1 := Bk_il definiran s
sk — Hyyr)st Hy, .
Hy11 = Hi + ( (on Ii?k;k; ,  uzuvjet (s, Hyyk) # 0, (13)
¢ime je definiran inverzni Broydenova metoda
Tr+1 :xk_ka(xk)v k=0,1,..., (14)

Ako najprije definiramo potrebne parametre slicno kao i kod direktne Broydenove metode

In[1]:= flx_]:= {x[2]1(x[1] - 1) - 1, x[1]1"2 - x[2]"2 - 1};
n=2; k=0; x0={2., 2.}; eps = .00005; it = 100;
HO = IdentityMatrix([n];
Print["x0=", x0, " £O0=", f[x]/.Tablel[x[i]l->x0[[i]l], {i,n}]]

onda koriste¢i algoritam opisan s (13)—(14) mozemo napisati program za invrznu Broydenovu metodu

2Lema (Sherman-Morrison (1949)). Neka su u,v € R™ i neka je A € R"*™ regularna matrica. Tada je matrica A + uvT
regularna onda i samo onda ako je o = 1 + (v, A7 u) # 0. Ako je ¢ # 0, onda vrijedi

(A+uwh)t=4"1-1/0)A tuoT AL,
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In[2]:= Whilel[k = k + 1;
w0 = Table[x[i] -> xO0[[il], {i, n}];
sO = -HO.f[x] /. wO;
x1 = x0 + s0;
wl = Table[x[i] -> x1[[i]], {i, n}];
f1 = f[x] /. wi; fO0 = £[x] /. wO; y = f1 - £0;
Max[Abs[£f1]] > eps && k < it,
Print["x", k, "=", x1, " £, k, "=", f1]
If [y == Tablel[0, {i, n}], H1 = HO,
v = (Transpose[HO].s0)/Apply[Plus, (HO.y) s0]];
vv = sO - HO.y; H1 = HO + Table[vv[[il] v[[j1], {i,n}, {j,n}];
x0 x1; HO = H1
]

Naravno, rezultati izvodenja Broydenove direktne i inverzne metode moraju biti isti. U Tablici 2

prikazano je prvih 8 iteracija na Primgjer 1..

k[ af x5 1/ %]l
0 2 2 1

1 1 3 9

2 | 0.666667 0 1

3| 1.41165 0.847744 .65
4| 4.18449  5.07559 15.16
) 1.537 1.00531 .46
6 | 1.60838  1.13469 31
7| 1.75064  1.45862 .095
8| 1.71616  1.38812 .018

Tablica2 Broydenova metoda

Broydenova metoda je sporija od Newtonove, ali su njene prednosti u tome $to nije potrebno izracunavati

Jacobijan funkcije f.
Zadatak 9 DokaZite Sherman—Morrisonovu lemu.

Zadatak 10 Usporedite Newtonovu metodu s Broydenovom direktnom i inverznom metodom tako da
pratite potrebno vrijeme racunanja za ranije navedene primjere. Za n = 2 nacrtajte grafove funkcija

f1, f2, te ucrtajte tocke koje pretstavljaju pojedine iteracije.
Navest ¢emo jos dvije najpoznatije quasi-Newtonove metode ranga 2 (vid primjerice [3], [4], [6]):
(a) Davidon-Fletcher-Powell (DFP) metoda

Xp1 = X — Hif(xz), k=0,1,...,

SkSh B H,y.yi Hy,

Hyp = Hy + ,
wH " ykesk) (yr Hiyr)

k=0,1,...,

(b) Broyden-Fletcher-Goldfarb-Schano (BFGS) metoda

Xk+41 :Xk—ka(Xk), k:O,l,... 5

T T T

skyk yksk sksk

H, :(I— )Hk(l— >+ C k=0,1,...,
i (Yk»Sk) (Yk»Sk) (Yk»Sk)
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Vise tetalja o ovim metodama, o uvjetima i brzini konvergencije, te njihovim svojstvima moze se

vidjeti u nize navedenoj literaturi, a posebno u [3], [6]

Zadatak 11 Izradite programe za DFP i BFGS metode. Testirajte ove metode s drugim na ranije danim

primjerima.
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