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Uvjetovanost sustava linearnih jednadzbi

1 Uvod

Promatramo sustav linearnih jednadzbi Ax = b. Uz pretpostavku da je A kvadratna regularna matrica,

sustav ima jedinstveno rjesenje x = A~'b. Mogu se postaviti ovakva pitanja:

(i) Koliko ée se promijeniti rjeSenje x sustava, ako se vektor slobodnih koeficijenata b promijeni za

Ab, a matrica A ostane nepromijenjena?

(i1) Koliko ée se promijeniti rieSenje x sustava, ako se matrica sustava A promijeni za AA, a vektor

b ostane nepromijenjen?

(iii) Koliko ée se promijeniti rjesenje x sustava ako se matrica sustava A promijeni za AA, a vektor b

za Ab?
U odgovoru na sva tri pitanja pojavljuje se broj uvjetovanosti matrice A (vidi primjerice [4], [, [] )
cond (A) = A1 A],
gdje je || - || neka matriéna norma. Broj uvjetovanosti matrice A uvijek je veéiili jednak 1. Ako je matrica

dobro uvjetovana (cond (A) je blizu 1), pogreske u vektoru rjesenja x bit ée reda veli¢ina pogresaka u
matrici A ili vektoru b. Ako je matrica lose uvjetovana (cond (A) je puno veéi od 1), ve¢ male pogreske
u elementima matrice A ili vektoru b proizvest ¢e velike pogreske u vektoru rjesenja x.

Razloge ovim pojavama pokusat ¢emo geometrijski obrazloziti na sustavu dvije jednadzbe s dvije

nepoznanice, a pri tome razmatrat ¢emo samo slucaj pojave pogresaka u vektoru slobodnih koeficijenata.

2 Geometrijski smisao

Geometrijski gledano sustav dvije linearne jednadzbe s dvije nepoznanice predstavlja dva pravca u ravnini.
Rijesiti ovakav sustav znaci pronaci sjeciSte spomenutih pravaca. Sustav je rjesiv i ima jedinstveno rjesenje
ako se pravci sjeku u jednoj tocki, ima beskonaé¢no rjeSenja ako pravci leze jedan na drugome, a sustav
nema rjeSenja ako se pravci ne sijeku (ako su paralelni!)

Razmotrimo najprije primjer sustav linearnih jednadzbi, gdje se odgovarajuéi pravci sijeku skoro pod

pravim kutem:

2331 — T2 = -1

. (1)

—I] — 2:[,’2

Rjesenje ovog sustava je vektor z* = (0,1)7, a graficki je prkazan na Slici 1.a. Ovu sliku i odgovarajuéi
ispis dobivamo tako tako da najprije pozovemo Mathematica—package Graphics‘ImplicitPlot®

In[1] :=<< Graphics‘ImplicitPlot¢

In[2]:=n = 2; a = {{2., -1}, {-1, -2}}; b = {-1, -2};

x = LinearSolvel[a, b];

Print["A =",MatrixForm[a]," b =", MatrixForm[b]," =x =",MatrixForm[x]," cond[A] = ",cond[a, n]]
s10 = ImplicitPlot[{al[1,1]]u + al[1,2]11v == b[[1]1], all2,1]1]u + al[2,2]]1v == b[[2]11}, {u,-2,2},
PlotRange -> {-2, 4}];
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A—{_? :H b—{_l], x—[o], cond[A] = 1.8

Pri tome, broj uvjetovanosti matrica A racunali smo modulom cond:

cond[a_, n_] := Module[{na, al,nal},
na = Max[Table[Sum[Abs[al[[i, j111, {j, n}], {i, n}l];
al = Inverselal;
nal = Max[Table[Sum[Abs[ai[[i, j11]1, {j, n}], {i, n}]1];
na nal // N]

Sada ¢emo promatrati puno sustava oblika (1) pri ¢emu ¢emo komponente vektora b kontaminirati
normalno distribuiranom slu¢ajnom varijablom N[0,0?]. Svi tako dobiveni vektori b® prikazani su na
Slici 1.b kao crne tockice u ravnini.

Za svaki takav vektor b rijesit ¢emo odgovarajuéi sustav jednadzbi. Tako dobivamo odgovarajuéa
rjesenja sustava x(. Svi tako dobiveni vektori prikazani su na Slici 1.¢ kao crne tockice u ravnini.

Primijetimo da je “oblak” tockica koji predstavlja razlicite vektore b() centriran oko tocke (—1, —2),
koja predstavlja vektor slobodnih koeficijenata sustava (1), dok je “oblak” tockica koji predstavlja razlicite

vektore x) centriran oko tocke (0, 1), koja predstavlja vektor rjesenja sustava (1).

a) Grafitki prikaz sustava b) Distribucija vektora b c) Distribucija vektora x

Slika 1. Dobro uvjetovan sustav

U cilju generiranja spomenutih vektora b(® najprije moramo pozvati Mathematica—package Statistics ‘Master?,
a bududi da ¢emo puno puta rjeSavati sustava s istom matricom sustava i razli¢itim slobodnim koefici-
jentima, iskoristit ¢emo novu moguénost koju pruza Mathematica 5.0.

In[3] :=<< Statistics‘Master®

In[4]:= m = 500; var = .1; SeedRandom[1]; podb = podx = Table[{0, 0}, {i, m}];
f = LinearSolvel[a];
Do[bl = {Random[NormalDistribution[b[[1]], var]], Random[NormalDistribution[b[[2]], wvarll};
x1 = f[b1]; (* LinearSolvel[a, b1l]; *)
podb[[i]] = bl; podx[[i]] = x1,
{i, m}1;
sll = ListPlot[podb, PlotStyle -> {AbsolutePointSize[2]}, AspectRatio -> Automatic];
sl2 = ListPlot[podx, PlotStyle -> {AbsolutePointSize[2]}, AspectRatio -> Automatic];
Show [GraphicsArray[{s10, sl1, s12}]];

Primijetimo da je na Slici 1 da veli¢ina “oblaka” vektora slobodnih koeficijenata b() otprilike odgovara

veli¢ini “oblaka” vektora riesenja x(. To znaéi da su pogreske u vektoru rjesenja x reda veli¢ina pogresaka
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u vektoru b. Posljedica je to malenog broja uvjetovanosti matrice A, odnosno dobre uvjetovanosti sustava

linearnih jednadzbi.

Razmotrimo sada primjer sustav linearnih jednadzbi, gdje se odgovarajuéi pravci sijeku pod vrlo

malim kutem:

201 — 19 = —1 (2)
—x1+ .62 = .5
Rjesenje ovog sustava je vektor z* = (—.5,0)T, a graficki je prkazan na Slici 2.a.

Ponovo ¢emo promatrati puno sustava oblika (2) pri ¢emu ¢emo komponente vektora b kontaminirati
kao i u prethodnom primjeru slicnom normalno distribuiranom slu¢ajnom varijablom. Svi tako dobiveni
vektori b®) | prikazani na Slici 2.b kao crne tockice u ravnini, ¢ine “oblak® gotovo iste velicine kao u
prethodnom primjeru.

U ovom slucaju (kao Sto mozemo primijetiti na Slici 2.c¢) “oblak” to¢kica koji predstavlja razlicite
vektore x) predstavljen je vrlo izduzenim elipsastim oblikom ¢ centrom u tocki (—.5,0), koja predstavlja
vektor rjesenja sustava (2). To znadi da se mogu o¢ekivati puno veée pogreske u vektoru rjesenja x, nego
§to su veli¢ine pogresaka u vektoru b. Posljedica je to relativno velikog broja uvjetovanosti matrice A

(cond (A) = 45), odnosno lose uvjetovanosti sustava linearnih jednadzbi (2).

a) Grafitki prikaz sustava b) Distribucija vektora b c) Distribucija vektora x
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Slika2. Lo%e uvjetovan sustav

Zadatak 1 Umjesto Slike 1.a nacrtajte sliku gdje cée se pojaviti svi pravci

_ (%)
a1 +apxres = by

(4) :
21T + a2y = bQ, t=1,...,m

ali tako da oni koji su blizi pravcima odredenim s (1) budu tamnije nacrtani, a oni koji su udaljeniji od
pravaca odredenih s (1) budu svjetlije nacrtani. Sto predstavlja najtamniji dio slike ?

Slican crtez izradite umjesto Slike 2.a.

Zadatak 2 Koristeci se svojstvenim vrijednostima i svojstvenim vektorima matrica koje se pojavljuju u
ovoj analizi opisite elipsaste “oblake” na Slici 1.c i Slici 2.c. Uspostaviti vezu izmedu kuta koji zatvaraju

pravei, kojima je graficki opisan sustav jednadzbi (1) i broja uvjetovanosti matrice sustava.
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Zadatak 3 Slicnu analizu i slike izradite za sluc¢aj tri jednadzbe s tri nepoznanice.

Zadatak 4 PokuSajte geometrijski interpretirati ovisnost pogreske prilikom rjesavanja sustava dvije lin-
earne jednadzbe s dvije nepoznanice ako se pogreske mogu ocekivati samo u matrici A ili ako se pogreske

mogu ocekivati u matrici A i u vektoru b
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