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Diskretna Fourierova transformacija

1 Fourierov red

Neka je f : [0,L] — R, f(0) = f(L) = 0 Riemann-integrabilna funkcija. Tada za svaki x € [0, L]
mozemo napisati Fourierov red (vidi [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11])

a > 2kmx 2k
0 .
= — 1
f(z) 5 + ,;:1 (ak cos — + by sin T ) , (1)
2 ‘ 2k 2 ‘ 2k
ak = T /f(y) CO8 L dyv bk - T /f(y) S I3 dya k 07 ]-a st (2)
0 0

Brojeve ay, by, nazivamo Fourierovi koeficijenti funkcije f. Koriste¢i poznate Eulerove formule (vidi [1],

[4])
e = cosu + isinwu, e ™ = cosu — isinu, 1 =v-1,

Fourierov red (1) moZemo zapisati u kompleksnom obliku

flx) = Z crexp <2k7me> ) cr = %/f(y)exp <2kgzy> dy, k€ Z. (3)
0

k=—o00

Zadatak 1 Izvedite formule (2) za Fourierove koeficijente ay,by, i pronadite vezu izmedu koeficijenata

ak, by, Fourierovog reda (1) i koeficijenata cy, Fourierovog reda (3).

2 Diskretna Fourierova transformacija

Definicija 1 Za dani niz kompleksnih brojeva fo, f1,..., fn—1 € C niz do,dy,... ,dn—1 € C definiran

formulama
1 ok jmi ,
dk:—g fiexp <— >, k=0,1,...,n—1, i=v-1, (4)
n 4 n
Jj=0
nazivamo diskretna fourierova transpfrmacija niza fo, f1,..., fn_1 i krace pisemo

f[fo;flv"'afnfl] = [dO;dla"'vdnfl] (5)

Primijetite da se (4), odnosno (5) moze zapisati u matri¢nom obliku kao
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2 Diskretna Fourierova transformacija

§to mozemo pisati kao

1 *
(d07d15"' 7dn—1)T:EV (f05f17"' 7fn—1)T7 (6)
odnosno
T 1 * T
Flfo, fiy- s fam1] = (do,di, ... ,dp_1)” = EV (fo, f1,o oo s fum1)™s (7)
gdje je V* € C™*™ kompleksno konjugirana matrica simetri¢ne matrice
M1 1 1 1 1 1
1 w w? w1
V= 1 w2 w4 . w2(n71) , W= 62:7" . (8)
1 wn_l w2(n_1) . e w(n_l)z

Zadatak 2 Pokazite da su stupci (odnosno retci) matrice V- ortogonalni i da vrijedi

V*V =VV* =nl, (9)
IVl = nllul® (10)

3 Diskretna inverzna Fourierova transformacija

Koristedi (6) i (10) lako dobivamo

(for f1oo o fo))T =V(do,da, ... dn1)”, (11)
odnosno
n—1 ..
2k
szlcz;)dkexp( Tng>7 j=0,1,...,n—1. (12)

§to u skladu s oznakom (5) mozemo zapisati

f_l[do,dl,.. . 7dn—1] = [fo,fl,.. . 7fn—1]- (13)

Zadatak 3 Pokazite da vrijedi

n—1 1 n—1
Z |di|* = - Z il
k=0 k=0

Pretpostavimo sada da je f: [0,L] — R, f(0) = f(L) = 0 Riemann-integrabilna dovoljno glatka
funkcija perioda L i da su poznate njene vrijednosti na jednoliko rasporedenim ¢évorovima u intervalu
[0, L]:

. L .
fi = f(zy), x; =hj, h:E’ i=0,1,... ,n—1. (14)

Sljede¢i teorem pokazuje kako se primjenom diskretne inverzne Fourierove transformacije F~' mogu
dobiti aproksimacije funkcijskih vrijednosti fo, f1,..., fn_1 koriStenjem samo prvih nekoliko Fourierovih
koeficijenata funkcije f i kolika se pogreska pri tome ¢ini. (Jednostavan dokaz moze se vidjeti u [5],
str. 140.)
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Teorem 1 Neka je f € C?[0,L], f(0) = f(L) = 0 i neka su cvorovi g, ... ,rn_1 € [0,L] definirani
kao u (14). Tada vrijedi

‘7:71[007017 s 7cn71] = [f(xO)vf(xl)a s af(xnfl)] + [607 s 7571*1]7 (15)

_— 1/2
pri cemu vrijedi (Z |5k|2> =0 <h3/2) .
k=0

Treba primijetiti da ovdje vaznu ulogu ima pretpostavka o glatkosti funkcije f, jer se zna da tek vise
frekvencije u Fourierovom redu dobro aproksimiraju ”$piceve” na grafu funkcije f.
Buduéi da se u rekonstrukeiji funkcije f koristi samo dio Fourierovih koeficijenata, sve se moze pro-

matrati i kao problem kompresije podataka.

4 Trigonometrijska interpolacija

Teorem 2 Za jednoliko rasporedene ¢vorove x; = j%, j=0,1,... ,n—1 naintervalu [0, L] i odgovarajuce
funkcijske vrijednosti f; = f(xz;) € C, j=0,1,...,n—1, n € N, trigonometrijski polinom
n—1 .
2kmix
pe) = 3 dyexp ( . ) . zeR (16)
k=0

ispungjava interpolacijski zahtjev

p(z;) = fj, j=0,1,... ,n—1, (17)
onda i samo onda ako je F|fo, f1,---  fn-1] = [do,d1,... ,dn-1].
Dokaz je lako vidljiv ako primijetimo da interpolacijski zahtjev (17) za x; = j%

e ki, w 2%kjmi
p(xj):];)dkeXp ( 17 j> = dekexp ( - )] = fj

=0

odgovara (12), odnosno (13): F~t[dg,d1,... ,dn_1] := [fo, f1,--+ s fu_1]-

Medutim poznato je da interpolacijski polinom (16) sa svojstvom (17) ima jake oscilacije (vidi [8]).
Primjer 1 Zadana je funkcija f:[0,2] — R, f(x) =1— |z —1|. Ocigledno je f(0) = f(2) = 0.

Primjenom Mathematica—programa DFT za n = 5 i n = 15 dobivamo odgovarajuce trigonometrijske

polinome. Grafovi funkcija Re(p(z)) i Im(p(x)), zajedno s grafom funkcije f prikazani na Slicil.
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Slika 1. Trigonometrijski interpolacijski polinomzan=5in =15
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U cilju postizanja dobre aproksimacije funkcije i izbjegavanja jakih oscilacija, promatramo trigonometrij-
sku funkeciju oblika
n/2—1

2k
r(z kZ/Q dy exp zzx n €N, (18)

pri ¢emu pretpostavljamo da je n € N paran broj. Pokazat ¢e se (vidi Teorem 4) da pogreska aproksimacije
funkcijom r moze biti znatno manja nego pogreska aproksimacije trigonometrijskim polinomom p.
U prethodnoj sumi (18) ima n ¢lanova. Prenumerirajmo zato sumu u (18), tako da uvedemo novi

indeks sumacije j = k + 5 kome ¢e donja granica sume biti 0, a gornja n — 1. Dobivamo

(] ) T —NTIT 2]7rm —NTIT
Z dj—n exp L2 = Z dj—n exp = p(x) exp 7 (19)

a kako je exp /% m’ = Im = (e‘”i)J = (=1)7, vrijedi

Teorem 3 Za jednoliko rasporedene ¢vorove x; = j%, j=0,1,... ,n—1 naintervalu [0, L] i odgovarajuce
funkcijske vrijednosti f; = f(x;) € C, 7 =0,1,... ,n—1, n € N, trigonometrijska funlcija r zadan s (18)
ispungjava interpolacijski zahtjev

r(xj):f]) j:05177n_15 (20)

onda i samo onda ako je

F [(_1)0f07 (_1)1f1a cee (_1)n_1fn71] = [d*%ad*%Jrlv cee 7d%71]' (21)

Ako su f; vrijednosti dovoljno glatke periodi¢ne funkcije u ¢vorovima xz;, onda trigonometrijska
funkcija r s interpolacijskim svojstvom r(x;) = f;, j=0,1,...,n —1 predstavlja dobru aproksimaciju

te funkcije.

Primjer 2 Funkciju iz Primjeral aproksimirat éemo trigonometrijskom funkcijom r zan =6 i n = 10.
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Slika 2. Trigonometrijski interpolacijski polinom r zan =6 in =10

Sljededi teorem pokazuje velicinu pogreske prilikom aproksimacije periodi¢ne funkcije trigonometri-

jskom funkcijom r

Teorem 4 Neka je f : R — C m puta neprekidno diferencijabilna periodicna funkcija temeljnog perioda
L. Tada za trigonometrijski polinom r s interpolacijskim svojstvom r(x;) = f(x;), j=0,1,...,n—1

vrijedi ocjena pogreske

I = fll2 < em (I£l2 + 1£2) 0™, e >0, (22)

pri cemu je | fllz = \/ J" 1 () dz.
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Primijetite da formula (19) pokazuje da ako trigonometrijski polinom p interpolira m puta neprekidno

diferencijabilnu periodi¢nu funkciju f : R — C temeljnog perioda L na jednoliko rasporedenim ¢vorovima
x; = %, onda je funkcija r(z) := p(x)exp =% oblika (18) i osim toga ona interpolira funkciju

—nmiz

f(x) exp =2*% u ¢vorovima z;. Pri tome je pohreska interpolacije zadana s (22).

Zadatak 4 Pokazite da vrijedi

dm —nmix —NTIT e /T —nmi\"

i - i (m—k)

i (@0 =T ) = e =] > (%) <( ) s (x)) .

Iz Teorema4 mozemo dobiti i ocjenu pogreske za interpolacijski polinom p. Kako je |exp # =1,
vrijedi
—NTILT —NmiT
Ir = fexp —7—I = lp = f]l jexp =llp—fIl,
a kako u formuli iz Zadatka 4 dominira ¢lan uz n™, vrijedi
lp— £l =OQ).

4.1 Realna trigonometrijska interpolacija
Neka su (xj, f;), 7 = 0,1,... ,n — 1 podaci, gdje su z; = % € [0, L] jednoliko rasporedeni ¢vorovi na

intervalu [0, L], a f; € R realni brojevi. Tada se moze pokazati da realni trigonometrijski polinom

n_

% 2k 2k
T(z) =ao+2 Z <ak cos 1L 4 by, sin wx) + @y /2 cOs nLLx’ (23)
k=1
s koeficijentima
= 24k
ax = 23 fjcos T
i=0
" (24)
n— .
b, = % 4 fjsin —ij”, k=0,1,...,%,
7=0
interpolira podatke (x;, f;), 7 =0,1,... ,n— 1.
Zadatak 5 PokaZite da su koeficijenti ag, by, k = 0,1,..., 5 realnog trigonometrijskog interpolacijskog
polinoma (23) i diskretna Fourierova transformacija [d—»,d-21,... ,dz 1] 2adan s (21) povezani for-
mulama
do = ao, | d_pnj = an/?a (25)
drp = ap — by, d_p=ar+1iby, k=1,... ,%—1.

Zadatak 6 Pokazite da za trigonometrijsku funkciju v zadanu s (18) i trigonometrijski polinom T zadan
s (23) vrijedi

(i) Rer(z) = T(x),

(ZZ) T({Ej):fj, jIO,].,...,TL—]..
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5 Brza Fourierova transformacija

Diskretna Fourierova transformacija F[fo, f1,. .. , fa_1] := (do,d1, ... ydu_1)T = 2V*(fo, f1,. . s fu1)T

—n
zahtijeva O(n?) kompleksnih mnozenja i zbog toga moze trogiti puno vremena rada racunala. Brza

Fourierova transformacija! zahtijevat ée samo O(nlog,(n)) kompleksnih mnozenja.

Teorem 5 Neka st go, iy --- » Gm—1 & Gms Ym—+1s - - - » §2m—1 dva niza kompleksnih brojeva duljine m. Tada
je diskretna Fourierova transformacija naizmgjenicnog niza go, gm, 91, Gm+1 - - - 5 Gm—1, 92m—1 duljine 2m
zadana s

Filgo: Gms 91: Gms1 - -+ s Gm—1, G2m—1] = 3 Fk[90, g1, - -+ Gm—1] + 3¢ " F[gm, Gmt1, - - G2m—1]
1
2

fm-i—k[g()a 9m> 91, 9m+1 - - - ;9m—1, ng—l] = %]:k [gOa g1, .- 7gm,—1] - eikﬂ—i/m]:k [gm,a Im+1y--- 792m,—1]
(26)
gdje je Fi, odnosno Fmik, k-ta, odnosno (m + k)-ta komponenta Fourierove transformacije F.

Dokaz. Primijetimo najprije da se k-ta komponenta Fourierove transformacije F|[go, g1, - - -  gm—1] do-
bije kao ponderirana aritmeticka sredina brojeva go, g1, . .. , gm—1, pri ¢emu se ponder broj g; definira kao
exp % Zato ¢e se k-ta komponenta Fj, Fourierove transformacije F[go, gm, g1, Im+1 -« - s Gm—1, 92m—1
dobiti kao aritmeticka sredina brojeva go, gm, 91 9m+1--- ,Gm—1,92m—1, Pri ¢emu se ponderi neparnih
¢lanova gg, g1,--- ,9m—1 definiraju s exp #ﬁj)m,j = 0,1,...,m — 1, a ponderi koji stoje uz parne
¢lanove g, Gmt1s - -+ 5 g2m—1 S €Xp W, j=0,1,...,m—1. Zatoza k € {0,1,... ,m — 1} vrijedi

S —ok(2j)mi | M=t —2k(2j+1)mi
Frl90, Gms 91, 9m+1 -+ s 9m—1,92m—1] = om > g;j expgiﬂj + > Im+j exp%m
=0 =

m—1

_ 1 —2kjmi —kmi —2kjmi

= 5= < Zo gj exp — = +exp = ‘Zo Gmtj €xp — 1= ) ,
j=

§to je prva jednakost u (26). Druga jednakost dobiva se analogno, pri ¢emu zamjenjujemo k < k + m i

koristitimo

p2(ktm)jmi/2m _ ,—jmi —kjmi/m _ (_1)je—kjm'/m.

&

Primjer 3 Akojem =21, q €N, onda se za izrac¢unavanje Fourierove transformacije brojeva fo, f1,... , fin—1

moze efikasno iskoristiti prethodni Teorem5.

Neka je ¢ = 3, odnosno m = 22 = 8. Da bismo izrac¢unali Fourierovu transformaciju niza kompleksnih

brojeva

f07flaf27f3af47f57f65f77

u smislu Teorema 5, prije toga potrebno je izra¢unati Fourierove transformacije

Flfo, f2, f1, fel, Flf1, f3, 5, fr]s

Len: Fast Fourier Transform (FFT)
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a za njih prije toga treba izracunati

F[f07f4]7 F[f27f6]7 -F[flvff)]a f[f3af7]a

a za njih prije toga treba izra¢unati

F[fO]a f[f4]a f[fZ]v -Ffﬁ]v -F[fl]a f[ff)]v -F[f?)]a f[f7]v

§to su u stvari sami brojevi

Jfo, J1, f2, /3, fa, f5, 6, I

5.1 Pomo¢ni materijal

Definicija 2 Za dani q € No? neka je k = Zg;é b;27 jedinstvena binarna reprezentacija broja k € M, =

{0,1,...,27 — 1} s binarnim znamenkama (bitovima) b; € {0,1}. Tada funkciju definiranu s
qg—1 qg—1
Oq - Mq —>Mq, Oq ijQj = quflijJ,
§=0 §=0

nazivamo bit reverse. Specijalno se uzima Mo = {0} i 0¢(0) =

Uz supstituciju | = ¢ — 1 — j mozemo pisati:

q—1 q—1 0 qg—1
Oq ijQJ = qu_l_jQJ = Z bZqulil = Z bZqulil,
=0 =0 1=0

l=q—1

pa uz zamjenu [ < j funkciju o, mozemo zapisati i u obliku

qg—1 qg—1
Oq ijQj = ijZq_l_j.
§=0 §=0
Sljededi teorem pokazuje kako se efikasno mogu racunati vrijednosti o4(0), 04(1),...,04(29 — 1).
Teorem 6 Vrijednosti funkcije bit reverse oq : My — M dobivaju se na sljedeci nacin:
0,27 + k) = o,(k) + 277177, k=0,1,...,2" =1, r=0,1,...,q— 1.

Dokaz. Neka je r € {0,1,...,¢—1}. Zak € {0,1,...,2" — 1} postoji jedinstveni binarni broj

r—1 r—1
k=) b2 ibroj k+2 =Y 02 +2".
§=0 §=0

Prema definiciji funkcije o, imamo

r—1 . bp=1 T . T 1 r—1 1 1
oy(k+27) = o4 Obj2f +2" | "= g, Zob]zf = Zob]zq i= zobjaq ipq.g0 1oy
Jj= Jj= Jj= Jj=

oqg(k) + 29717,

2No = NuU {0}
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Zadatak 7 PokaZite da je funkcija bit reverse o4 : My — M, bijekcija i da vrijedi 0;1 = o04. Takoder

pokazite da vrijedi:

(4) or(k) = orpr(2K), ke M,
(@) 2 +or(k) = op(2k+1), keM,.

Seminar 1 (Fast Fourier Transform) Primjenom Teoremab za proizvoljno zadane kompleksne brojeve
fosfi,eoo s fao1 € C, n = 29, ¢ € N odredite diskretnu Fourierovu transformaciju F|[fo, f1,-- -, fn—1]
(takoder posebno wvidi [5], [7], [9], [10]).
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