Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku A
10. svibnja 2013.

1. kolokvij iz Numericke matematike

Zadatak 1. [20 bodova]
(a) Neka je a* = b5, 10™ + 0%, 10™" 1 +- - aproksimacija broja a = by, 10™ + by, _110™ 71 +
-++. Kako se definira broj signifikantnih znamenki aproksimativnog broja a*?

(b) Neka je a = 0.004572 £ 0.0005. Zaokruzite a* na signifikantne znamenke.
R: (a) ; (b) ;a* = 0.005

Zadatak 2. [20 bodova]

(a) Napisite formule za procjenu apsolutnih pogresaka Ax} nezavisnih varijabli funkcije
f:R" = R u tocki x* = (z7,...,x5) “po principu jednakih efekata”, tako da apsolutna
pogreska funkcije ne premasi broj Af*.

(b) Izradujemo pravilnu Sesterostranu piramidu duljine brida baze a = 3.5 i duljine visine
bocne stranice (pobocke) v = 7.2. Odredite najveée dopustene apsolutne pogreske varijabli
a 1 v pri izradivanju te piramide tako da se oplosje izradene piramide razlikuje najvise za

AO* = 0.5 od predvidenog (koristite “princip jednakih efekata”).
R:(a) ;  (b) O=<35 4 300, Aa* = 0.00628353, Av* = 0.0238095
Zadatak 3. [20 bodova]

(a) Napisite Lagrangeov i Newtonov oblik interpolacijskog polinoma ¢iji graf prolazi toc-
kama T; = (x4, y:), i1 =1,...,n.

(b) Odredite interpolacijski polinom ¢iji graf prolazi tockama Ty = (—1,0), T1 = (0,0),
Ty =(3,2), T3 = (4,0), Ty = (6,0)

z+1)z(x—4)(x—6 R
R: (a) ;  (b) Pyz) = 200D — Lo + Da(e — 4)(z — 6) = F(@* —92° +
1422 + 24x)
Zadatak 4. [20 bodova]
(a) Vrijednosti funkcije f: [a,b] — R poznate su u ¢vorovima a = xy < xy < -+ < x, = b.
Napisite sustav jednadzbi iz kojeg moZete odrediti vrijednosti sy, ..., S,_1 druge derivacije
prirodnog kubicnog interpolacijskog splinea uw cvorovima x1,...,x,_1. Kolika je vrijednost

druge derivacije tog splinea u cvorovima xg i T, ¢

(b) Neka je C(x) prirodni kubicni interpolacijski spline funkcije f(x) = ?sin(5x) dobiven

interpolacijom u cvorovima 0, 1,2,3. Odredite vrijednosti C"(x) u cvorovima interpolacije.
4 1| |s —12

R: (CL) 5 (b) 50283:0; [1 4‘| [1‘|:l—48‘| ?81:0,82:—12
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Zadatak 5. [25 bodova]
(a) Neka je f: [a,b] — R derivabilna funkcija, takva da vrijedi |f'(x)| > 0, Vz € [a,b],

koja na intervalu [a,b] ima nultocku . Ako je T neka aproksimacija te nultocke, na



osnovi Lagrangeovog teorema o srednjoj vrijednosti izvedite formulu za ocjenu pogreske te
aproksimacije.

(b) Zadovoljava li funkcija f:[1,2] — R, f(x) = —2* + 2z prethodno navedene uvjete ?
Ako zadovoljava, ocijenite apsolutnu pogresku aproksimacije x = 1.5 nultocke funkcije f i
odredite broj signifikantnih decimala aproksimacije x.

(c) Metodom bisekcije odredite prve tri aproksimacije nultocke funkcije f na intervalu
[1,2].
R: (a) |z —¢ <@ )|z —¢| <93 = 0375, k=1;  (c) 1.5,1.25,1.375
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Zadatak 6. [25 bodova]

(a) PokaZite da funkcija f: [1,2] — R is prethodnog zadatka zadovoljava uwvjete teorema o
konvergenciji Newtonove metode. Kako treba birati pocetnu aproksimaciju xo?

(b) Za izabranu pocetnu aproksimaciju xo odredite prvu aproksimaciju xy, te ocijenite
apsolutnu pogresku |§ — x1].

(c) PokazZite da Newtonova metoda ima kvadratnu brzinu konvergencije. Za funkciju f
ocijenite omjer |€ — xpi1| (€ — 2,)%

R: (a) xo =2, my =1, My =12; (b)xy =8/5=1.6, | —x1| < 24/25 = 0.96; (c)
M —12/2=6
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Napomena Rjesavanjem svih zadataka ukupno mozete posti¢i maksimalno 130 bodova
i na taj nacin kompenzirati eventualne propuste u drugim zadacama).



Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku B
10. svibnja 2013.

1. kolokvij iz Numericke matematike

Zadatak 1. [20 bodova]

(a) Neka je a* = b5, 10™ 4%, 10™" 1 +- - aproksimacija broja a = by, 10™ + by, 1 10™ 71 4
-+ Ako je broj signifikantnih znamenki aproksimativnog broja a*: n > m + 1, koliko je
njegovih decimalnih mjesta signifikantno ¢

(b) Odredite broj signifikantnih znamenki i signifikantnih decimala broja a = 12.3056 £

0.005 7 zaokruZite ga na signifikantna decimalna mjesta.
R: (a)k=n—m—1; (b)m=1n=4k=2, a*=1231

Zadatak 2. [20 bodova]

(a) Napisite formulu za procjenu apsolutne pogreske vrijednosti funkcije f: R" — R u

tocki o* = (z%,...,2%) ako jex; = xf £ Axr,i=1,... n.

rn

(b) Neka je a = 3.76 + 0.005 duljina brida baze i vy = 7.22 + 0.005 duljina visine bocne
stranice (pobocke) pravilne trostrane piramide. Odredite apsolutnu i relativnu pogresku pri
izracunavanju oplosja te piramide.

R:(a) ;  (b) O="0 1 3qu, AO* = 0.0986, 60* = 0.002106
Zadatak 3. [20 bodova]

(a) Napisite teorem o pogreski interpolacijskog polinoma.
(b) Odredite interpolacijski polinom ¢iji graf prolazi tockama Ty = (0,0), T3 = (1,0),
TQ — (2,2), T3 - (3,0), T4 — (4,0)

Ri(a) ; (b) Pila) = ZEDEBEb o0 1)(z - 3)(a — 4)

Zadatak 4. [20 bodova]

(a) Vrijednosti funkcije f: [a,b] — R poznate su u cvorovima a = xg < x1 < -+ < T, = b.
Napisite sustav uvjeta na osnovi kojih je moguce odrediti prirodni kubicni interpolacijski
spline.

s

(b) Neka je C(x) prirodni kubicni interpolacijski spline funkcije f(x) = sin(5x) dobiven
interpolacijom u cvorovima 0,1, 2, 3. Odredite vrijednosti C"(z) u cvorovima interpolacije.

4 11 |sg —12
Ri(a);  (8) so=s5=0; L 4] H:[ 0]:»31:—1;,32=g

Zadatak 5. [25 bodova]

(a) Iskazite teorem o konvergenciji metode jednostavnih iteracija za rjesavanje jednadzbe
f(z) = 0. Pokazite da metoda iteracija ima linearnu brzinu konvergencije.

(b) Za funkciju f:[0,2] — R, f(z) = e + 22 — 3 definirajte odgovarajuci iterativni
postupak, koji ée po metodi jednostavnih iteracija voditi prema rjesenju jednadzbe f(x) =
0.



(c) Pocevsi od pocetne aproksimacije xg = 0 i koristeéi: e™' =~ 0.4, odredite prve dvije
aproksimacije.
R: (a); (b) xpi1 = p(2,), o(x) =353 —e™"); (c) 0,1,1.3

Zadatak 6. [25 bodova]

(a) PokaZite da je funkcija f:]0,2] — R iz prethodnog zadatka Lipschitz neprekidna i
odredite Lipschitzovu konstantu koristeéi e=2 ~ 0.13.

(b) Pokazite da je za funkciju is prethodnog zadatka Lipschitz derivabilna i odredite Lips-
chitzovu konstantu funkcije f'.

(c) Ocijenite omjer |€ — x, 1] 1 (€ — )2,
R:(a) L=187; (b)L=1; (c)mi =1, ;% =05
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Napomena Rjesavanjem svih zadataka ukupno mozete posti¢i maksimalno 130 bodova
i na taj na¢in kompenzirati eventualne propuste u drugim zadacama).



