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Domacde zadace

Studenti koji zele postiéi bolju ocjenu iz ovog predmeta mogu izraditi neke
od niZe navedenih domacih zadaéa. Pojedini zadatak priznat ¢e se prvom
studentu koji ga rijesi i njegovo rjeSenje objavit ¢e se uz zadatak. Naknadna
rjesenja istog zadatka takoder ¢e se priznavati ako je student samostalno iz-
radio zadatak - Sto ¢e procijeniti predmetni asistent.

Domace zadace pisu se u BTgX2e i salju u pdf formatu na e-mail adresu
NMDZ@mathos.hr. Pri tome treba koristiti zadani stil. Ako su ilustracije ili
primjeri radeni u programskom sustavu Mathematica, prilozite i odgovarajucu
.nb datoteku. U “subject” e-mail-a stavite “NM-DZ".

Zadatak 1. (maksimalno 20 bodova)

Neka je Z = {0,1,...,9} skup dekadskih znamenki. Za izabrani ag € Z i diskretnu uni-
formnu slucajnu varijablu A na Z definiramo diskretnu slucajnu varijablu X,, = |A — ao|.
Odredite ocekivanje, varijancu i standardnu devijaciju ove slucajne varijable uz odgovara-
juce ilustracije © primjere.

Zadatak 2. (maksimalno 20 bodova)
Zadana je matrica
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gdjejea < xg <1 < -+ <xp, <b. Odredite det Alzg, x1,. .., x,]. Specijalno, odredite de-
terminantu det A[0, 1, ..., n] i broj uvjetovanosti cond A[0,1,...,n] zan = 1,2,3,5, 10, 20.

Zadatak 3. (maksimalno 20 bodova)
Neka sua < zyg <1 < --- <2 < b CvOrovi interpolacije. Izracunajte integral funkcije
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PokaZite da za ekvidistantno rasporedene cvorove dobivamo poznato generalizirano tra-
pezno pravilo.

Zadatak 4. (maksimalno 20 bodova)

Za neprekidnu funkciju f: [a,b] — R cije vrijednosti yo,y1, ..., Yn poznajemo u (n + 1
cvorova a = xg < r1 < -+ < x, = b, odredite kvadratni interpolacijski spline @Q : [a,b] —
R.

Zadatak 5. (maksimalno 20 bodova)

Za dani skup tocaka A = {a' = (z5,y;) € R": @ = 1,...,m} treba odrediti tocku —
geometrijski medijan ¢ € R™ tako da suma euklidskih udaljenosti od svih tocaka a* do tocke
¢ bude minimalna. Definirajte funkciju cilja @ iterativni postupak za traZenje geometrijskog
medijana. Izradite odgovarajuci program i primgjere.

Zadatak 6. (maksimalno 20 bodova)
Za dani skup tocaka A = {a' = (z;,y;) € R": i = 1,...,m} treba odrediti tocku ¢ € R™
tako da

a) suma ly udaljenosti od svih tocaka a* do tocke ¢ bude minimalna;
b) suma kvadrata euklidskih udaljenosti od svih tocaka a* do tocke ¢ bude minimalna;
Definirajte funkcije cilja. Mogu li se ovi problemi rijesiti eksplicitno ?

Zadatak 7. (maksimalno 10 bodova)
+o0

Na prostoru C[0,+00) definiran je skalarni produkt (f,g) = [ e *f(z)g(x)dz.
0

(a) Napisite Gramovu matricu G(po, 1, ..., ¢on) 2a sustav funkcija
wi(z)=2', i=01,...,n

Je li ona regularna ¢
(b) Odredite najbolju aproksimaciju funkcije f: [0, +o00) — R, f(x) = sinx na potprostoru

P = L(@Oa P15 @2)
Izradite graficke prikaze koji ée ilustrirati problem.



Zadatak 8. (maksimalno 10 bodova)
PokaZite da je sustav trigonometrijskih funkcija

%, sinz,cosz,...,sinne, cosne,

na C|—m, 7| sa skalarnim produktom (f,g) = ["_ f(x)g(x)dx ortogonalan sustav, pri cemu
su odgovarajuce norme funkcija jednake

I3 = /%, Ilsinka|| =|[coskz| = v, k=1,...n

Zadatak 9. (maksimalno 10 bodova)

Pokazite da svi Fourierovi koeficijenti a, = % JT_ f(x) cos kxdx neparne funkcije f: [—m, 7] —
R iséezavaju i da svi Fourierovi koeficijenti by, = %ffﬂ f(z) sin kxzdx parne funkcije f: [—m, 7] —
R iscezavaju.

Zadatak 10. (maksimalno 10 bodova)
Neka je f € C'|—m, 7] periodicna funkcija temeljnog perioda 2m. PokaZite da je tada i
njena prva teriacija ' periodicna funkcija temeljnog perioda 2.

Zadatak 11. (maksimalno 20 bodova)
Pokazite da Cebisevljevi polinomi imaju sljedeca svojstva:

a) |Th(x)| <1, zel-1,1, n=01,..;

b) Cebisevljev polinom T, ima na intervalu [—1,1] n razlicitih nultocaka

2k — 1
xkzcos< 7T),k:l,...,n;
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c) Cebisevljev polinom T, na intervalu [—1,1] ima n + 1 razlicitih tocaka
k

fk:cos—ﬂ, k=0,1,...,n,
n
u kojima naizmjenicno postize globalne minimume i maksimume;
d) To(z) =1, Ti(z) = x, a zan = 1,2,... vrijedi rekurzivna formula:
Toi1(x) = 22T, () — T 1(x), n=1,2,....

Zadatak 12. (maksimalno 20 bodova)
PokaZite da za Legendreove polinome
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a) Svojstvo ortogonalnosti
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b) Legendreov polinom P,, n > 1, u intervalu (—1,1) ima n jednostrukih nultocaka.

c) Po(x) =1, Pi(x) =z, a zan=1,2,... vrijedi rekurzivna formula:
2n+1 n
P, = P,(x) — P, :
) =2 Lp ) - P )

d) Primjenom Mathematica-naredbe LegendreP[n,z] odredite nekoliko Legendreovih
polinoma i nacrtajte njihove grafove.

Zadatak 13. (maksimalno 30 bodova)
Za prirodni broj n € N izracunajte
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inf e " (1 + a1z + asz® + - + an:c”) dx.
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Izradite graficke prikaze koji ée ilustrirati problem.

Zadatak 14. (maksimalno 20 bodova)
Zadane su dvije krivulje drugog reda

Ki = {(z,y) € R*: ay12® + 2a192y + any® + a1z + agy + ap = 0, ag, a1, az, ary, arz, ase € R},
K2 = {(ZL’, y) S R25 6111’2 + legxy + b22y2 + blx + bgy + bo = 0, b(), bl, bQ, b117 1)127 b22 S R}
(a) Uz koje uvjete na parametre ée krivulje Ky, Ky biti elipse ?

(b) Ako su Ky, Ky elipse, uz koje dodatne uvjete na parametre ée biti K1 N Ky =10 ¢
(c) Ako su Ky, Ky elipse koje se ne sijeku, kako odrediti njihovu medusobnu udaljenost

d(K1, K») = min{d(u,v): u € K1, v € K3} ?
(d) Pokazite da su
K1 = {(v,y) € R*: 52° + 6y + 5y + 12z + 20y + 4 = 0},
Ky = {(z,y) € R*: 62° — day + 9y® — T2z + 64y + 260 = 0}.

elipse koje se me sijeku. Izracunajte d(K;, Ks).
Izradite graficke prikaze koji ce ilustrirati problem.

Zadatak 15. (maksimalno 20 bodova)
Neka je f € C*a,b]. PokaZite da tada postoji c € |a,b], tako da bude:

(b—a)®

(@)

E= /ab(f(x) ~ Py(x)dz = —

gdje je Py interpolacijski polinom koji prolazi tockama: Ty = (a, f(a)), T1 = (“TH’, (‘%b)),



