Newtonova metoda 1

Newtonova metoda — dopuna

Pretpostavimo da funkcija f € C?[a,b] u intervalu I = [a,b] ima nulto¢ku £. Izaberemo
2o € I i u okolini te tocke funkciju f aproksimiramo afinom funkcijom I, ¢iji je graf tangenta na
graf I'y funkcije f.

l(x) = f(zo) + f'(x0)(x — x0) (1)
Sljedeéu aproksimaciju x1 dobit ¢emo odredivanjem nultocke afine funkcije I
f (o) /
= 10 — . 2

Ponavljanjem ove procedure dobivamo iterativni postupak poznat pod nazivom Newtonova me-
toda tangenti

Tpil = Ty — ;/(($n)), n=0,1,... (3)

Tn

Opravdanje za ovakav postupak moze se potraziti preko Taylorovog razvoja funkcije f u

okolini tocke x,, i zadrzavanjem na linearnom c¢lanu

f@) = f(zn) + f'(2n)(@ — 2n) (4)

ili preko Newton—Leibnizove formule uz primjenu teorema o srednjoj vrijednosti za integrale iz

¢ega takoder slijedi (4)

Definicija 1. Kazemo da je funkcija g : J — R, J = (a,b) Lipschitz—neprekidna s konstantom L
i pisSemo g € Lipr,(J) ako za svaki x,y € J vrijedi

l9(z) —g(y)| < L|z — yl. (5)

Primjer 1. Funkcija g: R — R, g(x) = |z| je Lipschitz-neprekidna s konstantom L =1 na R
jer je ||x| — |y|| < 1- |z —y| za svaki z € R.

Za x # y Lipschitzov uvjet (5) moZzemo zapisati u obliku

x —
—L S M S L Vx,y € [avb]a
r—y
odakle se vidi da je relativna promjena (kvocijent diferencija) funkcije g ograni¢ena izmedu —L
i L. Ako x fiksiramo, a y pustimo prema x, onda mozemo zakljuciti da ako postoji derivacija

funkcije g, ona je ogranicena izmedu —L i L.

Primjedba 1. Svaka Lipschitz-neprekidna funkcija je neprekidna funkcija.

Ako je f € Cla,b], onda je f € Lip;[a,b] (Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti), ali obrat
ne vrijedi (vidi Primjer 4). Ako je f: [a,b] — R neprekidna funkcija, koja ima po dijelovima
neprekidnu derivaciju, onda primjenom Lagrangeovog teorema o srednjoj vrijednosti dobivamo

konstantu L = sup |f'(z)| (Primjer 4).
x€|a,b]
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Primjedba 2. Definicija Lipschitz-neprekidne funkcije lako se moze prosiriti na funkciju vise
varijabli g: D — R"™, D C R"™. Takva funkcija je Lipschitz-neprekidna (zadovoljava Lipschitzov
uvjet) ako postoji konstanta L > 0 tako da za svaki x,y € D vrijedi

l9(z) = g(y)| < Lllz =yl
gdje je || - || neka norma.

Primjer 2. Treba odrediti Lipschitzovu konstantu funkcije f: [—3,2] — R, f(z) = 23 — 6z + 2.
Iz Slike 1 moze se vidjeti da je L = |f(—3)| = 21.
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Slika 1: Funkcija f(z) = 2% — 62+ 2 iz~ |f'(2)|

Primjer 3. Treba odrediti Lipschitzovu konstantu funkcije f: [0,3] = R, f(z) = 142/ (z — 1)°+
3¢/ (x —2)%. Njena derivacija
4 2
I —_—
Jla) = 3vr —1 * Vr—2

nije definirana u tockama iz {1,2} (vidi Sliku?2), a Lipschitzova konstanta u ovom slucaju ne
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Slika 2: Funkeija f(z) =1+23/(z —1)2+3%/(z —2)2 iz — |f'(2)]

Primjer 4. Treba odrediti Lipschitzovu konstantu funkcije f: [1,6] — R,

—x 4+ 4, 1<z <2
2, 2<x<3
flx) =< 22 — 4, 3<x <4,
—3rx+16, 4<z<5

5 6

T — 4,

ctji graf je prikazan na Slici 8. Ocigledno je L = 3.
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k=-3

Slika 3: Koeficijenti smjera po dijelovima linearne funkcije f

Za derivabilnu funkciju f kazemo da je Lipschitz derivabilna ako je f’ € Lipp(J). Sljedeca

lema daje ocjenu pogreske aproksimacije takve funkcije afinom funkcijom (1).

Lema 1. Neka je f:J — R funkcija, takva da je f' € Lipr(J). Tada za proizvoljni xg,x € J
vrijedi
|f(x) = f(wo) — f'(zo)(z — z0)| < §(x — z0)*. (6)

Dokaz. 1z Newton—Leibnizove formule slijedi
f@) = fao) = [ Fe)at
Zo

Oduzimanjem vrijednosti [, f'(zo) dt = f'(x0)(x — o) lijevoj i desnoj strani dobivamo
£(a) = flao) = £ (wo)a — o) = [ (£/(8) = o))

Buduéi da je f € Lipy(J) idajet —xzg >0 zat € (x9,x), imamo

(x — xo)Q'

1£(z) = f(z0) — f'(z0)(z — 30)| < L/(t —wo)dt = L

O]

Ocjena iz Leme 1 bliska je ocjeni iz Taylorove formule (vidi primjerice [3]), pri ¢emu je | 3]
ocijenjen s L. Sljedeéi teorem daje uvjete uz koje Newtonova metoda za Lipschitz derivabilnu

funkciju (f’ € Lipp(J)) zadrzava kvadratnu brzinu konvergencije.

Teorem 1. Neka je f: J — R funkcija, takva da je f' € Lipr(J). Nadalje, pretpostavimo da
postoji my > 0, tako da vrijedi |f'(x)] > my za svaki x € J.
Ako postoji & € J, takav da je f(&) = 0, onda postoji n > 0, takav da za proizvoljni*
xo € (£ —n,& +n), niz generiran rekurzivnom formulom
$n+1:xn—f/( 5 n=0,1,... (7)

Tn

konvergira prema & kvadratnom brzinom

@ — €] < gl (@ — €2 (8)

1tj. za xo iz dovoljno malene okoline od ¢ niz (7) konvergira prema & kvadratnom brzinom.
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Dokaz. Neka je 7 € (0,1), a 7 radijus najveéeg otvorenog simetri¢nog intervala oko £ sadrzanog

2mq

u J i neka je n = min {ﬁ, T } Primijetite da to znaci da xzg € J treba birati tako da je
. 2
lwo =&l <h & |wo— ¢l <7,

Sto moze biti vrlo blizu &.

Najprije ¢emo induktivno dokazati da vrijedi (8). Po pretpostavci je |xg — & < 7. Nadalje
slijedi
f(@o)
f'(@o)
Koriste¢i Lemu I dobivamo

’xl - 5’ < f/(lxo)%(g - xO)Q < 277[7;1(5 - xO)Qa

sto je baza indukcije. Sli¢no se pokaze i korak indukcije.

fleo) = f(&) _ 1
f'(wo) f! (o)

— 20— €~

r1—§=x0—§ —

[£(&) = f(wo) = f'(x0)(§ — z0)] -

Nadalje, pokazimo da je cijeli niz (z,,) sadrzan u okolini (§ — n,£ + n). Po pretpostavci

21 iz Leme 1 slijedi

teorema za g to je ispunjeno. Kako je |[xg — &l <n <7
L 2 L 2
|21 =& < glzo — &7 < g lwo — & 75 = Tlwo — €[ < T <.
Uz pretpostavku da je |z, — &| < 1, na slican nacin zaklju¢ujemo da je

|1 — & < Tlzn _5’ <.

To znaci da cijeli niz (z,,) ostaje u okolini (§ —n,& + 7).

Pokazimo jos da niz (x,) konvergira prema £. Naime, iz
‘mn—&-l - §| < T|xn _5’ <-..- < Tn+1‘.’1}0 — f| < Tn+17]7
slijedi

Jim [z,0 —¢| = 0.
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