Metoda konac¢nih diferencija 1
Metoda konacnih diferencija za obi¢ne diferencijalne jednadzbe

1 Uvod

Promatramo Chyjev problem! (vid primjerice [1], [3], [6])

y' = f(z,y,9),
y(a) =a, y'(a)=p

Jednostavnom supstitucijom y; :=y y2 := y’ problem (1) prelazi u novi Chyjev problem

«

g

y/1 = Y2, y1(a)
yo = f(z,y1,y2), y2(a)

koji se lakse rjesava.

Drugi problem koji se ¢esto promatra u literaturi (vidi [1], [3], [6]) je tzv. rubni problem?

yl/ = f(x,y, yl)7
y@)=a, yb)=7

Primjer 1 Potrazimo rjesenje rubnog problema

1

Yy =-Y,
y(0)=3, y(5)=7

Opde rjesenge gornje diferencijalne jednadzbe je funkcija y(x) = C1 cos x+C> sin x. Uvrstavanjem rubnih

wvjeta dobivamo: C1 =3, Co = 7. Rjesenje rubnog problema je dakle funkcija y(z) = 3 cos  + 7 sin x.

Zadatak 1 Koristenjem programskog sustava Mathematica nacrtajte graf funkcije rjesenja iz prethodnog
primgera i tocke To(0,3) i T1(5,7).

Zadatak 2 PokaZite da sljedeéi rubni problem nema rjesenja

"

Yy =-Yy,
y(0)=3, y(m)=T7.

Jedna klasa metoda za rjeSavanje rubnog problema (2) su iterativne metode (tzv. shootins methods)
koje koriste poznato rjeSenje problema (1) uz povoljno odabranu vrijednost 3’(a) i neku metodu za

rjesavanje nelinearne jednadzbe.

Zadatak 3 Izradite Mathematica-program za implementaciju Shootings metode za rjeSavanje rubnih

problema za obiéne diferencijalne jednadzbe i testirajte ga na nekoliko primgera. Literatura: [1], [3],

[6])

Druga klasa metoda za rjesavanje problema (2) su tzv. metode konaé¢nih diferencija (ili metode

diskretizacije) (vidi primjerice [1], [3], [4]).

Len: Initial Value Problem, de: Anfangswertproblem
2en: Two-Point Boundary-Value Problem, de: Randwertproblem
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Promatramo rubni problem (2)

y' = f(z,y,9),
y(a) =a, yb) =0

Nacinimo subdiviziju intervala [a,b] a = 20 < 1 < -+ < Zp < Tpt41 = b, gdje jex;, =a+ih, h= bT
Prvu derivaciju funkcije y u toc¢ki x; mozemo definirati na sljedeée nacine (vidi primjerice [4] i Sliku1)
Ay; = % (Yir1 — ¥s) — desna razlika
Vy, = % (yi — yi—1) — lijeva razlika
oy = 3(Ayi+ Vyi) = 57 (Yis1 —yi—1) — centralna razlika

| | i1

96’1"—1 96’1 UCiI+1
Slika 1. Definiranje kvocijenta diferencija
Zadatak 4 Provjerite da vrijedi Ay; = Vyiy1.

Drugu derivaciju funkcije y u tocki z; mozemo definirati na sljedece nacine (vidi Sliku1)

A%y, = A(Ayi) = A(F (i1 —¥i) = + (Ayiqr — Ay;) =

= 3 [+ Witz —vit1) — F Wit1 — ¥)] = 72 Wit2 — 2yi41 + vi)
A(Vyi) A (3 (Wi —yic1)) = 3 (Ay; — Ay;_q) =
= % [% szrl - yz - % (yz - yi—l)} = % (yi+1 —2y; + yi71) .

Sada rubni problem (2) moZzemo napisati u diskretiziranom obliku kao sustav (opéenito nelinearnih)
jednadzbi

Yir1 — 2yi +yio1 = B2 [ (20, i, 55 (Wig1 — Yie1)) 5 i=1,...,n
Yo=0, Ynt1 =7

(3)

ili u matri¢nom obliku

Ay =h*F(y) -, (4)
gdje je:
2 1 0 0 N
1 -2 1 0 Zl f1 )
2
A= 0 1 -2 0 ) Yy = ’ F(Y) = ’ r= )
: Jn
0 0 0 -2 Yn f

fi=1f (fﬂz,yu Lh (Yir1 — yifl))'
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2.1 Slucaj linearne diferencijalne jednadzbe

Pretpostavimo da je u rubnom problemu (2) funkcija f zadana s
f@y,y") = u(@) +o(x)y + w(@)y'.
U tom slucaju diskretizacija (3) izgleda ovako:

Yir1 — 2yi + Yio1 = h? [ui + 0y + 5 (Yir1 — yi-1)] i=1,...,n

Yo = @, Yn+1 = 67

gdje je u; = u(x;), v; = v(x;), w; = w(z;), $to se moze zapisati na sljedeéi nacin

Ci—1Yi—1 + ai¥i + biyit1 = d;, 1=1,...,n,

gdje je
ai:2+h2vi, di:—hQui, t=1,...,n,
bi:—l—i—%hwi, Ci—1 = —1—%hwi, t=1,...,n
ili u matri¢nom obliku
(a1 b 0 - 0 0 1 [ wn ] [di—ac]
Cc1 a2 bg 0 0 Y2 d2
0 C2 as - 0 0 Y3 d3
S . . . =1 . (6)
0 0 0 0 Gn-1 Cp-—1 Yn—1 dn—1
L0 0 0 - ¢t an | | yn | | du—Bby |
Matrica sustava (6) je trodijagonalna, a uz uvjet da jev; > 0,4 =1,... ,nih dovoljno malen (|3hw;| < 1)

ona je i dijagonalno dominantna. Naime, vrijedi
2 1 1 2
|ai|—|bi|—|ci_1|=2+h V; — 1—§hwi — 1+§hwi = h*v; > 0.

Primjer 2 Koristenjem programskog sustava Mathematica metodom konacnih diferencija rijesit éemo

rubni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu iz Primjera 1. U ovom slucaju je

NE]
o

a=0, b= ) h:n;117 y0:35 yn-‘rl:?a
w(@) =0, () =-1, w(x) =0,

a sustav (6) postaje

2-h% -1 0 1 3
-1 2—h%2 .- 0 Y2 0
0 0 R Yn 7
Rjesavanjem ovog sustava dobit cemo vrijednosti y; trazene funkcije y u diskretnom skupu tocaka x1, ... , Ty,.

Za rjesavanje ovog sustava koristit ¢emo LU-dekompoziciju i ranije konstruiran modul LUtri, koji

efikasno koristi specijalnu i rijetku strukturu trodijagonalne dijagonalno dominantne matrice.
Najprije ¢emo ucitati ulazne podatke
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In[1]:= (x y>? = -y; yl[0] = 3, y[Pi/2] =7 %)

yy[t_] := 3Cos[t] + 7Sin[t];

A = 0; B = Pi/2; alpha = 3; beta = 7;

ulx_] := 0; vlx_] := -1; wlx_] := 0;

n=10; h=(B-A/@+1);
Nakon toga definirat ¢emo tocke z1,...,x, € [a,b], elemente matrice sustava (6) i vektor slobodnih
koeficijenata

In[2]:= x = Table[A + i h, {i, 0, n + 1}];
a = Table[2 + h~2v[x[[i]]1], {i, n}];
b = Table[-1 + .5h wlx[[illl, {i, n}]1;
c = Table[-1 - .5h w[x[[i + 1]1]1], {i, n}];
d = Table[-h~2ulx[[i]11], {i, n}1;
dl[1]] = 4l[1]1] + (1 + .5h w[x[[1]]1]1)alpha; d[[n]l] = d[[n]] - bl[[nl]lbeta;

Nakon poziva modula LUtri na jedan koordinatni sustav nacrtat é¢emo graf funkcije y, tocke Tp(a, &) i
T1(b, 3, te diskretne vrijednosti y1,. .. ,y, trazene funkcije y

In[3]:= y = LUtri[n, a, b, c, dl;
slf = Plot[yy[t], {t, A, B}, PlotRange -> {0, 8}, DisplayFunction -> Identity];
rub = ListPlot[{{A, alpha}, {B, betal}}, PlotStyle -> AbsolutePointSize[5],
DisplayFunction -> Identity];
sol = ListPlot[Table[{x[[i + 111, y[[i]11}, {i, n}], PlotStyle -> AbsolutePointSize[3],
DisplayFunction -> Identity];
Show[slf, rub, sol, DisplayFunction -> $DisplayFunction];
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Zadatak 5 Koristeéi navedeni Mathematica-program metodom konacnih diferencija rijesite rubni prob-

lem

Yy’ =2e" —y,
y(0) =2, y(l)=-e+cos 1.

Zbog kontrole egzaktno rjesenje mozZete dobiti na sljedeci nacin

In[4]:= DSolve[{y’’[x] == 2Exp[x] - y[x], y[0] == 2, y[1] == E + Cos[1]}, y[x], x]
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