Klaster analiza 1

U tekstu vjerojatno ima pogresaka. Ako ih uocite, molim da mi to javite

Grupiranje podataka u skupine!
Rudolf Scitovski, Odjela za matematiku, SveuciliSte u Osijeku2

1 Formulacija problema

Neka je S = {z; = (xl ,...,:B,(f))T € R*: 4 =1,...,m} skup vektora iz vektorskog
prostora R™. Partitivni skup skupa S je familija svih njegovih podskupova. Uobicajena
oznaka je P(S) (Papié, 2000).

Rastav skupa S na disjunktne podskupove 7, ..., 7, 1 < k < m, takve da vrijedi

U%—S (1)

mﬂﬂg— , L F ] (2)
=m|>1, j=1,...,k (broj elemenata podskupa ;), (3)
oznacit ¢emo s I1(S) = {m,...,m} 1 zvati particija skupa S. Skupove mq,..., T zvat

¢emo klasteri. Skup svih particija skupa S sastavljenih od k klastera koje zadovoljavaju
(1-3) oznacit ¢emo s ¥(S, k).

Zadatak 1. Opcenito, broj elemenata partitivnog skupa, skupa S od m elemenata jednak
je 2™. PokaZite da je broj svih particija skupa S, koji zadovoljavaju (1-3) jednak

=) g

Izracunagjte broj svih particija skupa S zadanih s (1-3) specijalno za m = 10,50, 100, 1000
1 k=2,3,5,8,10.

1 F
[P ,?2::

(S, k)| k=2 k=3 k=5 k=8 k=10
m = 10 511 9330 42525 750 1
m = 50 10 102 10% 0% 108

m = 103 10300 10476 10697 10898 10993
m = 106 10301 029 10477 120 10698 968 10903 085 10106

The applications are important and very attractive (Biology, Medicine, Robotic, Mar-
keting, Education,. . .)

Approaches: Algebraic and Combinatorial Optimization, Statistics, Graph Theory, Fuzzy
Clustering

!Tekst je pisan uglavnom prema (Spéth, 1983; Kogan, 2007)
2Sve ilustracije i Mathematica-programe koji prate algoritme izradio je Ivan Vazler, asistent Odjela za
matematiku, Sveucilista u Osijeku
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Zadatak 2. Ako je |m;| = m;, pokaZite da je c; = m% > x; centroid klastera j, tj.
:riem

min 3 o =l = 30 [l — ol
TiET T,ET;

Least Squares — optimal partition:

flm) = 32 Nz —gls.

aci€7rj
1
c; = argmin Y |lz; —alj3 = > z; € R" (centroid of the cluster ;)
acR™ TiET; |7T.7 TiET

i X o alf = iy 3 (360 - 0.?)

T,ET; r;€mj \s=1
=mind | Y (2 —a,)? | = > min > (2 — a,)?
aeR™ 3 \wien, s=1 BER e
=YY (- A()) = B2 (- AE0) = X el
P (=) = 2 Xl ) =% :
1 1 ’ 1
* (%) (4) _
a* = A T = T
(|7Tj xze;r] ' |7 x;r] ) |7 z;rj

Dakle, suma kvadrata udaljenosti svih elemenata klastera 7; do neke ¢vrste tocke u pros-

toru R™ je najmanja onda i samo onda ako je ta ¢vrsta tocka bas centroid c; klastera
7.

Zadatak 3. Ako je m; € Il klaster, sto je
@ min Y fe—oh? 0 min Y -l

n
€M) z€R TiET;

Least Absolute Deviations — optimal partition>

fm) = > llzi = ¢l

T,ET;

. \T
¢; =argmin Y |lz; —al = (med 2 ... med q:g?) € R",

n
ac T, ET;

n
min 3 flai—al = min ¥ (Z |xg’>—as|)

TiET; T; €5 \s=1

T,ET; s=1 as€R T,ET;

- c{relﬁ%; ( S |2 - as|) > min Z 2@ — a

=3 Y B~ med 2= 3 3~ med a0

i=1,...
s=1z;€m; Ti€m; s=1 Tt

. AT
= 2 llwi—a"ly, o = (med 27 med xﬁf)) eR"

T,ET;
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Na skupu svih particija U(S, k) skupa S sastavljenih od k klastera definiramo kriteri-
jsku funkciju cilja

FPE) = Do) ) = 2 = el 6
W(S, k) — [0, +-00), F(H):;f(wj), = {m,...,m)}. (6)

Definicija 1. Kazemo da je particija II®) optimalna u smislu kvadrata I norme ili u
smislu najmanjih kvadrata® onda ako vrijedi

F(II) = min F(II), (7)

MEW(S,k)
gdje je funkcija cilja F' definirana s (5-6).

Problem odredivanja optimalne particije u smislu Varianzkriterium je NP-tezak prob-
lem (Kogan, 2007).

Primjedba 1. Fermat—Torricelli-Weber problem:

e

3
C: d3(A;, T(x,y)) — miyn M: Y dy(A;, T(z,y)) — min
z, i=1

=1 x,y

1.1 Klasteri na R

Norma na R: ||z|| = |z| za x € R;
Udaljenost toc¢aka x,y € R definirana je s d(z,y) = |x — y|;
IT = {my,...,m} particija osnovnog skupa S = {z; e R:i=1,...,m} s k klastera.

Definiramo centre c; klastera 7;, j = 1,...,k i vrijednost funkcije cilja na 7,
¢; =argmin »  |z; —al = med T, f(m) = > |o— £n€e7crl x|,
o T,ET; T,ET =
. 1
c]LS = argmin Z (x — Z X, frs(mj) = Z (x; — cfs)z.
@ TiET; ’ TiET T,ET

Zadatak 4. PokaZite da se vrijednost kriterijske funkcije cilja f na nekom klasteru
sa sortiranim elementima x1,...,x, € R moZe dobiti bez odredivanja centra (koristenjem
jednog teorema iz clanka o medianu) na sljedeéi nacin

r

f(ﬂ) - Z (xu—H—l - l'z) ) r= L%J (8)

i=1

Primjer 1. Za k = 3 centara: ¢ = 10, ¢ = 30, ¢3 = 60 definirano je po 10 normalno
distribuiranih podataka N(c;,4%),i = 1,2,3. Njihova unija odreduje osnovni skup
S = {[El, o ,(L’go}.

3Varianzkriterium, Least Squares
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10 20 30 40 50 60 70

10 20 30 40 50 60 70
10 20 30 40 50 60 70
10 20 30 40 50 60 70

10 20 30 40 50 60 70

Slika 1: Odozgo prema dolje, particije 11y, 1y, I13, Iy, IT5

p norma LS
Particija cl Co c3 F c co c3 F
II; 11.3 27.2 59.5 778 | 10.7 275 59.7 323.7
1o 9.8 27.0 59.5 953 | 9.7 253 597 548.2
113 83 243 59.5 1371 | 74 220 59.7 1044.3
114 272 254 277 589.3|29.9 32.5 354 14656.3
115 28.0 25.2 279 569.2 |29.8 33.6 33.6 13952.9

Tablica 1: Centri i funkcije cilja za razne particije

Izabrano je 5 troclanih particija 11y, ... 15, od kojih je 11y ona koja je nastala generi-
ranjem podataka (podudara se s particijom koju daje Mathematica naredba FindClusters).
Za svaku particiju izracunati su centri i vrijednost funkcije cilja u smislu obicnih udal-
jenosti i kvadrata udaljenosti (Tablica 1). Na Slici 1 vide se particije s klasterima i nji-
hovim centrima.

Primjer 2. Svakom studentu pridruzujemo ukupan broj bodova postignutih na kolokvijima
tijekom semestra. Studente treba razdijeliti v 4 klastera prema postignutom broju bodova:
ocjena (5), ocjena (4), ocjena (3) i ocjena (2)).

x = {418, 385,357,351, 347, 333, 330, 323, 321, 318, 308, 308, 302, 302, 300, 294, 293, 290, 287, 286,
286,277,271,271, 269, 268, 266, 260, 253, 250, 248,237, 237, 233, 232, 230, 228, 227, 226, 217,
214,211, 208,207,187,186, 181,179,175, 165, 161}

Izabrano je 5 ¢etveroclanih particija Ily, ..., II5, od kojih je II; ona koju definira Mathemat-
ica naredba FindClusters metodom “Optimize”, IIs ona koju definira Mathematica naredba
FindClusters metodom “Agglomerate”, dok su ostale odabrane bez posebnog kriterija.

200 250 300 350 400

200 250 300 350 400

200 e 250 i e 300 350 400
. e

200 250 300 350 00
-

200 250 300 350 400

Slika 2: Odozgo prema dolje, particije I1y, Iy, I13, Iy, I15
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Particija | odlican vrlo dobar dobar dovoljan FP FLS
11 [318-418] (10) [266-308] (17) [214-260] (14) [161-211](10) | 718 17657
I, [418-418] (1)  [385-385] (1)  [207-357](42) [161-187](7) | 1545 74369
13 [347-418] (5)  [290-333] (15) [226-290] (22) [161-217](12) | 936 22054
I [347-418] (5)  [286-333] (18) [207-277] (24) [161-187](7) 854 20348
II5 [318-418] (10) [266-308] (17) [207-260] (17) [161-187](7) 701 17187

Tablica 2: Intervali particija s brojem studenata u njima i vrijednosti funkcija cilja

1.2 Klasteri na R?

Norma na R?: ||z||, za € R? i p € [1,00) U {+00};

Udaljenost x,y € R? za spomenuti p definirana je s d,(z,y) = ||z — yl|p;

Il = {my,...,m} particija osnovnog skupa S = {z; € R? : i =1,...,m} s k klastera.
Za p € [0,00) U {400} definiramo centre klastera 7, j =1,...,k,

c? = argmin Z |zi — allp, fp(mj) = Z i = c?Hp,

a€eR? TiET TiET
. 1
¥ =argmin Y lwi—ali == Y @ frs(m) = D = — |3
a€eR? TET; ‘ﬂ-7| T,ET; T,ET;

Zadatak 5. Pokazite da se vrijednost f1 kriterijske funkcije na nekom klasteru m s elemen-

T
tima x; = (xl(l), . ,xgn)) , 1€ {1,...,u}, moZe dobiti poopéenjem (8) bez odredivanja centra,
koristenjem formule
n T
l l
A =33 (el —2"), =14 (9)
I=1i=1
uz pretpostavku da su podaci $gl), el x,(p (I-te komponente vektora klastera w) sortirani za svaki

[=1,...,n.

T
Rjesenje: Nekaje fi(m) = > ||lx;—cl|/1. Sukladno Zadatku3a je c = (med a;gl), ...,med argn)) .
T;ET 7 7

Zato je (koristenjem jednog teorema iz ¢lanka o medianu)

fim = lai—elh =3 Yl —O1=3 (Z 2 - c<”r>

T, ET T, ET [=1 =1

Primjer 3. Za k = 3 centara: ¢y = {10,10}, co = {30,30}, c3 = {45,15} definirano je po
10 podataka dobivenih pomocu bivarijantnih normalnih distribucija s ocekivanjima cy, ca i c3 @

. S 42 0 .. . . .
matricom kovarijacije ¥ = [ 0 42 ] . Njihova unija odreduje osnovni skup S = {x1,...,x30}.
Izabrano je 4 troclanih particija Iy, ..., Il4, od kojih je ITy ona dobivena samim generiranjem

podataka, IIs ona koju definira Mathematica naredba FindClusters metodom “Optimize”, 113
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ona koju definira Mathematica naredba FindClusters metodom “Agglomerate”, dok je particija
I1, odabrane bez posebnog kriterija. Za svaku particiju izrac¢unati su centri i vrijednost funkcije
cilja u smislu [, I3, [, udaljenosti i kvadrata udaljenosti (Tablica ??). Na Slici ?? vide se particije

s klasterima i njihovim centrima.
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Objective function

Partition | [{-norm Ily-norm [,-norm LS
I, 420 326.89 278.0  9666.58
I, 376 284.42 241.5  8402.21
115 354 269.42 234.0  7268.14
I, 308 248.53 215.5  5603.67
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1.3 Least Squares kriterij optimalnosti i trag simetricne matrice

Zadatak 6. Neka je A € R™™" kvadratna matrica s elementima a;j. Broj

n
tr A= Z i,

=1
nazivamo trag matrice A. PokaZite da vrijedi:
(1) tr (A+ B) =tr A+ tr B;
(ii)  tr(AA) = Atr A;
(ii7) tr (AB) = tr (BA);
(iv)  ako je A simetricna, onda tr (A) = Z Ai, gdje su A\; svojstvene vrijednosti matrice A;

=1
(v)  zeR" tr(za?) =alz = |z|%

(vi) AecR™" tr(AAT) =tr(ATA) = ZZ% = || A||%;

i=1j=1
(vii) A, B € R™" pri ¢emu je B nesingularna, tr(B~'AB) = tr (A).

Zadatak 7. PokaZite da je za x # 0, zzT € R™™ simetricna matrica® ranga 1.

Zadatak 8. Neka je m; neki klaster sastavijen od m; = |mj| elemenata u particiji Il € W(S, k),

gdje je S = {x; = (xgz), ey (Z)) eR":i=1,...,m}. PokaZite da za svaki a € R™ vrijedi
Y (wi—a)(wi—a)' = Y (zi—¢j) (i —¢))" +myle; —a)(e; —a)T, (10)
:EiGﬂ'j :E7;€7Tj

gdje je c; centroid klastera ;.

Rjesenje:
Y. @i—a)(zi—a)t =) (2 —¢) + (¢ —a)((zi — ¢) + (¢; —a)"
xieﬂj C’%‘eﬂ'j
= > (@i —¢)(@i— ;)" +my(e; —a)(e; —a)’,
JJZ'EFJ
jer je Z (i —cj)(xs — a)l = Z (i —¢j) | (x5 — a)l =0,
T ET; TiET;
jer je Z (x; — ¢j) = 0.
T,ET;
m
Ako u (10) umjesto a stavimo ¢ = % > x;, sve prosumiramo po j = 1,...,k i uo¢imo da
i=1
lijeva strana ne ovisi o particiji I, dobivamo
m k
Z(xl —¢) Z Z x; — ¢j)( —cj)T—i—ij(cj —c)(¢j —c)T, (11)
i=1 j=lzem; j=1

odnosno

4U literaturi (Spith, 1983) moze se naé¢i pod nazivom "diadski produkt"
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Teorem 1. Uz prethodne oznake vrijedi

T = W(II) + B(II), (12)
gdje je
T = Z(l‘z —c)(x; — c)T, (13)
i=1
k
=2 — ), (14)
7=1 x167rj

k
Z —or. (15)

Primjedba 2. Koristenjem Zadatka6, (11) mozemo zapisati kao
m
T=3 llzi—c|*= Z > ||xz—CJH2+ZmJHCJ—CH W (M) + B(II). (16)
=1 Jj=lz;€m;

Primijetite da su matrice W, B, T € R™*" simetri¢ne, da T ne ovisi, a W, B ovise o particiji IT i
da se kriterij (7) moze zapisati kao

FI©) = min tr W(II), 17
() = | Zuin  tr W(ID) (17)
jer je
k k
tr W(II) = tr Z Z (zi — ¢j)(zi — ;)T Z Z s — ¢;]|* =: F(IT). (18)
j=lzem; j=lzem;
Primjedba 3. Primijetite da Teorem 1 ne vrijedi ako bi umjesto f(m;) = . ||z; — ¢;||* koristili

TiET;
Kovarianzmatrizen ﬁ f(m;) ili matrice mi] f(mj). Zato se umjesto (7) ne koristiti kriterij
(obrazlozite!)

F(I1)) = -
( Herg%gkz Z i — 5|

m;
Zadatak 9. DokaZite da vrijeds
Z i — ] = Z > llzi =l + ZmJHc] ff?,
j=lzem;
Primgedba 4. Ako su p,v € C?(R), takve funkcije da je ¢(x) + v (x) = const, onda vrijedi

w €R, ¢'(w) =0 & ¢"(w0) >0 = P(w) =0 &¢"(z0) <0,
min () = ¢(zo) = maxy(z) =(wo)
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Teorem 2. Uz prethodne oznake vrijedi

argmin Z Z ||x; — cj|| = argmax ZmJHc] —c|? = (19)

Iew (s, k‘) =1z;€m; ITew(S,k)
F(I1)) = —ell? 2 2 20
( HrfplrslkZZHw ol ;nx@ | Hégagkzmjllcg o (20)

Ovaj teorem pokazuje da se rjesenje problema (7) moze svesti na problem trazenja maksi-
muma tezinske sume (s tezinama m;) kvadrata udaljenosti centroida pojedinih klastera c¢; do
centroida c¢itavog skupa c. Izradite ilustrativni primjer uz odgovarajuci graficki prikaz.

Zadatak 10. Pokazite da ako u (10) umjesto a uvrstimo x5, dobivenu jednakost sumiramo po
svim s € m; 1 podijelimo s 2m;, dobivamo

Z Z (z; — x6)(x; — x5)T. (21)

SETj T ET;

1

To2my,

Takoder pokaZite da vrijedi sljedeci teorem formuliran za srednje vrijednosti.

Teorem 3. Uz prethodne oznake vrijeds:

k
F(IT®) =Hgglgk22\lwﬁcgll 2:: > > lmi—al (22)

j=lxz;€m; mj TsEMj T, €T;,0>8

Zadatak 11. Neka je S = {z; € R™ : i = 1,...,m} osnovni skup, k = 2, Il = {m,m},
my = |m|, me = |m2l|, a c1,co,c redom centroidi klastera 71,7 i centroid skupa S. PokaZite da
je u tom slucaju Varianzkriterium ekvivalentan sljedeéem:

mimsa

max @(7‘(1,7‘(2) (I)<71'1,7T2) = H01 — CQHQ.

MIEeP(S,2)

Ako je nadalje, (7$,79) neka optimalna particija i mo > 1, onda clanovi klastera my leze u kugli
zadanoj s

mim mimeo(my + 1)(mg — 1)

m2

r, €my & |la— (c - ler — eol?

- )P <

MozZete li na osnovi ovoga konstruirati neki specijalni algoritam za traZenje optimalne dvoclane
particije ?

1.4 Transformacija podataka

Teorem 4. Varianzkriterium je invarijantam na rotaciju @ translaciju podataka. Preciznije,
neka je:

(i) S = {xl eR™:i=1,...,m} skup, a Il = {7y, .. 7Tk} proizvoljna particija s centroidima
Cly .- ¢k © duljinama klastem mj = |mil, 5 =1,...,k;

(i) Q € R™"™ ortogonalna matrica i b € R™ neki vektor.
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(iii)) " ={y; e R":y; = Qu; + b, i=1,...,m}

= {m\,..., 7.} particija s klasterima ; = {y; € §' : ¥; € 7;}.

Tada vrijedi

¢y =Qc;+b, gdjeje cj=— Z Vi,
yzeﬂ—
2 2
g Zl > v =4l = i Z Yo Ml =l
ylew g lz€m;

Dokaz. Vrijedi

— Z Yi= — Z(Qﬂ%%—b):Q(l. > Ii>+b=QCj+ba

y1€7r ‘7 T; €T J TiET;
odakle i ostatak tvrdnje lako slijedi. O
Zadatak 12. Izradite ilustrativni primjer uz odgovarajuci graficki prikaz.

Zadatak 13. Pokazite da je Varianzkriterium invariantam na skaliranje podataka samo u
slucaju navedenom u sljedecem teoremu. Izradite ilustrativni primjer uz odgovarajuci graficki
prikaz.

Teorem 5. Uz oznake kao u Teoremu 4 Varianzkriterium je invarigantam na skaliranje podataka
y; = Hx;, H = diag(hi,...,h,) onda i samo onda ako je h; = 1, za sve i = 1,...,n, tj.
vrijeds

HgglszZHyz SS9 9 S Rre )

J=lyer) g 1a,€m;

gdjeje cj = - 3 wi, = 3y

T, ET; yz€7r

Dokaz.

= Zyz_f > Hzy=H (1 > xi)zch.

ylgﬂ— m;j T,ET; J xiem;

Zato vrijedi

> llyi =l = > H@i—cp)l*= Y (@i —¢) H H(z; — ¢j)

yieﬂ; TiET; TiET;
= Z (CCZ'—C]')T(.TZ‘—CJ‘) <~ HTH:I 54 h? = 1.
TiET
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Data Symmetryon the second axis
L] L]
L] L[]
Symmetryon thefirst axis Central symmetry
Ld °

Slika 3: Simetrije podataka

Transformacija H zapravo predstavlja razne simetrije/refleksije (centralna, osna, ravninska,
hiperravninska). Za h; = £r,7 # 0 minimum se postize na istoj particiji (mada se vrijednost
minimuma tada mijenja).

min > ly; - Al =min » (i — ¢;)TH H(z; — ¢5)

yi€m ZiEM;
=r? mﬁnx;](xz —cj) (v —¢;)) & H'H=r1, & hiI=r
2 k-means partition (Minimaldistanzpartition)
Definicija 2. Kazemo da je II = {71, ..., 7%} optimalna paricija minimalnih udaljenosti (k-means
partition, Minimaldistanzpartition) ako
s € 5 o — cjll = min o — . (1)

Standardni k-means algorithm daje optimalnu k-means partition (Minimaldistanzpartition).

Algoritam 1. (k-means algorithm — Minimaldistanzverfahren)
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Step 1: Ucitaj 1 < k < m, itmaz, (x5, 0 = 1,...,m), stavi p = 0, izaberi poCetnu particiju
i = {ﬂ%“ ), o )} % i izracunaj centro1de i vrijednost funkcije cilja
1
%”—-<m > o m =l =1k
mj mEﬂ'(“)
k
Fy=FI@®) =3 3" flay — )2
7=1 ziEW(”)
J
Step 2: Sukladno principu minimalnih udaljenosti (24) definiraj novu particiju
+1 +1
okt — {71’5“ ), . ,7T,(€'u )}
1
WW”=mﬁsw@—#mgmrd%u:me}
(u+1 .
i =z € 9\ U ) g — ) < s = ol VE= 1 kY =2 ks
Step 3: Izracunaj nove centroide i nove vrijednost funkcije cilja
() _ 1 i :
c]. = (,LL+1) Z €Iy, ] = ].,...,k',
m.] xiGﬂ'(-M_H)
- (pt1)
D) 2
Fup =PIy =3 S oy — 7%
J=1 m,ETr(.”JA)
J
Step 4: If Fj, 11 < F), and if 1 < ityqe, stavi g := p+ 11 idi na Step2; U protivhom STOP
5 Alternativno, izaberi neku pocetnu aproksimaciju centroida {cg“ ). ,cé" )} i u smislu minimalnih

udaljenosti (24) definiraj pocetnu particiju II#) = {77(“) ,w,i”)},
W={zies: wfwan<n%—qmnz—1 Lk

W= {z; €8\ Uwgw s — N < i — P YE= 1, k), =2,k
s=1
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Slika 4: k-means algorithm

Teorem 6. Algoritam Minimaldistanzverfahren ne poveéava vrijednost minimizirajuceg funkcionala
F definranog sa (7), odnosno (17).

Dokaz.

J=1 :Eieﬂ;H)

k k )
>>0 >0 minflr— W P=30 3 o)

=1 genw j=1 zieﬂ§u+1)
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Teorem 7. (Teorem o razdvajanju) Neka je 1= {71, ..., 7k} optimalna (k-means particija.
Tada

e conv (7;) Nconv (7;) =0, V1I<i#j<k,

e hiperravnina koja razdvaja dva razlicita klastera 7y, g s centrima cp, cq is zadana je s
T 1
(cqg—cp) (2 — §(Cq +¢p) ) =0.

Dokaz. Skup svih to¢aka x € R™ jednako udaljenih od tocaka ¢, i ¢, zadan je s

H={z e R": [z —¢ql| = |lz — cpll}
2)1® + llegl? — 2¢k @ = ||=||* + |lepl|* — 2¢}
llegll® = llepll® = 2(cqg — )",
(cg—c ) (cq+cp) = 2(cq — Cp)Tx-

O

Primjedba 5. Za optimalnu k-means particiju spomenute hiperravnine cijeli prostor R™ dijele
na disjunktna podrucja {€,...,Q}, tako da je za svaki j = 1,...,k, m; C £, a centoid c;
je najbilzi centroid za sve elemente iz §; (Kogan, 2007),str.15. Ta subregionizacija naziva se
Voronoi ili Dirichlet particija ili tesalacija (vidi takoder Mathematica 7).

Zadatak 14. k-means algorithm (Minimaldistanzverfahren) u nekim slucajevima ne daje opti-
malnu particiju, a moze dovesti i do toga da neki od klastera bude prazan skup. Konstruirajte
primgjere koji ée poturditi ove turdnje. Kako u tom slucaju treba prilagoditi k-means algoruthm ¢

(Kogan, 2007), str. 18-20.
e k-means algorithm u nekim slu¢ajevima ne daje optimalnu particiju:
S =4{0,2,3} — the set
={{0,2},{3}} - initial partition

= {{0,2},{3}} - optimal k-means partition F(II°) =2
I1° = {{0},{2,3}} — optimal partition F(II°) =1

e k-means algorithm moze smanjiti broj klastera:

S ={-7,-5,-4,4,5,7} — the set
={{-7,-5},{—4,4},{5,7}} - initial partition
Im° = {{-7,-5,—4},0,{4,5,7}} — optimal k-means partition
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3 Druge metode

3.1 Izmjestanje elemenata klastera

m
Nekajec:% >.xziiaeR" Tada
i=1

f:lm — )z — a)f =Zf’:1<<xi — 0+ (c— (@i — )+ (e~ a))T
—i(xz — (i — )T +mle—a)(c—a)T
jer je Qsz:l(:U, —c)(c— a)T 2 (f:l(xz — c)) (c— a)T =0,
jer je i(wi o =o.
Primjenom tr dobivamo, )
i||xi—a]2 :ini—CHz—{—mHa—cHz, Va € R". (25)

i=1
Na osnovi (25) lako se pokaze da vrijedi
Lema 1. Neka su A ={z1,...,zp} i B={y1,...,yq} dva disjunkina skupa u R". Tada vrijed:
fAUB) = f(A) + f(B) +pllc(4) — c|* + qlle(B) — ¢ %,
gdje je

LS B =1y (AUB) = 2 4y + L B
— xi? c — — I c=2=cC g C C .
p= g =" p+q p+gq

Dokaz. Vrijedi

1 1<
= ¢(AUB) = p+q<z +Zyz>— i + Zyz

P ptap= p+qq

zato zbog (25) za a = y; vrijedi

m
FAUB) =l =l il —
L 2 2 2 2
=3 Iz = AP + plle = ()] +Z||yz—c I+ alle — c(B)
=1

Zadatak 15. Odredite

min g(x),  gdje je  g(x) = plle(4) —=[* + qlle(B) — =]
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Na osnovi Leme 1 slijedi

Teorem 8. Ako jell =m U---Umy, uz mj = |mj| ¢ ako je ¢;j = c(m;), j =1,...,k, onda je
m m
C(H):il01+"'+7k6k, m=mi—+---+mg.
m m

Ako jemiNm; =0, zai# j, onda

k k
= Zf(ﬂj)-i-ijHC—CjHZ, odnosno,
i=1 jfl
m
> lle() =z = Z > Hﬂfz—ca||2+zma|| ) — .
=1 j=lxem;

Zadatak 16. Dokazite Teorem 8§ metodom matematicke indukcije.
Takoder, na osnovi Leme 1 slijedi

Lema 2. Neka su A = {x1,...,zp} i B = {v1,...,yq} dva disjunktna skupa u R", y;, € B,
AT = AU{yi,}, B~ = B\ {yi,}. Tada vrijedi

FOAT) = FA) + 2 e(4) = i (26)
F(B) = 1(B) = 5 1e(B) = i (27)
Dokaz. Kako je f({yi,}) = 0 i kako je prema Lemi 1, ¢(A") = SEyc(A) + Siqyi,, vrijedi
f(AY) =£(A) +plle(A*) = (A2 + [le(AT) = yio |1
=1(A) + o) = il + P le4) — il
=F(A) + 2 el ) = g

Analogno, prema Lemi 1 je ¢(B) = q%qlc(B_) + %yio, iz Cega slijedi

c(B7) = %C(B) — q%lyio. Zato vrijedi

£(B) =F(B7) + (g = V)][e(B) — (B> + [le(B) ~ i, |
-1
=1B7) + gl = vl + 1e(B) =y
=1(B7) + 7 1eB) = il

Tvrdnja Leme 1 moze se dobiti i koristenjem prikaza pomoéu tragova iz Sekcije 1.3.

Zadatak 17. Pokazite da ako klasteru m; dodamo neki novi element a ¢ m;, dobijemo novi
klaster 7t; = m; U {a} za koji vrijedi:

(i) elt) = sqg (mye(my) + a),
(i1) tr W(zrj) =tr W(m;) + %H& —c(m)|12.
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Uputa: najprije izracunajte:
(@) @i —c(fy) = (@i — c(mj)) + (7)) — (7))
= (2 — e(m)) + iy (e(m) — @), Ve € 5,

(b) (i — e(fy) (@i — e(@)" = (25 — e(m)) (@i — c(m)) T + 727 (21 — e(mj)(c(m;) — @)
).

e (elmy) = a)(elmy) —

Zadatak 18. Pokazite da ako klasteru m;, m; > 1 oduzmemo neki njegov element a € mj,
dobivamo novi klaster 7; = m; \ {a}, za koji vrijedi:

(i) (i) = =g (mje(n;) — ),
(i1) tr W(i;) = tr W(m;) — -5 lla — ()%

Sljedeci teorem pokazuje za koliko ¢e se promijeniti funkcija cilja ako element y;, iz klastera
B prijede u klaster A.

Teorem 9. Neka su A = {z1,...,zp} ¢ B={y1,...,yq}, ¢ > 1, dva disjunktna skupa u R",
vio € B, AT = AU{y;,}, B~ = B\ {yi,}- Tada vrijedi

F({A, BY) = F{AY, BY) = 5 1e(B) = i P = 2 e(4) = o P
Dokaz. Kako je
F({A.B}) ~ F({A".B7))

(F(A) + 1(B) - (4% + £(B7))
= (f(A) = F(A)) + (F(B) - F(B7)),

koristenjem Leme 2 neposredno slijedi tvrdnja teorema. ]

3.2 Korigirani k-means algoritam

Definicija 3. Neka je IT = {my,..., 7} neka k-particija skupa S i neka su 7,57 € {1,...,k}.
Svaku particiju I, koja se dobije premjestanjem samo jednog vektora a € m; € II u klaster
7; € 1I, nazivamo prva varijacija particije II.

Za neki vektor a € m;, m; = |m;| > 1, prema Teoremu 9 definiramo razliku kriterijske funkcije
cilja prije i poslije premjestanja tog vektora iz klastera m; u klaster =;

m; N m; ~
Ay = F(IT) - F(IT') = lle(ms) = all* = ——I=le(my) — al%,

m; — 1 m; +1
i takoder pomocénu razliku
Aij = |le(mi) = al® = lle(m;) — al>.
Vrijedi
A 1 2 12 N
Aij_Aij = mi—lnc(ﬂ-i)_a” —|—mj+1||C(7Tj)—CLH >0 = Az’j ZA’LJ

Ako je Ai]- > 0, bit ¢e i Aj; > 0. To prema Teoremu9 daje nadu da bi premjestanje vektora
a € m; u klaster m;, za koji je A;; > 0, moglo smanjiti vrijednost funkcije cilja. Zato k-means
algorithm mozemo dopuniti s jos jednim korakom prema (Kogan, 2007):



Klaster analiza 18

Step 5: Ako postoji vektor a € S iz nekog klastera m;, |m;| > 1, takav da postoji klaster 7j, j # i,
takav da je |le(m;) — al|* > |lc(r;) — a||?, onda nadinimo prvu varijaciju particije I
premjestanjem vektora a iz klastera m; u klaster ;.

Tako smo konstruirali Korigirani k-means algoritam

Zadatak 19. Kontraprimjerom pokazite da ni korigirani k-means clustering algorithm nuzno
ne dovodi do optimalne LS particije.

3.3 Metode zamjene

e Pretpostavimo da raspolazemo s nekom particijom II = {m, ..., m};

e Neka je a prvi element niza zi,...,z,, € R?, takav da klaster m; u kome se on nalazi
nije jednoclan;

e Element a iz klastera m; premjestimo redom u sve druge klastere 7;, j # 4 i ra¢unamo
promjenu vrijednosti funkcije cilja. U tusvrhus I, j € {1,...,k}\ {i} ozna¢imo prvu
varijaciju particije II, koja se dobije premjestanjem elementa a iz klastera m; u klaster
j.

e Ako je A;; <0zasvakij € {1,...,k}\ {i}, onda se premjeStanjem elementa @ ne moze
postiéi snizenje vrijednosti funkcije cilja F'. U tom slucaju izaberemo sljede¢i element
u nizu z1,...,T;,, takav da klaster u kome se on nalazi nije jednoc¢lan i ponovimo
proceduru. Ovo ponavljamo tako dugo dok ne prodemo cijeli niz x1, ..., Zy,. U slucaju
da prodemo cijeli niz z1, ..., z, bez smanjenja vrijednosti funkcije cilja, STOP.

e Ako je A;; > 0 za neki jo € {1,...,k} \ {i}, onda se premjestanjem elementa a iz
klastera m; u klaster m;, dobiva nova particija 1100 na kojoj funkcija cilja F postize nizu
vrijednost. Ako postoji vise indeksa j € {1,...,k} \ {i} za koje je A;; > 0, mozemo
izabrati prvi po redu takav j ili onaj koji najvise smanjuje funkciju cilja. Primijetite da
u ovom slucaju vrijedi

my;

A m A
() = al* > =T e(m;) — (28)

N >0&
K mj+1

Zadatak 20. Konstruirajte Algoritam zamjene koji ce prethodno opisanom metodom od zadane
particije 11 = {1, ..., 7} odrediti novu bolju particuju "), ako takva postoji. Izradite odgo-
varajuce primjere.

Primjedba 6. Ako do kraja provedemo Metodu zamjene, na taj nacin dobit ¢emo optimalnu
k-means partition (Minimaldistanzpartition).

Naime, ako je & proizvoljni element particije m; i A;; <0 za svaki j =1,...,k, tj.
myg 112 mj ~112 ;
i) — < i) — =1,...,k
o llelm) —all” < mj+1\|6(7r3) all*, j=1,...,

onda mnozedi lijevu stranu s 0 < < 1, a desnu s

m;—1 m;+1 . . T
T 7117] > 1, nejdnakost ostaje vrijediti.

Zato je
le(m) —all® < lle(my) —all®, ¥j=1,....k,

a to znaci da je Il optimalna k-means partition (Minimaldistanzpartition).
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Teorem 10. Svaka LS-optimalna (Varianzkriterim) particija je optimalna k-means partition
(Minimaldistanzpartition), tj. svojstvo Minimaldistanz (24) je nuzan, ali ne i dovoljan uvjet da
bt neka particija bila optimalna.

Dokaz. Za m = k = 1 tvrdnja je ocCigledna.

Neka je 1 < k < m i neka je II(0) = {m¢,..., 77} LS-optimalna particija. Pretpostavimo da
11¢°) nije i optimalna k-means partition (Minimaldistanzpartition). U tom slu¢aju postoji a iz
nekog klastera m¢(m; > 1), koji je blizi centru c(7;), j # 1,

lle(my) —all < lle(m:) — all

Ako ovaj izraz najprije kvadriramo, a zatim lijevu stranu pomnozimo s 0 < mm—il < 1, a desnu
J
s -3 > 1, dobivamo nejednakost iz (28), a to znaci da primjenom Metode zamjene mozemo
3

dobiti bolju particiju, §to se protivi pretpostavci da je II(?) optimalna particija. O

4 Jos neka svojstva LS-particija

4.1 Monotonost

Teorem 11. Neka je 1 < k < m i neka su I, odnosno II' LS-optimalne (Varianzkriteriumu)
particije duljine k, odnosno duljine k + 1. Tada vrijedi

F(T) < F(I0).

Dokaz. Primijetite najprije da je za svaku particiju F(II) > 0.

Pretpostavimo najprije da je k +1 = m. U tom slucaju je particija II' sastavljena samo od
jednoclanih skupova, pa je F(IT') = 0. Zato je u ovom slucaju F(IT') < F(II).

Pretpostavimo sada da je k +1 < m. Neka su Il = {m,...,m}, odnosno I, optimalne
particije duljine k, odnosno duljine k + 1. Zbog k£ + 1 < m postoji 1 < jo < m, takav da je
mj, = |mj,| > 1. Neka je a € mj, i neka je 7, = ), \ {a} # 0. Prema Lemi?2 vrijedi

F(g) = fmig) = —lle(myy) —al* < f(miy) & f(Fio) = flmp) & a=c(mjp).
jo

(29)

Definiramo pomoénu particiju (ne nuzno LS-optimalnu) duljine k + 1

H” = {7‘(1, e 77Tj0—177?j077rj0+17 ey Ty {&}}

Kako je F(a) = 0, zbog (29) i LS-optimalnosti particije II' dobivamo

k
F(I') < FI") =Y f(m") < f(m;) < F(I).
j=1 j=1

O

Primjedba 7. Primijetite da (29) takoder pokazuje da poveéanjem broja elemenata u klasteru
LS-funkcija cilja prima manju vrijednost, osim ako se dodani elementi bas ne podudaraju s
centrom klastera. Ovu tvrdnju treba ispitati za druge kriterijske funkcije !!!
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4.2 Metoda aglomeracije

Metoda aglomeracije spada u hijerarhijske metode. LoSa strana hijerarhijskih metoda trazenja
klastera je nemoguénost vracanja i popravljanja prethodnih losih koraka, tj. nakon Sto se dva
podatka spoje u jedan klaster ili razdvoje u dva ta odluka je konacna.

Neka je zadan skup podataka S = {z; = (xgi),...,:cg))T e R":¢=1,...,m}. Metoda
aglomeracije polazi od particije jedno¢lanih klastera II™ = {{z1},...,{zn}} € ¥(S,m). U
svakom koraku po nekom kriteriju odabiru se dva klastera koja se spajaju u jedan. Ti kriteriji
temelje se na slicnosti (spajamo klastere s najveéim koeficijentom sli¢nosti) ili na razlic¢itosti
(spajamo klastere koji se najmanje razlikuju). Neki od kriterija razli¢itosti mogu biti:

dpmin (i, ™) = min d(m,a:’)
xem;,x’'en;

e (10, 73) = g Ao )
k3 J

de(mi, m5) = d(ci, ¢5), ¢, ¢j centroidi klastera m;, 7;

LY Y dwa)

iMj zem, z'em;

davg (i, T5) = -

U p-tom koraku dobit éemo particiju iz skupa ¥(S,m — ). Dakle, ako zelimo dobiti k-Clanu
particiju, bit ¢e potrebno provesti m — k koraka algoritma.

Algoritam 2. (Agglomerative Nesting - AGNES)

Step 1: U¢itaj 1 < k < m, (x;,7 = 1,...,m), postavi 4 = 0 i pocetnu particiju am =

{{xl}a B {$M}}v

Step 2: Konstruiraj matricu razli¢itosti particije II("—#) R, € Rm=mx(m=p) g elementima Tij =
d(m;,m;), gdje d(m;, 7;) predstavlja razlic¢itost klastera m; i ;.

*

Step 3: Pronadi najmanji element 7 j, matrice R, i nacini particiju
Im=r=1 = (H(miu) \ {Wiovﬂ—jo}) U{io Uﬂ—jo}'
Step 4: Ako je p < m — k, postavi g = p+ 1 1 idi na Step 2; Inace STOP;

Ovisno o odabiru kriterija, matrice razli¢itosti se nakon prvog koraka mogu mnogo brze
racunati.

Primjer 4. (Ilustracija metode aglomeracije). Za zadani skup tocaka treba potrziti optimalnu
LS-optimalnu particiju sastavljenu od dva klastera.

S = {{1.82,5.},{5.68,7.9},{3.73,3.},{3.16,8.26}, {8.24,4.04}, {7.58,6.22} }

treba

SPrimjetite da je matrica R simetri¢na, pa je zbog toga dovoljno pratiti samo njene iznaddijagonalne
(ili ispoddijagonalne) elemente.
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L L L L L L
2 4 6 8 2 4 6 8

Slika 5: Tlustracija metode aglomeracije

I1° = {{{1.82,5.},{3.73,3.}}, {{5.68,7.9}, {8.24,4.04}, {7.58,6.22}, {3.16,8.26} } }

4.3 Stabilnost particije

Definicija 4. Neka je CA neki clustering algorithm. Kazemo da je neka particija IT CA-stabilna
onda ako je primjena algoritma CA ne mijenja.

Lema 3. Ako je particija I = {m,me} stabilna u odnosu na Korigirani k-means algorithm,
onda je c(m1) # c(ms).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno: ¢ := ¢(m) = ¢(m2). Prema Teoremu9 da bi dvoc¢lana particija
IT = {m, ma}, ¢iji klasteri imaju isti centroid, bila stabilna, za svaki y;, € m1 U me mora biti

q P
F(II) - F(IT') = <q1 —M) lle = yi||* = 0,

a to je ispunjeno ako je p+ q = 0, tj. ako je p = ¢ = 0, Sto se protivi pretpostavci da klasteri
moraju imati barem jedan element. O

Iz Leme 3 slijedi

Teorem 12. Ako je particija I1 = {my,..., 7} stabilna u odnosu na Korigirani k-means algo-
rithm, onda je c(m;) # c(m;) za i # j.
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4.4 Udaljenost dviju particija

Definirat ¢emo produkt 112 particija IT; i 1o skupa S tako da kazemo da je neki klaster element
particije II12 onda ako je on neprazni presjek nekog klasterom iz II; i nekog klastera iz Ils.
Preciznije

Definicija 5. Kazemo da je particija II;o produkt particija Iy = {ng),...,mgl)} il =
{779, e ,71'52)} skupa S ako su klasteri iz IIy2 svi neprazni presjeci 771(1) N 7r](-2) klastera iz II;
iIl,.

Primjer 5. Za skup S = {1,2,6,7,9} definiramo
IT; = {{17 27 6}7 {77 9}}

H2 = {{17 27 }7 {6a 7}? {9}}
Iy = {{L 2}7 {6}7 {7}’ {9}}

Primjedba 8. 1z Teorema 8 slijedi F'(II;) — F(I;2) > 0. Stroga nejednakost slijedi iz sljedeéeg
teorema.

Teorem 13. Neka su II; = {71'%1), . ,mgl)} i Iy = {Tr?), . ,77(52)} dvije k-means stabilne parti-
cije skupa S. Ako je Iy # Il12, onda je F(I1y) — F(Il12) > 0.

Dokaz. (Kogan, 2007) O
Sada mozemo definirati udaljenost particija IT; i Iz na sljedeéi nacin (Kogan, 2007)

d(Ily, o) := (F(IL) — F(IL2)) + (F(I2) — F(IL2)) . (30)

Zadatak 21. Pokazite da ako su Iy 7 1ly dvije k-means stabilne particije skupa S, onda vrijeds

(Z) d(Hl,Hg) >0 id(Hl,Hg) =0« II; =1Iy
(1) d(I1;,1y) = d(I1g, IIy).

Vrijedi li i nejednakost trokuta ?

5 (Generalizirani LS-kriterij
Definiramo normu
|-llg : R" — [0, +00), |z)|% = 2T G

i udaljenost
dG (R" xR" — [O,+OO>, dG(:E?y): (‘T*y)TG(‘Tiy)

Sto je jedini¢na kugla radijusa 1 sa sredistem u ishodistu u ovoj metrici ?
Suma kvadrata G-udaljenosti tocke a € R™ do svih tocaka klastera 7; zadana je s

Fg(a) = Z d%(a, ;) = Z (z; — )T G(z; — a).

T,ET; TiET

Ako je G pozitivno definitna matrica (G > 0), onda funkcional F; u tocki
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postize svoj globalni minimum jer je

OF¢( c]
=-2 — =0
da x;] )
9*Fg(c))

a generalizirani LS-kriterij Varianzkriterium definira se s (Spéath, 1983)

Z Z — cj (i — ¢j). (31)

j=lzem;

6 Neke primjene

6.1 Drugi objekti kao centri klastera

Umjesto tocke ¢ € R™ (centroid) kao centar klastera moze se pojaviti i neki drugi objekti,
primjerice: pravci, ravnine, hiperravnine, kruznice itd. Ako primjjerice, centar klastera u R?
treba biti pravac 1 (Kogan, 2007), onda udaljenost neke tocke a € R? do pravca 1 definiramo kao
najkra¢u udaljenost (ortogonalnu projekciju) tocke a € R? do pravca 1. Za zadani skup tocaka

S={x;eR?:i=1,...,m}, m > 2, pravac L kao centar klastera 7 C S definiran je s
Z d(L,x;) < Z d(l,z;), za svaki pravac 1 (32)
T, ET €T, €T

6.2 Sustav linearnih jednadzbi

Specijalno moZemo promatrati i sustav linearnih jednadzbi A =17, A € R™*" n € R™ (Spéth,
1983). Sada bi klaster bio podsustav sustava linearnih jednadzbi odabran prema odredenom
principu.

Primjer 6. Za dane podatke (t;,z;),i = 1,...,m treba pronaéi particiju I = {m,..., 7},
sastavljenu od k nagboljih pravaca t — of + B;t. Na osnovi danih podataka formiramo sustav

a+ Ot = z;, 1=1,...,m.

Opcenito, sustav A = n razdijelimo na k podsustava (klastera) AWE =nW) 5 =1,... ki
za svaki podsustav potrazimo njegovo LS-rjedenje £U) minimizacijom funkcionala

& [AVE — . (33)
Vektor £U) ujedno predstavlja centar klastera jednadzbi m;. Kriterijska funkcija cilja sada je

k
IT) = Z |AD W) — p(@))2,
j=1

Minimaldistanzkriterium (k-means) u ovom slucaju znaci

n ‘ 2 no 2
i-ta jedn. jeum; & (Z ailgl(j) — m) < (Z ailfl(s) — m) , Vs=1,... k. (34)
=1 =1
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Rjesenje linearnog problema najmanjih kvadrata (33) moZemo potraziti rjeSavanjem sustava
normalnih jednadzbi. Zbog jednostavnost promatramo sustav

(ATA)E = ATy,
Uz pretpostavku da je A punog ranga (rank A = n) dobivamo
€= (ATA)~1ATy. (35)

Ovaj dio teksta vjerojatno sadrzi dosta pogresaka
Problem ispustanja ili dodavanja jednadzbe mozemo rijesiti primjenom Sherman—Morrison—
Woodbury leme (see e.g. (Dennis and Schnabel, 1996)).

Lema 4. (Sherman-Morrison-Woodbury) Neka su u,v € R", 8 € R i neka je A € R™ " nesin-
gularna matrica. Tada

a) det(A + pu” v) = det + pvt A7 u);
(a) det(A+ fu"v) = det A(1 + fo" A~ u);
(b) Matrica A+ Bu'v je nesingularna onda i samo onda ako 1+ BvT A= u # 0 4 vrijedi

BA TuvT A1

T \—1 _ =1 _
(A+fuv) " =A L BT A Tu’

(36)

Pretpostavimo najprije da sustavu A¢ = 7 dodamo jednadzbu u’¢é = v, u € R*,v € R.
LS-rjesenje £ novog sustava dobivamo iz

el
—1
- ([ 4]) (o 1]) -y

primjenom Sherman—Morrison—Woodbury leme

2

min
gleRn

)

~ T~
,_F W ® o aT a1l F N
& =¢ T+ oTa’ gdjeje u=(A"A)"", &=+ va.

Ako je A > 0, onda je u”@ > 0. Ako je ATA > 0, onda je AT A+ uu” > 0. Ako sustavu A& =7
oduzmemo jednadzbu u”¢ = v, u € R™, v € R, dobivamo
¢ = (ATA —wu”) 71 (ATy — vu).

Primjenom Sherman—Morrison—Woodbury leme dobivamo

_ _ 1 _ i _
(ATA —uu™) ' = (ATA) + HUT(ATA)AUWT, i = (AT A) u.

Pri tome (AT A — uu™)~! postoji i pozitivno je definitna ako

0<ul(ATA)tu < 1.
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Vrijedi
~ T"
¢=¢ _Gu' s £=¢—vi.

C14dTw

Druga moguénost je primjena QR-dekompozicije s pivotiranjem (Bartels et al., 1978; Golub
and Van Loan, 1996).

U (Spéth, 1986) razmatra se least absolute deviations kao kriterij.
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