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Domace zadace

Zadatak 1. PokaZite da ako je f : R™ — R, konveksna funkcija, onda je njen nosac
L(f)={(a,b) :a € R" b€ R,a’z — b < f(z), Vo € R"},
konveksan skup.
Zadatak 2. Neka je f : R" — R konveksna funkcija. DokaZite da vrijedi:
(i) ako je p(x) = f(x) + B, B € R, onda ¢*(§) = [*(£) = B;
(ii) ako je p(x) = f(x + a), a € R", onda ¢*(£) = f*(&) — T a;
(iii) ako je p(x) = f(yz), ¥ # 0, onda ¢*(€) = £* (£);
(iv) ako je p(x) = kf(x), k>0, onda p*(§) = kf* (%

(v) ako jea € R, k, B,y €R, v 40,k >0ip(x)=kf(y(xr+a))+ 5, cemu je jednako
v ()7

Zadatak 3. Odredite konjugirane funkcije za funkcije

@oR=R o) ={ IDTZ0 L )0 R-R o)

(c)p:R—R, ¢(:1:):]1)\x]p,1<p<+oo, (d)(b:(—Z 7T)—>R ¢(x) = —In(cos x)
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Zadatak 4. Za realne brojeve a,b > 0 vrijeds
P
ab< ™+ = (1)
p q
ab<e*—b+blnbd. (2)

Ustanovite i dokazite kada u navedenim nejednakostima vrijedi jednakost.
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Zadatak 5. Odredite Legendreovu transformaciju (dualnu funkciju) funkcije f : R* — R,
f(xy,m5) = 23 + 23, Koristedi dobiveni rezultat odredite takoder dualne funkcije sljedecih
funkcija:

(a) ¢(z)=f(x)+8, R ) o) = flx+y),ycR?
(c) wl(z)=flyz),v#0 (d) o(z) =kf(z), k>0

Zadatak 6. Odredite Legendreovu transformaciju (dualnu funkciju) funkcije f : R" — R,
flz) = %xTAx, gdje je A simetricna nesingularna matrica.

Zadatak 7. (Ortega and Rheinboldt (2000), str. 254) PokaZite da interpolacijski polinom
drugog reda koji se s funkcijom o(o) = f(x + ap) podudara u tri razlicite tocke uy, us, us
ima oblik

(v — ug) (o — ug) (v —uq) (v — ug) (v —uy) (o — ug)

(u1 — ug)(ur — U3)f1 i (ug — u)(uz — U3)f2 i (us — u1)(us — Uz)f?”

vla) =
gdje je fi = f(x+wp), i = 1,2,3. PokaZite takoder da 1) postize lokalni minimum u tocki

U (u =) fi + (ug —ui) fo+ (uf — ) fs

a=-—
2 (UQ — U3)f1 —+ (U3 — ul)fg -+ (u1 — u2)f3
ako je
2 2 2
A B B,
(ur —ug)(ur —ug)  (ug —ur)(ug —us)  (uz —uy)(us — up)
Napisite izraze za 1 i @ za specijalne slucajeve: (a)u; = 0,uz = 2us, (b) us = 0,u; = —us.

Testirajte ovaj princip na nekoliko primjera uz primjenu gradijentne metode.

Zadatak 8. Neka je funkcional f : D C R" — R, G-diferencijabilan u nekoj tocki
zF € int (D) i neka je f'(z%) pF < 0 za neki p* € R".
Neka je nadalje p(a) = f(z* + ap®) it; > 0. Poznavajuéi

g0 =¢(0), g =¢(0), @ =ept),

uocite da je qf < 0) odredite kvadratnu funkciju q(t) = at? + bt + ¢, tako da je
0

q(0) = qo, ¢'(0) =qp, q(ti) =aq.

Uz koji uvjet se postize minimum dobivene kvadratne funkcije q ¢ Odredite minimizator
kvadratne funkcije q. Poznavajuci ovu kvadratnu funkciju konstruirajte algoritam odabira
duljine koraka oy.

Zadatak 9. Dokazite da je svaka pozitivno definitna matrica M € R™" regularna.

Zadatak 10. Neka je A € R™ " pozitivno definitna i simetricna matrica. DokaZite da je
preslikavanje s : R™ x R® — R zadano s s(x,y) = xT Ay skalarni produkt na R™.
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Zadatak 11. Neka su A = [ 1 92

], xo = [0,0]7 i r = 3. PrikaZite skup

Ka(x0,7) = {x € R?*: ||x —x¢|la <7}

Zadatak 12. Nekaje A € R"*" te nekaje{p; € R": j =0,...,k—1} skup A—konjugiranih
vektora. Dokazite da su vektori pj, 7 =0,...,k —1 linearno nezavisni.

Zadatak 13. Zadani su pozitivno definitna matrica A € R™*™, vektorib € R" te xy € R".

T
Definiramo Xp11 = Xp + Pk, O = —pl%;;k , . =Ax, — b, k=1,2,.... Pretpostavimo
k
da su Py, ..., Pr vektori dobiveni na sljedeci nacin
k—1 T
D; Ary
Po = —To, pk:_rk—f_ZTipja k:172a
=0 Pj AP,

Dokazite da vrijeds

a) Wy := span{po, - .., Pr_1 = span{rg,...,rx_1}
b) rlr; =0 za svaki0 < j<m<k

¢) pir; = —riry za svaki 0 < j <k

d) Wy, = span{ry, ..., A¥1ry}

Zadatak 14. Prilagodite metodu konjugiranih gradijenata za minimizaciju nelinearne
funkcije, tako da koristite ideju modificirane Wolfove metode jednodimenzionalne min-
imizacije prema clanku Yu at all (2009). Metodu ilustrirajte na primgjerima razlicitih
nelinearnih funkcija.

Zadatak 15. Opcenito, broj elemenata partitivnog skupa, skupa S od m elemenata jednak
je 2™. PokaZite da je broj svih particija skupa S, koji zadovoljavaju uvjete

Ulﬂ'i = S, (3)

Wzmﬂ-j:q)a Z%ja (4)
m;=|m;| >1, j=1,....k (broj elemenata podskupa ), (5)

jednak

(sl = -0 (F) ©)

=1 J

Izracunagte broj svih particija skupa S zadanih s (3-5) specijalno za m = 10,50, 100, 1000
i k=2,3,538,10.
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Zadatak 16. Ako je 7; € Il klaster, sto je

(@) min > |lz;—x|? (b) mln Sz — 2zl ?

zER™ TiET TiET
Zadatak 17. PokaZite da je za x # 0, xzl € R™™ simetricna matrica ranga 1.
Zadatak 18. Neka je V(S, k) skup svih particija skupa S = {x; e R" :i=1,...,m} koje
zadovoljavaju (3-5) i neka su cj, j =1,...,k centroidi klastera 7;, j =1,... k.
Pokazite da tada vrijedi

F(MI?) = min Z S lw —gl)? =

1
NEV(Sk) = ien, T m;

Zadatak 19. Neka je S = {x; e R" : i = 1,...,m} osnovni skup, k = 2, Il = {m, w5},
my = |mi|, me = |ma|, acy,ce, T redom centroidi klastera my, o i centroid skupa S. PokaZite

HG‘I/

Z > =l
TsEM;

j TiETj,1>8

da je u tom slucaju Varianzkriterium ekvivalentan sljedecem:

mims

max (I)(ﬂ'l,ﬂ'g) CD<7T1,7T2> = HCl — CQHZ.

IIeP(S,2)

Ako je nadalje, (79, 73) neka optimalna particija i my > 1, onda c¢lanovi klastera mo leZe
u kugli zadanoj s

mlmg(ml + 1)(7TL2 — 1)
2

mimes

T, €My & Hxi—(x—

ler — C2||2-

(- a) I <

MoZete li na osnovi ovoga konstruirati neki specijalni algoritam za traZenje optimalne

m

dvoclane particije ?

Zadatak 20. (Teorem o razdvajanju) Neka su m,, m, dva razlicita klastera optimalne k-
means partition s pripadnim centroidima c,, c,. Pokazite da je hiperravnina koja razdvaja
ova dva klastera zadana s

T
<$ - ;(Cq + Cp)) (cg—¢p) =0 (7)
Uputa. Skup svih tocaka € R" jednako udaljenih od tocaka c, i ¢, zadan je s
{z eR": lz — ol = ||z = o[}
Prije toga dokazite identitet
legll® = llepll® = (g = )" (cq + c)-

Zadatak 21. k-means algorithm (Minimaldistanzverfahren) u nekim slucajevima ne daje
optimalnu particiju, a moZe dovesti i do toga da neki od klastera C]‘-‘ bude prazan skup.
Konstruirajte primgere koji ce potvrditi ove tvrdnje. Kako u tom slucaju treba prilagoditi
k-means algoruthm ¢
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Zadatak 22. Odredite
min g(z), gdje je  g(x) = pllc(A) — || + qlle(B) — z|*.

z€eR™

Zadatak 23. Dokazite sljedeci teorem metodom matematicke indukcije.

Teorem 1. Ako je Il =m U---Umy, uz m; = |m;| i ako je c; = c(mj), j=1,....k, onda
m m
o(Il) = —¢y + -+ —cp, m=my+ -+ my.
m m

Ako jemiNm; =0, za i # j, onda

k k
= flm) + X mylle —¢1%, odnosno,

j=1 j 1

m 9 9 2
S e(IT) — ) Z Sl — g +ij|| ) = g™
i=1 j=lz€m;

Zadatak 24. PokaZite da ako klasteru m; dodamo neki novi element a ¢ m;, dobijemo
novi klaster n; = m; U{a} za koji vrijedi:
(i) clfy) = oo (mye(m;) + @),

(@) tr W(#;) = tr W(m)) + 45 lla — ().

Uputa: najprije izracunajte:
(a) i —c(f;) = (2 — c(m;)) + (c(m;) — c(#)))
= (& — o)) + i (e(my) — @), Vai €S,
(b) (@i — e(;)) (@i — (7)) = (v — e(m;))(@s — e(m))" + 25 (@ — c(m;)) (e(m;) — @)
+ e () — a)(e(my) — @)

Zadatak 25. Pokazite da ako klasteru m;, m; > 1 oduzmemo neki njegov element a € m;,
dobivamo novi klaster 7t; = m; \ {a}, za koji vrijedi:
(i) ;) = 5 = (mye(m;) — a),

(i) tr W(h;) = tr W(m;) — = lla — ().

1

Zadatak 26. Kontraprimjerom pokazite da ni korigirani k-means clustering algorithm
nuzno ne dovodi do optimalne LS particije.
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Treéi dio: Kombinatorijalni algoritmi za rjeSavanje covering/packing linearnih
programa

Zadatak 27 (Teorem o slaboj dualnosti). Neka su x € R™ iy € R™ dopustiva rjesenja
za primalni

max cx
Az<b,x>0
1 njemu dualng
min by
Aty>e,y>0
LP problem. PokaZite da vrijedi
cx < bly.

Zadatak 28 (Teorem o jakoj dualnosti). Neka su z* € R™ i y* € R™ optimalna rjesenja
za primalni © njemu dualni LP problem. PokaZite da vrijedi

ca* = bly*.

Zadatak 29. U analizi pohlepnog algoritma za racunange pokrivaca skupova postavili smo
vrijednosti dualne varijable

Ye = PSTe, (8>

za svaki jos ne pokriveni e € S (r. = 1), gdje smo ps definirali kao

Cs
ZeES Te .

pPs =

Prisjetite se da je intuicija iza pridruZivanja (8) pravilno rasporediti teZinu izabranog
skupa na sve nove pokrivene tocke koje izabrani skup pokriva.
Pokazite da po zavrsetku pohlepnog (greedy) algoritma vrijedi

Z rsCs = Z Ye-

SeH ecU

Zadatak 30. Konstruirajte primjer tako da pohlepni algoritam prezentiran na predavanju
za racunange pokrivaca uistinu vrati pokrivac teZine najmanje H,-OPT, gdje H, oznacava
n-ti harmonijski broj, a OPT teZinu optimalnog rjesenja.
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