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Nediferencĳabilna optimizacĳa
Poslijediplomski doktorski studij matematike

Domaće zadaće

Zadatak 1. Pokažite da ako je f : Rn → R, konveksna funkcĳa, onda je njen nosač

L(f) = {(a, b) : a ∈ Rn, b ∈ R, aTx− b ≤ f(x), ∀x ∈ Rn},

konveksan skup.

Zadatak 2. Neka je f : Rn → R konveksna funkcĳa. Dokažite da vrĳedi:

(i) ako je ϕ(x) = f(x) + β, β ∈ R, onda ϕ∗(ξ) = f ∗(ξ)− β;

(ii) ako je ϕ(x) = f(x+ α), α ∈ Rn, onda ϕ∗(ξ) = f ∗(ξ)− ξTα;

(iii) ako je ϕ(x) = f(γx), γ 6= 0, onda ϕ∗(ξ) = f ∗
(
ξ
γ

)
;

(iv) ako je ϕ(x) = kf(x), k > 0, onda ϕ∗(ξ) = kf ∗
(
ξ
k

)
.

(v) ako je α ∈ Rn, k, β, γ ∈ R, γ 6= 0, k > 0 i ϕ(x) = kf(γ(x+α))+β, čemu je jednako
ϕ∗(ξ)?

Zadatak 3. Odredite konjugirane funkcĳe za funkcĳe

(a) φ : R→ R, φ(x) =
{
− ln x, x > 0

+∞, x ≤ 0. , (b) φ : R→ R, φ(x) = ex

(c) φ : R→ R, φ(x) = 1
p
|x|p, 1 < p < +∞, (d) φ : (−π2 ,

π

2 )→ R, φ(x) = − ln(cosx)

Zadatak 4. Za realne brojeve a, b ≥ 0 vrĳedi

ab ≤ ap

p
+ bq

q
(1)

ab ≤ ea − b+ b ln b. (2)

Ustanovite i dokažite kada u navedenim nejednakostima vrĳedi jednakost.
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Zadatak 5. Odredite Legendreovu transformacĳu (dualnu funkcĳu) funkcĳe f : R2 → R,
f(x1, x2) = x2

1 + x2
2. Koristeći dobiveni rezultat odredite također dualne funkcĳe sljedećih

funkcĳa:

(a) ϕ(x) = f(x) + β, β ∈ R (b) ϕ(x) = f(x+ y), y ∈ R2

(c) ϕ(x) = f(γx), γ 6= 0 (d) ϕ(x) = kf(x), k > 0

Zadatak 6. Odredite Legendreovu transformacĳu (dualnu funkcĳu) funkcĳe f : Rn → R,
f(x) = 1

2x
TAx, gdje je A simetrična nesingularna matrica.

Zadatak 7. (Ortega and Rheinboldt (2000), str. 254) Pokažite da interpolacĳski polinom
drugog reda koji se s funkcĳom ϕ(α) = f(x+ αp) podudara u tri različite točke u1, u2, u3

ima oblik

ψ(α) = (α− u2)(α− u3)
(u1 − u2)(u1 − u3)

f1 + (α− u1)(α− u3)
(u2 − u1)(u2 − u3)

f2 + (α− u1)(α− u2)
(u3 − u1)(u3 − u2)

f3,

gdje je fi = f(x+uip), i = 1, 2, 3. Pokažite također da ψ postiže lokalni minimum u točki

α = 1
2 −

(u2
2 − u2

3)f1 + (u2
3 − u2

1)f2 + (u2
1 − u2

2)f3

(u2 − u3)f1 + (u3 − u1)f2 + (u1 − u2)f3

ako je
2f1

(u1 − u2)(u1 − u3)
+ 2f2

(u2 − u1)(u2 − u3)
+ 2f3

(u3 − u1)(u3 − u2)
> 0.

Napišite izraze za ψ i α za specĳalne slučajeve: (a) u1 = 0, u3 = 2u2, (b) u2 = 0, u1 = −u3.
Testirajte ovaj princip na nekoliko primjera uz primjenu gradĳentne metode.

Zadatak 8. Neka je funkcional f : D ⊆ Rn → R, G–diferencĳabilan u nekoj točki
xk ∈ int (D) i neka je f ′(xk) pk < 0 za neki pk ∈ Rn.

Neka je nadalje ϕ(α) = f(xk + αpk) i t1 > 0. Poznavajući

q0 = ϕ(0), q′0 = ϕ′(0), q1 = ϕ(t1),

(uočite da je q′0 < 0) odredite kvadratnu funkcĳu q(t) = at2 + bt+ c, tako da je

q(0) = q0, q′(0) = q′0, q(t1) = q1.

Uz koji uvjet se postiže minimum dobivene kvadratne funkcĳe q ? Odredite minimizator
kvadratne funkcĳe q. Poznavajući ovu kvadratnu funkcĳu konstruirajte algoritam odabira
duljine koraka αk.

Zadatak 9. Dokažite da je svaka pozitivno definitna matrica M ∈ Rn×n regularna.

Zadatak 10. Neka je A ∈ Rn×n pozitivno definitna i simetrična matrica. Dokažite da je
preslikavanje s : Rn × Rn → R zadano s s(x,y) = xTAy skalarni produkt na Rn.
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Zadatak 11. Neka su A =
[

2 1
1 2

]
, x0 = [0, 0]T i r = 3. Prikažite skup

KA(x0, r) = {x ∈ R2 : ‖x− x0‖A ≤ r}.

Zadatak 12. Neka je A ∈ Rn×n te neka je {pj ∈ Rn : j = 0, . . . , k−1} skup A−konjugiranih
vektora. Dokažite da su vektori pj, j = 0, . . . , k − 1 linearno nezavisni.

Zadatak 13. Zadani su pozitivno definitna matrica A ∈ Rn×n, vektori b ∈ Rn te x0 ∈ Rn.
Definiramo xk+1 = xk + αkpk, αk = − rTk pk

pT
k

Apk
, rk = Axk − b, k = 1, 2, . . .. Pretpostavimo

da su p0, . . . ,pk vektori dobiveni na sljedeći način

p0 = −r0, pk = −rk +
k−1∑
j=0

pTj Ark

pTj Apj
pj, k = 1, 2, . . . .

.
Dokažite da vrĳedi

a) Wk := span{p0, . . . ,pk−1 = span{r0, . . . , rk−1}

b) rTmrj = 0 za svaki 0 ≤ j < m ≤ k

c) pTk rj = −rTk rk za svaki 0 ≤ j ≤ k

d) Wk = span{r0, . . . ,Ak−1r0}

Zadatak 14. Prilagodite metodu konjugiranih gradĳenata za minimizacĳu nelinearne
funkcĳe, tako da koristite ideju modificirane Wolfove metode jednodimenzionalne min-
imizacĳe prema članku Yu at all (2009). Metodu ilustrirajte na primjerima različitih
nelinearnih funkcĳa.

Zadatak 15. Općenito, broj elemenata partitivnog skupa, skupa S od m elemenata jednak
je 2m. Pokažite da je broj svih particĳa skupa S, koji zadovoljavaju uvjete

k⋃
i=1

πi = S, (3)

πi
⋂
πj = ∅, i 6= j, (4)

mj := |πj| ≥ 1, j = 1, . . . , k (broj elemenata podskupa πj), (5)

jednak

|Ψ(S, k)| = 1
k!

k∑
j=1

(−1)k−j
(
k

j

)
jm. (6)

Izračunajte broj svih particĳa skupa S zadanih s (3-5) specĳalno za m = 10, 50, 100, 1000
i k = 2, 3, 5, 8, 10.
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Zadatak 16. Ako je πj ∈ Π klaster, što je

(a) min
x∈Rn

∑
xi∈πj

‖xi − x‖1 ? (b) min
x∈Rn

∑
xi∈πj

‖xi − x‖∞ ?

Zadatak 17. Pokažite da je za x 6= 0, xxT ∈ Rn×n simetrična matrica ranga 1.

Zadatak 18. Neka je Ψ(S, k) skup svih particĳa skupa S = {xi ∈ Rn : i = 1, . . . ,m} koje
zadovoljavaju (3–5) i neka su cj, j = 1, . . . , k centroidi klastera πj, j = 1, . . . , k.

Pokažite da tada vrĳedi

F (Π(o)) = min
Π∈Ψ(S,k)

k∑
j=1

∑
xi∈πj

‖xi − cj‖2 = min
Π∈Ψ(S,k)

k∑
j=1

1
mj

∑
xs∈πj

∑
xi∈πj ,i>s

‖xi − xs‖2.

Zadatak 19. Neka je S = {xi ∈ Rn : i = 1, . . . ,m} osnovni skup, k = 2, Π = {π1, π2},
m1 = |π1|, m2 = |π2|, a c1, c2, x̄ redom centroidi klastera π1, π2 i centroid skupa S. Pokažite
da je u tom slučaju Varianzkriterium ekvivalentan sljedećem:

max
Π∈P(S,2)

Φ(π1, π2), Φ(π1, π2) = m1m2

m
‖c1 − c2‖2.

Ako je nadalje, (πo1, πo2) neka optimalna particĳa i m2 > 1, onda članovi klastera π2 leže
u kugli zadanoj s

xi ∈ πo2 ⇔ ‖xi −
(
x̄− m1m2

m
(c1 − c2)

)
‖2 ≤ m1m2(m1 + 1)(m2 − 1)

m2 ‖c1 − c2‖2.

Možete li na osnovi ovoga konstruirati neki specĳalni algoritam za traženje optimalne
dvočlane particĳe ?

Zadatak 20. (Teorem o razdvajanju) Neka su πp, πq dva različita klastera optimalne k-
means partition s pripadnim centroidima cp, cq. Pokažite da je hiperravnina koja razdvaja
ova dva klastera zadana s (

x− 1
2(cq + cp)

)T
(cq − cp) = 0 (7)

Uputa. Skup svih točaka x ∈ Rn jednako udaljenih od točaka cp i cq zadan je s

{x ∈ Rn : ‖x− cq‖ = ‖x− cp‖}.

Prĳe toga dokažite identitet

‖cq‖2 − ‖cp‖2 = (cq − cp)T (cq + cp).

Zadatak 21. k-means algorithm (Minimaldistanzverfahren) u nekim slučajevima ne daje
optimalnu particĳu, a može dovesti i do toga da neki od klastera Cµ

j bude prazan skup.
Konstruirajte primjere koji će potvrditi ove tvrdnje. Kako u tom slučaju treba prilagoditi
k-means algoruthm ?
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Zadatak 22. Odredite

min
x∈Rn

g(x), gdje je g(x) = p‖c(A)− x‖2 + q‖c(B)− x‖2.

Zadatak 23. Dokažite sljedeći teorem metodom matematičke indukcĳe.

Teorem 1. Ako je Π = π1 ∪ · · · ∪ πk, uz mj = |πj| i ako je cj = c(πj), j = 1, . . . , k, onda

c(Π) = m1

m
c1 + · · ·+ mk

m
ck, m = m1 + · · ·+mk.

Ako je πi ∩ πj = ∅, za i 6= j, onda

F (Π) =
k∑
j=1

f(πj) +
k∑
j=1

mj‖c− cj‖2, odnosno,

m∑
i=1
‖c(Π)− xi‖2 =

k∑
j=1

∑
xi∈πj

‖xi − cj‖2 +
k∑
j=1

mj‖c(Π)− cj‖2.

Zadatak 24. Pokažite da ako klasteru πj dodamo neki novi element â 6∈ πj, dobĳemo
novi klaster π̂j = πj ∪ {â} za koji vrĳedi:

(i) c(π̂j) = 1
mj+1(mjc(πj) + â),

(ii) tr W (π̂j) = tr W (πj) + mj
mj+1‖â− c(πj)‖

2.

Uputa: najprĳe izračunajte:

(a) xi − c(π̂j) = (xi − c(πj)) + (c(πj)− c(π̂j))

= (xi − c(πj)) + 1
mj+1(c(πj)− â), ∀xi ∈ S,

(b) (xi − c(π̂j))(xi − c(π̂j))T = (xi − c(πj))(xi − c(πj))T + 2
mj+1(xi − c(πj))(c(πj)− â)

+ 1
(mj+1)2 (c(πj)− â)(c(πj)− â)T .

Zadatak 25. Pokažite da ako klasteru πj, mj > 1 oduzmemo neki njegov element â ∈ πj,
dobivamo novi klaster π̂j = πj \ {â}, za koji vrĳedi:

(i) c(π̂j) = 1
mj−1(mjc(πj)− â),

(ii) tr W (π̂j) = tr W (πj)− mj
mj−1‖â− c(πj)‖

2.

Zadatak 26. Kontraprimjerom pokažite da ni korigirani k-means clustering algorithm
nužno ne dovodi do optimalne LS particĳe.
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Treći dio: Kombinatorĳalni algoritmi za rješavanje covering/packing linearnih
programa

Zadatak 27 (Teorem o slaboj dualnosti). Neka su x ∈ Rn i y ∈ Rm dopustiva rješenja
za primalni

max
Ax≤b,x≥0

ctx

i njemu dualni
min

Aty≥c,y≥0
bty

LP problem. Pokažite da vrĳedi
ctx ≤ bty.

Zadatak 28 (Teorem o jakoj dualnosti). Neka su x∗ ∈ Rn i y∗ ∈ Rm optimalna rješenja
za primalni i njemu dualni LP problem. Pokažite da vrĳedi

ctx∗ = bty∗.

Zadatak 29. U analizi pohlepnog algoritma za računanje pokrivača skupova postavili smo
vrĳednosti dualne varĳable

ye = ρSre, (8)

za svaki još ne pokriveni e ∈ S (re = 1), gdje smo ρS definirali kao

ρS = cS∑
e∈S re

.

Prisjetite se da je intuicĳa iza pridruživanja (8) pravilno rasporediti težinu izabranog
skupa na sve nove pokrivene točke koje izabrani skup pokriva.

Pokažite da po završetku pohlepnog (greedy) algoritma vrĳedi∑
S∈H

xScS =
∑
e∈U

ye.

Zadatak 30. Konstruirajte primjer tako da pohlepni algoritam prezentiran na predavanju
za računanje pokrivača uistinu vrati pokrivač težine najmanje Hn ·OPT , gdje Hn označava
n-ti harmonĳski broj, a OPT težinu optimalnog rješenja.
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