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Odjel za matematiku
Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku

Nediferencijabilna optimizacija
Poslijediplomski doktorski studij matematike

1 Minimizacija bez ogranicenja

Definicija 1. (Ortega and Rheinboldt, 2000) Kazemo da funkcija f: D — R, D CR" u
tocki z* € D postize lokalni minimum ako postoji okolina O(z*), takva da je f(z) > f(z*)
za sve © € O(z*) N D. Tocku x* zovemo tocka lokalnog minimuma ili lokalni minimizator
funkcije f.

Kazemo da je x* tocka strogog lokalnog minimuma ili strogi lokalni minimizator funkcije
f ako postoji okolina O(z*), takva da je f(x) > f(a*) za sve x € O(z*) N D \ {z*}.

Kazemo da je z* tocka globalnog minimuma (globalni minimizator) funkcije f ako je
f(z) > f(z*) zasve x € D.

Definicija 2. (Ortega and Rheinboldt, 2000) Kazemo da funkcija f : D — R, D C R”
u tocki x € int D Gateaux—diferencijabilna (G-diferencijabilna) ako postoji a € R", takav
da za svaki h € R" vrijedi

%E%bf(ﬁm) — f(z) — taTh| = 0. (1)

Ako za h redom uzmemo j-ti koordinatni vektor e/, dobivamo

1 .
lim 51 (& + te?) = f(z) — ta;| = 0.

Dakle, komponente vektora a su parcijalne derivacije a; = agéf) =0, f(x).
Derivaciju funkcije f € C'(D) u tocki = (1, ...,2,)" € D oznacavat ¢emo s
of(x) Of(x)
") = ==, ... = (0 oy Op
r) = (% 2B @0 o), 000

a gradijent funkcije f € C'(D) u tocki z s

grad f(z) = v f(x) = f'(2)",

a drugu derivaciju Hessian funkcije f € C*(D) u tocki x s

o g
Ty 10Ty 8 f T
f(z) = Hy(z) = f(x)=| ... ... .. = () :
51 (z) 1) Ox;0z;

Oxndx1 022y,
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Ako je f € CP(D), z + ah € D za o € |0, 1], onda vrijedi Taylorova formula

fla+h) = f(z) =f'(x)"h + o(|h]), p=1 (2)
fla+h) = fz) =f'(x)"h+ ;(f”(w)h h) +o(h?), p=2 (3)

Definicija 3. Kazemo da je z* € D C R" stacionarna tocka funkcije f : D — R ako je
grad f(z*) = 0.

Teorem 1. (Jare and Stoer, 2004) Neka je D C R™ otvoren skup. Ako je x* € D lokalni
minimizator funkcija f € CY(D), onda je x* stacionarna tocka funkcije f.

Ako je dodatno f € C*(D), onda je Hessian Hp(x*) > 0 pozitivno semidefinitan.

Ako je x* € D stacionarna tocka funkcije f € C*(D), a Hessian H(x*) > 0 pozitivno
definitan, onda je x* strogi lokalni minimumizator funkcije f na D.

1.1 Konjugirana (dualna) funkcija konveksne diferencijabilne funkcije

Neka je f : R®™ — R konveksna diferencijabilna funkcija. Tada je x* njezin globalni
minimizator onda i samo onda ako je f’(z*) = 0, odnosno grad f(z*) = 0 (Avriel, 2003;
Demjanov and Vasilev, 1981).

Za konveksnu diferencijabilnu funkciju f : R® — R za svaki £ € R” kao i ranije
definiramo konjugiranu (dualnu) funkciju

f1(€) = sup{¢"x — f(x)}. (4)

zeR™

Za dani £ € R™ gradijent, odnosno Hessian, funkcije ¢ : R® — R, ¢(z) = T — f(x)
zadan je s
grad ¢ (z) = £ — grad f(z), Hy(x) = —Hy(z).
Zato za dani £ € R"”
z* € R" je globalni maksimizator funkcije ¢ < & = grad f(z").

Primijetite da je zbog konveksnosti funkcije f, Hy(z*) < 0. Za { = grad f(z*), dualna
funkcija f* prima vrijednost

f1(€) =" grad f(z*) — f(a").

Ako postoji (grad f)~! : R® — R", onda mozZemo pisati 2* = (grad f)~1(£), a dualna
funkcija f* u tocki £ € R™ prima vrijednost

(€)= € (grad £)7(€) — f ((grad f)71(&)) =t Hf(€)

(Legendreova transformacija).
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Primjer 1. (Youngova nejednakost) Za konveksnu zatvorenu funkciju f : R — R iz
definicije dualne funkcije f* slijedi

51‘0 < f([Eo) + f*<§>7 57 To € R (5)

Kako je za f(z) = %|x|p, 1 < p < 400, pripadna dualna funkcija f*(&) = %|§|‘1, gdje je

% + % = 1, na osnovi (5) za a,b > 0 vrijedi
ab < a—p + g.
p 4q
Specijalno za p = ¢ = 2 dobivamo
a? b
ab < 5 + 5

Primjer 2. (Theory of large deviations in probability theory) Za f(x) =e* — 1,
dualna funkcija je f*(§) =1 — &+ &£1Ing, pa na osnovi Youngove nejednakosti za a,b > 0
dobivamo

ab<e*—b+blnb.

Zadatak 1. Ustanovite © dokaZite kada u nejednakostima iz Primjera 1 i Primjera 2 vrijedi
jednakost.

Zadatak 2. Odredite Legendreovu transformaciju (dualnu funkciju) funkcije f : R? — R,
f(z1,m9) = a3 + x3. Koristedi dobiveni rezultat odredite takoder dualne funkcije sljedeéih
funkcija:

(a) o(x)=f(x)+B, BER (b) o(x) = f(z+y),y € R
(©) (@)= f(yzx),y#0 (d) o(x)=kf(z), k>0

Zadatak 3. Odredite Legendreovu transformaciju (dualnu funkciju) funkcije f : R" — R,
f(x) = %:L’TAZL‘, gdje je A simetricna nesingularna matrica.

2 Metode spusta
Promatramo iterativne metode oblika

" =2k + g, (6)
gdje je p* € R™ vektor smjera kretanja, a oy, > 0 duljina koraka u smjeru p*.

Primijetite da ako vektor smjera kretanja normiramo ||p*|| = 1, onda oy predstavlja

k+1 : .k

udaljenost tocaka " i z".
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Lema 1. (Ortega and Rheinboldt, 2000) Neka je funkcional f : D C R* — R, G-
diferencijabilan u nekoj tocki x € int (D) i neka je f'(x)p < 0 za neki p € R". Tada
postoji § > 0, takav da je

flz+ap) < f(z), Vae(0,9).
Dokaz. Definiram pomoénu funkciju ¢ : [0, +00) — R, ¢p(a) = f(x + ap), za koju je

5(0) — 1y 20V =20 S+ ap) — f(2)

= f'(z)p.

Kako je f'(x)p < 0 postoji 6 > 0, takav da je x +ap € D i é(f(x +ap) — f(x)) <0 za

sve a € (0,6). O
(a) Gradijentna metoda: p* := —grad f(z*). Vrijedi
f(@®)p* = —f'(2F) grad f(2*) = —| grad f(z")|]* < 0.
(b) Pokoordinatna relaksacija: izaberemo onaj bazni vektor e € {e!, ... e"} za koji je

[f(@)e’] = max | f'(2%)e’].

Primijetite da je f/(z*)e! = (f'(2*));. Vektor smjera kretanja p* izabrat ¢emo
izmedu {e*, —e'} za koji je

f'=")pt <.
Umjesto ortonormiranih baznih vektora {e',...,e"} moZemo izabrati neke druge
bazne vektore iz R".

(c) Newtonova metoda: p* := —[f"(a*)] L grad f(z*). Vrijedi

Fap® = =f @@ @

$to je negativno ako je f”(z*) pozitivno definitna matrica (tada je i [f"(2*)]-Y

pozitivno definitna).

(c) Kvazi-Newtonova metoda: p* := —B~grad f(z%), gdje je B > 0 pozitivno definitna
matrica koja “nalikuje” na f”(z*)

flap)pt = —f (") B (") <.

(Broyden, Davidon-Fletcher—Powell (DFP), Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shano (BFGS)).
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3 Metode izbora duljine koraka

Prema Lemil, ako je vektor smjera kretanja iz tocke z* u toc¢ku z* dobro definiran
(f'(z*)p* < 0), onda se u iterativnom procesu (6)

2= 2 4 o
uvijek moze odabrati duljina koraka oy, > 0, tako da bude f(x**1) < f(z¥) (Bonnans et
al., 2006; Ortega and Rheinboldt, 2000).

3.1 Metoda najbrzeg spusta

Optimalni izbor duljine koraka dobiven postupkom jednodimenzionalne minimizacije
(=" + app") = min{f(a" + ap") : 2" + ap" € D}, (7)

potjece jos od Cauchyja, a nazivamo ga Metoda najbrzeg spusta.

3.2 Princip H. Curry—M. Altman
Definiramo funkciju ¢ : [0, +o0) — R,

p(a) = fa* + ap), (8)
i potrazimo njene stacionarne tocke rjesavanjem jednadzbe po «

f(a® 4+ ap®) p* = 0. 9)

Ako je f strogo konveksan na D, onda jednadzba (9) ima jedinstveno rjesenje koje se
podudara s onim dobivenim u (7). Primijetite da zbog uvjeta f’(z*)p* < 0, rjesenje
a = 0 nije prihvatljivo. Opéenito jednadzba (9) moze imati vise rjeSenja.

& a*

Slika 1: Princip Curry—Altman

Prema Principu Curry ako je f’(2*)p* < 0 za duljinu koraka ay treba izabrati najmangi
pozitivni korijen & jednadzbe (9). Naime, za o € (0, &) vrijedi

¢ (a) = fl(z"+ap®)p* <0 Vae(0,a).
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Nadalje, prema teoremu o srednjoj vrijednosti!
1
Fak +apt) = f25) = @ [ /(" + atpt)ptde <o,
0

zbog f'(a* + ap®) p* < 0 za sve a € [0, &).

Prema Principu M. Altman za neki fiksni p € [0, 1] za oy, treba izabrati najmangi pozitioni
korijen jednadzbe

[f'(@* 4+ ap®) — uf' (@) p* = 0. (10)

Ako je u = 0, princip se svodi na princip Curry. Ako je p > 0, duljina koraka ay, je prvi
pozitivni broj a > 0 za kojeg je f'(x* + ap®) p* jednak p-tom dijelu svoje pocetne velicine
f'(z*) p*. Princip Altmana ima prakti¢no znacenje, ali i vazno teorijsko znacenje jer se
moze iskoristiti kod ispitivanja drugih metoda izbora duljine koraka.

3.3 Aproksimativna minimizacija i trazenje nultocaka

I kod metode najbrzeg spusta i prilikom inplementacije principa Curry—Altmana nemamo
tocno, ve¢ aproksimativno rjesenje dobiveno nekim jednodimenzionalnim itertivnim pos-
tupkom.

Prema (3) za svaki z € D vrijedi

1
fl@) = f@") + f@) @ = 2%) 4 5 (@ = o) Hy (@) (@ = 2%) + o[l = 2*[%)
Zato sljedeci kvadratni funkcional dobro aproksimira funkcional f u okolini tocke x*

fila) = f(@*) + f'(2") (@ — o) + ;(x — 2) Hy(a") (2 — 2). (11)

Primjenjujuéi ovu formulu na funkciju (8) dobivamo

o) = f(a" + ap®) = f(@") + af'(a")p" + ;042(p'“)THf(x’“)p’“. (12)

Ako je (p*)THy(2)p* > 0, onda je ay korektno odredjen iz formule

—f'(=*)p"*
(p%)T Hp(z*)pk

ap = > 0. (13)

1
'Ako je F'(z + t(y — x)) neprekidna po ¢, vrijedi F(y) — F(z) = [ F'(z + t(y — x))(y — z)dt.
0
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f®)

(e73

Slika 2: Aproksimacija minimuma
Bududi da je veli¢ine f'(z*), H;(2") Cesto tesko izracunati, umjesto minimzacije funkcije
(12), moZemo definirati interpolacijski polinom drugog reda, koji se s funkcijom (8) podu-
dara u tri tocke: uy,ug, us (obicno se uzima u; = 0) i oy odreduje kao tocka minimuma
ovog interpolacijskog polinoma.
Kao sto se vidi na Slici 2, vrijednost duljine koraka (13) ne mora osiguravati smjer
spusta. Ali zato prema Lemi 1 mozemo izabrati parametar w; > 0, tako da bude

f® + wpap®) < f(2F).

Zadatak 4. (Ortega and Rheinboldt (2000), str. 254 ) Pokazite da interpolacijski polinom
drugog reda koji se s funkcijom o() = f(x + ap) podudara u tri razlicite tocke uy, us, us
ima oblik

(o) = (o — ug)(a — ug) 1 (v —up) (e — ug) : (v — up) (v — ug)
(Ul - UQ)(Ul - U3) (Uz - Ul)(u2 - Uz) (Us - Ul)(uz - Uz)
gdje je fi = f(r+wp), i = 1,2,3. PokaZite takoder da 1) postize lokalni minimum u tocki

U (u =) fi + (ug —ui) fo+ (uf — ) fs

f37

a=-—
2 (w2 —wug)fi+ (us —w) fo+ (w1 —w2) f
ako je
2 2 2
J1 n J2 n J3 S0
(Ul - uz)(ul - U3) (U2 - U1)(u2 - U3) (U3 - Ul)(u3 - Uz)
Napisite izraze za v i @ za specijalne slucajeve: (a)u; = 0,uz = 2ug, (b) ug = 0,u; = —us.

Testiragte ovaj princip na nekoliko primjera uz primjenu gradijentne metode.

3.4 Princip majoriziranja

Situacija prikazana na Slici?? motivacija je za definiranje princip majoriziranja (Ortega
and Rheinboldt, 2000):

ako funkcija 1 : [0, 4] — R zadovoljava
f@* +arp®) <wla) < f(a¥),  VYae(0,a), (14)

onda svaki izbor duljine koraka «y € (0, &) smanjuje vrijednost funkcionala f.
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3.5 Princip A. Goldsteina

Neka je f diferencijabilan u tocki 2* € int D i neka je f'(2¥)p* < 0. Tangenta na graf
funkcije p(a) = f(a* + ap”) u tocki a = 0 zadana je s

7(a) = f(a*) + af'(a")p",
i ima negativni koeficijent smjera f’(z*)p* < 0 (vidi Sliku 3).

f@")

Jk Ji Jk

Slika 3: Princip Goldsteina
Definirajmo dvije sekante tako da prolaze tockom (0, f(z¥)), a za o > 0 nalaze se
iznad tangente. Ako izaberimo 0 < p; < ps < 1, onda su moguce sekante zadane sa

oi(e) = f(@*) + maf (2)p*,  i=1,2

i za njih vrijedi

T(a) < og(ar) < oy(a), Va>0.
Naime zbog f/(z*)pF < 010 < puy < py < 1 za koeficijente smjerova vrijedi

pf' (@)t = paf (2)p* > f'(2*)p".
Definirajmo sada skup

Je={a>0:[z" 2"+ apf] C D, oy(a) < f(2* + ap®) < o1()}
Primijetite da za a € J zbog —oy(a) < —f(2* + ap¥) < —oy(a) vrijedi
0 < —maf (@)p* < f(@*) = (2" + ap®) < —paarf'(z")p".

Specijalno lijevi dio nejednakosti pokazuje da se za proizvoljni izbor a € J;, postize snizenje
vrijednosti minimizirajuc¢eg funkcionala f.

Primijetite da se skup Ji smanjuje kako se razlika po — p1 smanjuje, a specijalno za
1 = po =: i sekante se podudare, a ay zadovoljava jednakost

fa® + anp®) — pow f'(a*)p" = f(a").
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Prvobitno je Goldsteinov princip predlozen u sljedecoj formi: Neka su 0 < p; < puo < 1
fiksne konstante. Ako je za neki ap > 0,

fla®) = fa" + arp") = —pmanf'(a")p". (15)

onda kao sljedeé¢u aproksimaciju biramo tocku 251 = 2% + ap*. Ako (15) nije ispunjeno,
izaberemo parametar wy tako da bude

0 < —pmwpanf'(@)p" < f(@*) — f(2" + wparp®) < —powray f(2%)p". (16)

+1

i kao sljede¢u aproksimaciju biramo toc¢ku z** = 2% + wyaup”.

Ovakav parametar wy uvijek se moze izabrati. Naime, ako (15) nije ispunjeno, tj. ako
za neki p; € (0,1) vrijedi

f(@®) = f@* + arp®) < —paanf'(a*)p", (17)
definiramo funkciju ¢ : [0,1] — R, ¥(0) = 1,

f(®) = fla" + warp”)
—way f(zF)pk ’

P(w) = w € (0,1].

Funkcija ¢ je neprekidna na [0, 1] jer primjenom L’Hopitalovog pravila dobivamo ul;li% Y(w) =
1. Zbog (17), ¥(1) < w1, a tada zbog neprekidnosti funkcije ¥ ona na [0, 1] prima sve
vrijednosti izmedju py i 1. Kako je 0 < py < ps < 1, postoji wy € (0, 1), takav da bude
p1 < P(wg) < 2, a to je nejednakost (16).

Primgjedba 1. Brojeve wy moguce je birati kao ¢lanove niza (q%) , @ > 11 o0 tome postoji
posebno razradena analiza.

Zadatak 5. Neka je funkcional f : D C R"™ — R, G-diferencijabilan u nekoj tocki
2% € int (D) i neka je f'(x*) pF < 0 za neki p* € R™.
Neka je nadalje p(a) = f(z* + ap®) it > 0. Poznavajuéi

0o =¢(0), a=¢"00), a =),
(uocite da je qfy < 0) odredite kvadratnu funkciju q(t) = at® + bt + ¢, tako da je
q(0) =q, d0)=q, qt)=aq.

Uz koji wvjet se postize minimum dobivene kvadratne funkcije q ¢ Odredite minimizator
kvadratne funkcije q. Poznavajuci ovu kvadratnu funkciju konstruirajte algoritam odabira
duljine koraka oy.
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