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Nediferencĳabilna optimizacĳa
Poslijediplomski doktorski studij matematike

1 Minimizacĳa bez ogranicenja
Definicĳa 1. (Ortega and Rheinboldt, 2000) Kažemo da funkcĳa f : D → R, D ⊆ Rn u
točki x∗ ∈ D postiže lokalni minimum ako postoji okolina O(x∗), takva da je f(x) ≥ f(x∗)
za sve x ∈ O(x∗) ∩ D. Točku x∗ zovemo točka lokalnog minimuma ili lokalni minimizator
funkcĳe f .

Kažemo da je x∗ točka strogog lokalnog minimuma ili strogi lokalni minimizator funkcĳe
f ako postoji okolina O(x∗), takva da je f(x) > f(x∗) za sve x ∈ O(x∗) ∩D \ {x∗}.

Kažemo da je x∗ točka globalnog minimuma (globalni minimizator) funkcĳe f ako je
f(x) ≥ f(x∗) za sve x ∈ D.

Definicĳa 2. (Ortega and Rheinboldt, 2000) Kažemo da funkcĳa f : D → R, D ⊆ Rn

u točki x ∈ intD Gâteaux–diferencĳabilna (G–diferencĳabilna) ako postoji a ∈ Rn, takav
da za svaki h ∈ Rn vrĳedi

lim
t→0

1
t
|f(x+ th)− f(x)− taTh| = 0. (1)

Ako za h redom uzmemo j-ti koordinatni vektor ej, dobivamo

lim
t→0

1
t
|f(x+ tej)− f(x)− taj| = 0.

Dakle, komponente vektora a su parcĳalne derivacĳe aj = ∂f(x)
∂xj

= ∂jf(x).
Derivacĳu funkcĳe f ∈ C1(D) u točki x = (x1, . . . , xn)T ∈ D označavat ćemo s

f ′(x) =
(
∂f(x)
∂x1

, . . . ,
∂f(x)
∂xn

)
= (∂1f(x), . . . , ∂nf(x)),

a gradĳent funkcĳe f ∈ C1(D) u točki x s

grad f(x) = 5f(x) = f ′(x)T ,

a drugu derivacĳu Hessian funkcĳe f ∈ C2(D) u točki x s

f ′′(x) = Hf (x) = 52f(x) =


∂2f(x)
∂x2

1
. . . ∂2f(x)

∂x1∂xn

. . . . . . . . .
∂2f(x)
∂xn∂x1

. . . ∂2f(x)
∂2xn

 =
(
∂2f(x)
∂xi∂xj

)
.
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Ako je f ∈ Cp(D), x+ αh ∈ D za α ∈ [0, 1], onda vrĳedi Taylorova formula

f(x+ h)− f(x) =f ′(x)Th+ o(|h|), p = 1, (2)

f(x+ h)− f(x) =f ′(x)Th+ 1
2(f ′′(x)h, h) + o(h2), p = 2, (3)

Definicĳa 3. Kažemo da je x∗ ∈ D ⊆ Rn stacionarna točka funkcĳe f : D → R ako je
grad f(x∗) = 0.

Teorem 1. (Jare and Stoer, 2004) Neka je D ⊆ Rn otvoren skup. Ako je x∗ ∈ D lokalni
minimizator funkcĳa f ∈ C1(D), onda je x∗ stacionarna točka funkcĳe f .

Ako je dodatno f ∈ C2(D), onda je Hessian Hf (x∗) ≥ 0 pozitivno semidefinitan.
Ako je x∗ ∈ D stacionarna točka funkcĳe f ∈ C2(D), a Hessian Hf (x∗) > 0 pozitivno

definitan, onda je x∗ strogi lokalni minimumizator funkcĳe f na D.

1.1 Konjugirana (dualna) funkcĳa konveksne diferencĳabilne funkcĳe
Neka je f : Rn → R konveksna diferencĳabilna funkcĳa. Tada je x∗ njezin globalni
minimizator onda i samo onda ako je f ′(x∗) = 0, odnosno grad f(x∗) = 0 (Avriel, 2003;
Demjanov and Vasilev, 1981).

Za konveksnu diferencĳabilnu funkcĳu f : Rn → R za svaki ξ ∈ Rn kao i ranĳe
definiramo konjugiranu (dualnu) funkcĳu

f ∗(ξ) = sup
x∈Rn
{ξTx− f(x)}. (4)

Za dani ξ ∈ Rn gradĳent, odnosno Hessian, funkcĳe ψ : Rn → R, ψ(x) = ξTx − f(x)
zadan je s

grad ψ(x) = ξ − grad f(x), Hψ(x) = −Hf (x).

Zato za dani ξ ∈ Rn

x∗ ∈ Rn je globalni maksimizator funkcĳe ψ ⇔ ξ = grad f(x∗).

Primĳetite da je zbog konveksnosti funkcĳe f , Hψ(x∗) < 0. Za ξ = grad f(x∗), dualna
funkcĳa f ∗ prima vrĳednost

f ∗(ξ) = x∗T grad f(x∗)− f(x∗).

Ako postoji (grad f)−1 : Rn → Rn, onda možemo pisati x∗ = (grad f)−1(ξ), a dualna
funkcĳa f ∗ u točki ξ ∈ Rn prima vrĳednost

f ∗(ξ) = ξT (grad f)−1(ξ)− f
(
(grad f)−1(ξ)

)
=: Hf (ξ)

(Legendreova transformacĳa).
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Primjer 1. (Youngova nejednakost) Za konveksnu zatvorenu funkcĳu f : R → R iz
definicĳe dualne funkcĳe f ∗ slĳedi

ξx0 ≤ f(x0) + f ∗(ξ), ξ, x0 ∈ R (5)

Kako je za f(x) = 1
p
|x|p, 1 < p < +∞, pripadna dualna funkcĳa f ∗(ξ) = 1

q
|ξ|q, gdje je

1
p

+ 1
q

= 1, na osnovi (5) za a, b ≥ 0 vrĳedi

ab ≤ ap

p
+ bq

q
.

Specĳalno za p = q = 2 dobivamo

ab ≤ a2

2 + b2

2 .

Primjer 2. (Theory of large deviations in probability theory) Za f(x) = ex − 1,
dualna funkcĳa je f ∗(ξ) = 1− ξ + ξ ln ξ, pa na osnovi Youngove nejednakosti za a, b ≥ 0
dobivamo

ab ≤ ea − b+ b ln b.

Zadatak 1. Ustanovite i dokažite kada u nejednakostima iz Primjera 1 i Primjera 2 vrĳedi
jednakost.

Zadatak 2. Odredite Legendreovu transformacĳu (dualnu funkcĳu) funkcĳe f : R2 → R,
f(x1, x2) = x2

1 + x2
2. Koristeći dobiveni rezultat odredite također dualne funkcĳe sljedećih

funkcĳa:

(a) ϕ(x) = f(x) + β, β ∈ R (b) ϕ(x) = f(x+ y), y ∈ R2

(c) ϕ(x) = f(γx), γ 6= 0 (d) ϕ(x) = kf(x), k > 0

Zadatak 3. Odredite Legendreovu transformacĳu (dualnu funkcĳu) funkcĳe f : Rn → R,
f(x) = 1

2x
TAx, gdje je A simetrična nesingularna matrica.

2 Metode spusta
Promatramo iterativne metode oblika

xk+1 = xk + αkp
k, (6)

gdje je pk ∈ Rn vektor smjera kretanja, a αk > 0 duljina koraka u smjeru pk.
Primĳetite da ako vektor smjera kretanja normiramo ‖pk‖ = 1, onda αk predstavlja

udaljenost točaka xk+1 i xk.
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Lema 1. (Ortega and Rheinboldt, 2000) Neka je funkcional f : D ⊆ Rn → R, G–
diferencĳabilan u nekoj točki x ∈ int (D) i neka je f ′(x) p < 0 za neki p ∈ Rn. Tada
postoji δ > 0, takav da je

f(x+ αp) < f(x), ∀α ∈ (0, δ).

Dokaz. Definiram pomoćnu funkcĳu ϕ : [0,+∞〉 → R, ϕ(α) = f(x+ αp), za koju je

ϕ′(0) = lim
α→0

ϕ(α)− ϕ(0)
α

= lim
α→0

f(x+ αp)− f(x)
α

= f ′(x)p.

Kako je f ′(x)p < 0 postoji δ > 0, takav da je x + αp ∈ D i 1
α
(f(x + αp) − f(x)) < 0 za

sve α ∈ (0, δ).

(a) Gradĳentna metoda: pk := − grad f(xk). Vrĳedi

f ′(xk)pk = −f ′(xk) grad f(xk) = −‖ grad f(xk)‖2 < 0.

(b) Pokoordinatna relaksacĳa: izaberemo onaj bazni vektor ei ∈ {e1, . . . , en} za koji je

|f ′(xk)ei| = max
j=1,n

|f ′(xk)ej|.

Primĳetite da je f ′(xk)ei = (f ′(xk))i. Vektor smjera kretanja pk izabrat ćemo
između {ei,−ei} za koji je

f ′(xk) pk < 0.

Umjesto ortonormiranih baznih vektora {e1, . . . , en} možemo izabrati neke druge
bazne vektore iz Rn.

(c) Newtonova metoda: pk := −[f ′′(xk)]−1 grad f(xk). Vrĳedi

f ′(xk)pk = −f ′(xk)[f ′′(xk)]−1f ′(xk)T ,

što je negativno ako je f ′′(xk) pozitivno definitna matrica (tada je i [f ′′(xk)](−1)

pozitivno definitna).

(c) Kvazi-Newtonova metoda: pk := −B−1 grad f(xk), gdje je B > 0 pozitivno definitna
matrica koja “nalikuje” na f ′′(xk)

f ′(xk)pk = −f ′(xk)B−1f ′(xk)T < 0.

(Broyden, Davidon–Fletcher–Powell (DFP), Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shano (BFGS)).
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3 Metode izbora duljine koraka
Prema Lemi 1, ako je vektor smjera kretanja iz točke xk u točku xk dobro definiran
(f ′(xk)pk < 0), onda se u iterativnom procesu (6)

xk+1 = xk + αkp
k,

uvĳek može odabrati duljina koraka αk > 0, tako da bude f(xk+1) < f(xk) (Bonnans et
al., 2006; Ortega and Rheinboldt, 2000).

3.1 Metoda najbržeg spusta
Optimalni izbor duljine koraka dobiven postupkom jednodimenzionalne minimizacĳe

f(xk + αkp
k) = min

α>0
{f(xk + αpk) : xk + αpk ∈ D}, (7)

potjeće još od Cauchyja, a nazivamo ga Metoda najbržeg spusta.

3.2 Princip H.Curry–M.Altman
Definiramo funkcĳu ϕ : [0,+∞〉 → R,

ϕ(α) = f(xk + αpk), (8)

i potražimo njene stacionarne toćke rješavanjem jednadžbe po α

f ′(xk + αpk) pk = 0. (9)

Ako je f strogo konveksan na D, onda jednadžba (9) ima jedinstveno rješenje koje se
podudara s onim dobivenim u (7). Primĳetite da zbog uvjeta f ′(xk) pk < 0, rješenje
α = 0 nĳe prihvatljivo. Općenito jednadžba (9) može imati više rješenja.

[h]
α̂ α∗

f(xk)

Slika 1: Princip Curry–Altman

Prema Principu Curry ako je f ′(xk)pk < 0 za duljinu koraka αk treba izabrati najmanji
pozitivni korĳen α̂ jednadžbe (9). Naime, za α ∈ (0, α̂) vrĳedi

ϕ′(α) = f ′(xk + αpk)pk < 0 ∀α ∈ (0, α̂).
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Nadalje, prema teoremu o srednjoj vrĳednosti1

f(xk + α̂pk)− f(xk) = α̂

1∫
0

f ′(xk + α̂tpk)pkdt < 0,

zbog f ′(xk + αpk) pk < 0 za sve α ∈ [0, α̂).
Prema Principu M.Altman za neki fiksni µ ∈ [0, 1] za αk treba izabrati najmanji pozitivni

korĳen jednadžbe
[f ′(xk + αpk)− µf ′(xk)] pk = 0. (10)

Ako je µ = 0, princip se svodi na princip Curry. Ako je µ > 0, duljina koraka αk je prvi
pozitivni broj α > 0 za kojeg je f ′(xk +αpk) pk jednak µ-tom dĳelu svoje početne veličine
f ′(xk) pk. Princip Altmana ima praktično značenje, ali i važno teorĳsko značenje jer se
može iskoristiti kod ispitivanja drugih metoda izbora duljine koraka.

3.3 Aproksimativna minimizacĳa i traženje nultočaka
I kod metode najbržeg spusta i prilikom inplementacĳe principa Curry–Altmana nemamo
točno, već aproksimativno rješenje dobiveno nekim jednodimenzionalnim itertivnim pos-
tupkom.

Prema (3) za svaki x ∈ D vrĳedi

f(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) + 1
2(x− xk)THf (xk)(x− xk) + o(‖x− xk‖2)

Zato sljedeći kvadratni funkcional dobro aproksimira funkcional f u okolini točke x∗

fk(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) + 1
2(x− xk)THf (xk)(x− xk). (11)

Primjenjujući ovu formulu na funkcĳu (8) dobivamo

ϕ(α) = f(xk + αpk) ≈ f(xk) + αf ′(xk)pk + 1
2α

2(pk)THf (xk)pk. (12)

Ako je (pk)THf (xk)pk > 0, onda je αk korektno odredjen iz formule

αk = −f ′(xk)pk
(pk)THf (xk)pk

> 0. (13)

1Ako je F ′(x+ t(y − x)) neprekidna po t, vrĳedi F (y)− F (x) =
1∫
0
F ′(x+ t(y − x))(y − x)dt.
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f(xk)

f(xk + αkp
k)

αk

Slika 2: Aproksimacĳa minimuma
Budući da je veličine f ′(xk), Hf (xk) često teško izračunati, umjesto minimzacĳe funkcĳe

(12), možemo definirati interpolacĳski polinom drugog reda, koji se s funkcĳom (8) podu-
dara u tri točke: u1, u2, u3 (obično se uzima u1 = 0) i αk određuje kao točka minimuma
ovog interpolacĳskog polinoma.

Kao sto se vidi na Slici 2, vrĳednost duljine koraka (13) ne mora osiguravati smjer
spusta. Ali zato prema Lemi 1 možemo izabrati parametar ωk > 0, tako da bude

f(xk + ωkαkp
k) < f(xk).

Zadatak 4. (Ortega and Rheinboldt (2000), str. 254) Pokažite da interpolacĳski polinom
drugog reda koji se s funkcĳom ϕ(α) = f(x+ αp) podudara u tri različite točke u1, u2, u3

ima oblik

ψ(α) = (α− u2)(α− u3)
(u1 − u2)(u1 − u3)

f1 + (α− u1)(α− u3)
(u2 − u1)(u2 − u3)

f2 + (α− u1)(α− u2)
(u3 − u1)(u3 − u2)

f3,

gdje je fi = f(x+uip), i = 1, 2, 3. Pokažite također da ψ postiže lokalni minimum u točki

α = 1
2 −

(u2
2 − u2

3)f1 + (u2
3 − u2

1)f2 + (u2
1 − u2

2)f3

(u2 − u3)f1 + (u3 − u1)f2 + (u1 − u2)f3

ako je
2f1

(u1 − u2)(u1 − u3)
+ 2f2

(u2 − u1)(u2 − u3)
+ 2f3

(u3 − u1)(u3 − u2)
> 0.

Napišite izraze za ψ i α za specĳalne slučajeve: (a) u1 = 0, u3 = 2u2, (b) u2 = 0, u1 = −u3.
Testirajte ovaj princip na nekoliko primjera uz primjenu gradĳentne metode.

3.4 Princip majoriziranja
Situacĳa prikazana na Slici ?? motivacĳa je za definiranje princip majoriziranja (Ortega
and Rheinboldt, 2000):

ako funkcĳa ψ : [0, α̂]→ R zadovoljava

f(xk + αkp
k) ≤ ψ(α) < f(xk), ∀α ∈ (0, α̂), (14)

onda svaki izbor duljine koraka αk ∈ (0, α̂) smanjuje vrĳednost funkcionala f .
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3.5 Princip A.Goldsteina
Neka je f diferencĳabilan u točki xk ∈ intD i neka je f ′(xk)pk < 0. Tangenta na graf
funkcĳe ϕ(α) = f(xk + αpk) u točki α = 0 zadana je s

τ(α) = f(xk) + αf ′(xk)pk,

i ima negativni koeficĳent smjera f ′(xk)pk < 0 (vidi Sliku 3).

f(xk)

α 7→ f(xk + αpk)

τ

σ1

σ2

Jk Jk Jk

Slika 3: Princip Goldsteina
Definirajmo dvĳe sekante tako da prolaze točkom (0, f(xk)), a za α > 0 nalaze se

iznad tangente. Ako izaberimo 0 < µ1 ≤ µ2 < 1, onda su moguće sekante zadane sa

σi(α) = f(xk) + µiαf
′(xk)pk, i = 1, 2

i za njih vrĳedi
τ(α) < σ2(α) ≤ σ1(α), ∀α > 0.

Naime zbog f ′(xk)pk < 0 i 0 < µ1 ≤ µ2 < 1 za koeficĳente smjerova vrĳedi

µ1f
′(xk)pk ≥ µ2f

′(xk)pk > f ′(xk)pk.

Definirajmo sada skup

Jk = {α > 0 : [xk, xk + αpk] ⊂ D, σ2(α) ≤ f(xk + αpk) ≤ σ1(α)}

Primĳetite da za α ∈ Jk zbog −σ1(α) ≤ −f(xk + αpk) ≤ −σ2(α) vrĳedi

0 < −µ1αf
′(xk)pk ≤ f(xk)− f(xk + αpk) ≤ −µ2αf

′(xk)pk.

Specĳalno lĳevi dio nejednakosti pokazuje da se za proizvoljni izbor α ∈ Jk postiže sniženje
vrĳednosti minimizirajućeg funkcionala f .

Primĳetite da se skup Jk smanjuje kako se razlika µ2 − µ1 smanjuje, a specĳalno za
µ1 = µ2 =: µ sekante se podudare, a αk zadovoljava jednakost

f(xk + αkp
k)− µαkf ′(xk)pk = f(xk).
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Prvobitno je Goldsteinov princip predložen u sljedećoj formi: Neka su 0 < µ1 ≤ µ2 < 1
fiksne konstante. Ako je za neki αk > 0,

f(xk)− f(xk + αkp
k) ≥ −µ1αkf

′(xk)pk. (15)

onda kao sljedeću aproksimacĳu biramo točku xk+1 = xk +αkp
k. Ako (15) nĳe ispunjeno,

izaberemo parametar ωk tako da bude

0 < −µ1ωkαkf
′(xk)pk ≤ f(xk)− f(xk + ωkαkp

k) ≤ −µ2ωkαkf
′(xk)pk. (16)

i kao sljedeću aproksimacĳu biramo točku xk+1 = xk + ωkαkp
k.

Ovakav parametar ωk uvĳek se može izabrati. Naime, ako (15) nĳe ispunjeno, tj. ako
za neki µ1 ∈ (0, 1) vrĳedi

f(xk)− f(xk + αkp
k) < −µ1αkf

′(xk)pk, (17)

definiramo funkcĳu ψ : [0, 1]→ R, ψ(0) = 1,

ψ(ω) = f(xk)− f(xk + ωαkp
k)

−ωαkf ′(xk)pk
, ω ∈ (0, 1].

Funkcĳa ψ je neprekidna na [0, 1] jer primjenom L’Hôpitalovog pravila dobivamo lim
ω→0

ψ(ω) =
1. Zbog (17), ψ(1) < µ1, a tada zbog neprekidnosti funkcĳe ψ ona na [0, 1] prima sve
vrĳednosti izmedju µ1 i 1. Kako je 0 < µ1 ≤ µ2 < 1, postoji ωk ∈ (0, 1), takav da bude
µ1 ≤ ψ(ωk) ≤ µ2, a to je nejednakost (16).

Primjedba 1. Brojeve ωk moguće je birati kao članove niza
(

1
qj

)
, q > 1 i o tome postoji

posebno razrađena analiza.

Zadatak 5. Neka je funkcional f : D ⊆ Rn → R, G–diferencĳabilan u nekoj točki
xk ∈ int (D) i neka je f ′(xk) pk < 0 za neki pk ∈ Rn.

Neka je nadalje ϕ(α) = f(xk + αpk) i t1 > 0. Poznavajući

q0 = ϕ(0), q′0 = ϕ′(0), q1 = ϕ(t1),

(uočite da je q′0 < 0) odredite kvadratnu funkcĳu q(t) = at2 + bt+ c, tako da je

q(0) = q0, q′(0) = q′0, q(t1) = q1.

Uz koji uvjet se postiže minimum dobivene kvadratne funkcĳe q ? Odredite minimizator
kvadratne funkcĳe q. Poznavajući ovu kvadratnu funkcĳu konstruirajte algoritam odabira
duljine koraka αk.
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