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Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku

Nediferencijabilna optimizacija
Poslijediplomski doktorski studij matematike

1 Konveksni skupovi i konveksne funkcije

Definicija 1. Kazemo da je skup D C R" konveksan ako za bilo koje dvije tocke
x1, Ty € D sadrzi i segment odreden tim tockama, tj.

T, 89 € D= Ax1+(1—Nazgye D VA e|[0,1].
Definicija 2. Kazemo da je skup D C R" strogo konveksan ako
x1,20 €D, 1 Fra=> A+ (1 =Nz eInt D VA€ (0,1).
Neka svojstva konveksnih skupova:

e Konveksan skup D C R sadrzi svaku konveksnu kombinaciju od konac¢no svojih
tocaka, tj.

(l’l,...,fnGD)/\()\1,...,>\n20, Z)\Z:]'):}Z)\"IZGD’

=1 i=1

e Skup svih konveksnih kombinacija nekog skupa D C R" je najmanji konveksni skup
koji sadrzi skup D i naziva se konveksna ljuska (convex hull).

e Presjek konveksnih skupova je konveksan skup;

e Ako su A, B konveksni skupovi, onda sui A A, A+ B, A — B konveksni skupovi.

1.1 Konveksne funkcije

Definicija 3. Kazemo da je funkcija f : R® — R konveksna ako vrijedi
fOz+ (1 =Ny) <Af(z) + (1 =N f(y) (1)
Vo,y € R" i VA € [0,1].

Definicija 4. Kazemo da je funkcija f : R” — R strogo (strictly) konveksna ako
Vr,y € R", 1z # y vrijedi

fOz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1 -Nf(y), VAe(01). (2)
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Definicija 5. Kazemo da je funkcija f : R — R jako (strongly) konveksna ako
postoji takav realni broj x > 0 da vrijedi

fOz+1=Ny) < Af(2)+ (=N [fly)—rA1=N]z—yl?  Vz,yeR", VYAel[0,1].
(3)

Primjedba 1. ako u (3) stavimo A = % iy = %/{, onda mozemo re¢i da je funkcija f :
R™ — R jako konveksna ako postoji v > 0,

£ (55Y) < 50 + 1) —lle P, ey R >0, (4)

Iz Definicije 5 vidi se da je svaka jako konveksna funkcija ujedno i konveksna, ali obrat ne
vrijedi (takoder vidi Primjerl i Primjer2).

Primjer 1. Neka je A : R™ — R™ simetricni linearni operator. Tada je kvadratna forma
f(x) == 3(Az,z) konveksna funkcija onda i samo onda ako je A > 0, tj. ako su sve
svijstvene vrijednosti nenegativne — oznacimo th s \y > ---\, > 0. Kako je (Hiriart-
Urruty and Lemaréchal, 2001; Jare and Stoer, 2004)

Mollz|? < (Az,2) < M\f|2||? 2a sve x € R™,

moze se pokazati da vrijedi

FO 4+ (1= X)) < M) + (1= N () = SAA1 = Dl — gl

Dakle, ako je A pozitivno definitan (N, > 0), f je jako konveksna funkcija.

Primjer 2. Funkcija f : R? — R, f(x1,22) = 23 + 23 je jako konveksna funkcija, a
funkcija g : R? = R, g(x1,22) = 2% je konveksna, ali nije jako konveksna (A = 1, Ay =
0). Kako izgledaju plohe ovih funkcija?

Definicija 6. f: D CR” — R,

P {(z,a) eR"™™ :2 € DCR" a €R, f(z) <a} - epigraf (5)
Q(g) = {(r.0) €R™' 2 € DCR o cRgz) >a} - hypograf  (6)

e Funkcija f je konveksna < P(f) konveksan skup;
e Funkcija g je konkavna < @Q(g) konveksan skup;

e Funkcija g je konkavna < (—g) konveksna;
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Primjedba 2. Ako je f : D C R™ — R konveksna funkcija na D C R", onda se uvijek
moZe definirati konveksno prosirenje f : R” — R, R = RU {+oc},

{12 138

Tada je P(f) = P(f). Skup ED(f) = {z € R" : f(z) < 400} zvat ¢emo efektivna
domena funkcije f. Nadalje, ako nije posebno navedeno, promatrat ¢emo konveksne
funkcije f : R — R.

Svojstava:

e fi,..., f, konveksne funkcije, A\;,..., A, >0 = Enj A fi konveksna funkcija;
i=1

e f konveksna na R", U neopadajuca i konveksna na R = W o f konveksna na R";

e fi,..., fn konveksne funkcije = sup f;(z) konveksna funkcija;

e f:R" — R konveksna na R" & Vz,y € R", funkcija ¢(\) = f(Ax + (1 — N)y)
konveksna na [0, 1] (Avriel, 2003);

e Ako je f: D C R — R konveksna funkcija na konveksnom skupu D, onda je ona
neprekidna na int D (Avriel, 2003; Bazaraa et al., 2006).

Primjer 3. Funkcija ¢ : R — R je konveksna, ali nije neprekidna.

2 —1, z<1
o(z) = 2, z=1
400, z>1

Definicija 7. f: R" — R, konveksna funkcija

L(f) ={(a,b) e R"™™" :a e R", b e R, a’x — b < f(z), Vz € R"} — nosaé-support

c f(z)= sup {a'z —b} - zatvarad konveksne funkcije (8)
(a,b)€L(f)
Sa(f)={z€R": f(z) <a} — nivo skup — level set 9)

Primjedba 3. Iz definicije funkcije cl f slijedi: ¢l f(z) < f(z), Vo € R™. Specijalno,
zatvarac funkcije iz Primjera 3 je

2?2 —-1, <1
400, x>1

a o(o) = {

Primijetite da je specijalno cl ¢(1) = 0.
Vrijedi takoder P(cl f) = P(f).
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Zadatak 1. PokaZite da ako je f : R — R, konveksna funkcija, onda je L(f) konveksan
skup.

Definicija 8. Subgradijent konveksne funkcije f : R* — R u tocki 29 € R” je svaki
vektor £ € R" koji zadovoljaval

f(x) > flxo) + & (x — o), Vo eR™

Skup svih subgradijenata konveksne funkcije f : R* — R u tocki zy € R" zovemo Sub-
diferencijal i oznacavamo ga s df (o). Skup 9f(xo) je neprazan ogranicen, konveksan i
zatvoren (Demjanov and Vasilev, 1981; Oben, 1988; Shor, 1998).

Primjedba 4. Za subgradijent £ € R"™ uvijek se moze prona¢i b € R, takav da bude
(£,b) € L(f). Naime, ako stavimo b > £Xwg — f(x0), tada je

h(z) = T2 —b < 2 — ag + flao) = € (z — m0) + f(zo) < f(2).

Definicija 9. Funkcija f : D C R — R je diferencijablina u tocki zy € int D u smjeru
n € D ako postoji

O10) _ o L fo + en) — Flzo))

afr] e—0+ €

Teorem 1. Konveksna funkcija f : D C R® — R za proizvolini xy € int D ima derivaciju

%ﬁ;o) u bilo kojem smjeru n € D i vrijedi ((Demjanov and Vasilev, 1981; Oben, 1988;

Shor, 1998))

8f(xo) T
_ 1
o . 6%1%0)5 7 (10)

e Akoje f: D CR" — R konveksna funkcija na konveksnom skupu D, onda je svaki
lokalni minimum ujedno i globalni minimum na D (Avriel, 2003);

e Ako je f: R™ — R konveksna funkcija, onda je i S, (f) konveksan skup, ali obrat
ne vrijedi;

e Ako je f : R® — R konveksna funkcija, onda je 0 € df(z*) < ako je x* globalni
minimum funkcije f; Ako je f : R® — R konveksna i diferencijabilna funkcija, onda
je Vf(z*) =0 < ako je x* globalni minimum funkcije f;

e Ako u nekom smjeru 1 konveksna funkcija f opada, onda u suprotnom smjeru (—n)
raste.

'Moze se dogoditi da takav vektor £ € R™ ne postoji, da postoji jedan jedini i da postoji vise njih.
2Derivaciju funkcije f u tocki zo u smjeru n u literaturi se jos oznacava s: D f(zg,n) ili s [ (o).
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Neka je %ﬁw = —a < 0 i neka je

d
& € 0f(x0), takav da je prema Teoremu 1 = max &n=:¢0n.
on  &€af(ao)

Tada u smjeru u = —n prema Teoremu 1 imamo

9f (z0) T df (wo
_~ 7 — > — —
y x| u>u=—&n= an

~—

=a > 0.

2 Konjugirane (dualne) funkcije

Neka je f : R® — R konveksna funkcija. Za dani vektor £ € R™ treba odrediti parametar
b € R afine funkcije h(z) = Tz — b, tako da bude h(x) < f(z), Vz € R™

b>&r — f(z) Vo eR™

Dakle, b > sup{¢Tz — f(z)}.

TzeR™
Definicija 10. Neka je f : R” — R konveksna funkcija. Funkciju f* : R” — R,
(€)= sup e — f(x)}, (11)

zovemo konjugirana (dualna) funkcija funkcije f u tocki £ € R™.

Primjedba 5. Primijetite da je za dani vektor £ € R" i promatranu afinu funkciju h(z) =

Ex — b, vrijedi b > f*(€).

e Geometrijsko znacenje:
NajviSa moguca pozicija grafa afine funkcije h(z) = £fx — b ispod grafa funkcije
f:R — R dobije se za b = f*(£).
Tada je h(0) = —f*(&), a h nikad ne prima vrijednost —

¢ Ekonomsko znacenje:

Neka je f(x) = f(xy,...,2,) troSak proizvodnje z; komada proizvoda P, i =
1,...,n, pri cemu su &; odgovarajuce cijene proizvoda P;.
Treba odrediti koli¢ine z7, . . ., x) komada proizvoda P, ..., P,, za koje ¢e profit biti

maksimalan, tj.

Zfi%—f(f)_)max R: Zfﬂf—f( ) = SUP{Z@% r)} = ()
i=1 =1

zeR?

Teorem 2. (Fenchel, Moreau) Ako je f : R® — R konveksna funkcija, onda je njena
konjugirana (dualna) funkcija f* takoder konveksna i vrijedi

(@) P(f) = L(f), (i) f*==clf.
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Dokaz. Vrijedi

P(f") ={(§, ) : £ € R a e R, f*(§) < a}
={({,a):£€R" a e R, sup{"z — f(z)} < a}

reR”™
={({,a): £ €R",a e R, T2 — f(2) < a,Vz € R"}
={({,a): £ €eR"aeR, T2 —a < f(x),Vz € R"} = L(f)

Kako je P(f*) konveksan skup (Zadatak 1), onda je i f* konveksna funkcija.
Kako je f** = (f*)*, vrijedi

@) = () (2) = geuRg{fTrc — /1 €)}

= sup {"rx — a*} (prema Primjedbi5)
{(&ar):f*(§)<ar}

= sup {7 —a’}
{(¢&,a%): sup {Ty—f(y)}<a*}
y€ERM
_ sup (€72 —a}

{(€,%):6Ty—a*<f(y), VyeR"}

= sup {'z—a’}
(ea")EL()

=cl f(z)
O

Primjedba 6. Ako je f konveksna funkcije, tada prema je Fenchel-Moreau teoremu i f*
koveksna funkcija. Nadalje, to znaci da je i f** konveksna funkcija, a kako je f** =cl f,
onda je i cl f konveksna funkcija. Takoder lako se vidi da vrijedi

L(f*) = P(f™) = P(cl f).

Teorem 3. Ako je f : R® — R konveksna funkcija, onda je f* zatvorena konveksna
funkcija, tj. vrigedi cl f* = f*.

Dokaz. Kako je (Primjedba3) cl f(z) < f(x), Vo € R™, slijedi
e —cl f(x) >z — f(z), VxR,
sup {¢"z —cl f(2)} > sup {&'x — f(2)}

zeR" TzeR™
cl f7(§) =/ (S)-

S druge strane prema istoj primjedbi je cl f*(§) < f*(€), pa dakle, cl f* = f*. O
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Svojstva konjugirane (dualne) funkcije:)
Neka je f : R®™ — R konveksna funkcija. Tada

(i) ako je p(x) = f(x) + B, B € R, onda ¢*(§) = f*(§) — ;
(i) ako je p(z) = f(z + ), @ € R", onda ¢*(§) = f*(§) — ' oy
(ifi) ako je p(x) = f(yx), v # 0, onda ¢*(£) = £* (£);
(iv) ako je ¢(x) = kf(x), k > 0, onda ¢*(&) = kf* (£);
Dokaz. Neka je f*(§) = sup {z — f(2)}

(i) ¢* (&) = xs;lﬂg{é“% —(f(x) + )} = félﬂg{ﬁ% — f@x)} =B = [ -7

Zadatak 2. DokaZite ostala svojstava.

Primjer 4. Treba odrediti konjugiranu funkciju za funkciju ¢ : R® — R, ¢(x) = a’z — b,
gdje su a,b € R.

PotraZimo najprije konjugiranu funkciju za jednostavniju funkciju f(z) = a’z. Imamo

FO=spia-atny ={ ¥ 20

Dalje prema svojstvu (i) za funkciju ¢(z) = a’x — b vrijedi
fey g _ b, {=a
s@=rero={ o0

Primjer 5. Treba odrediti konjugiranu funkciju za funkciju ¢ : R™ — R, ¢(z) = %xTa:.

PotraZimo najprije konjugiranu funkciju za jednostavniju funkciju f(z) = 27z. Imamo
. 1
f1(&) = sup{¢'x —ata} = 7€
r€eR™ 4

Naime, maksimum funkcije g(z) = ¢7

1 .
1€7¢. Zato je

r — 2Tz postize se za g = %{, pri ¢emu je g (%5) =

1 1/1 1
=12 == (2072 ):T.
5(6) = 31°26) = 5 (267 20)) = 5€7¢
Dakle, ovo je primjer funkcije koja se podudara sa svojom dualnom funkcijom.
Primjer 6. Neka je D C R™. Treba odrediti konjugirane funkcije za sljedece funkcije

0, xeD .. .
dp(x) = { too, w R\ D (indicator function)

7p(z) =sup&la (support function)
¢eD
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Vrijedi
0p(§) = sup{€'w — dp(z)} = sup&’w = mp(€),
z€eR™ £ebD

mp(§) = 0p (§) = dp(8).

Zadatak 3. Odredite konjugirane funkcije za funkcije

(4)9:R—R, as(x):{‘foi’ Tle o WO R—R )=c
(c) p:R—R, ¢<x>=;\x!p,1<p<+oo, (@)é:(~5.5) =R é(x) = —In(cosz)

Teorem 4. Neka je f : R" — R konveksna funkcija. Tada je & € Of(xy) onda i samo
onda ako je *(€) = E7wo — f(xo).

Dokaz Prema Definiciji 8,
£€f(zo) & f(x)> flzo) +& (z—20), VreR"
& g — f(vo) > 2 — f(z), VxreR"
& ao— flao) = sup{¢’e — f(2)}
= f1(9-
O

Primjedba 7. Prema Teoremu4 za konveksnu funkciju f : R* — R vrijedi jednakost koju
u literaturi (Demjanov and Vasilev, 1981) mozemo naci pod nazivom Youngov identitet

f (o) + f(&) = € a0 (12)
Teorem 5. Neka je f : R® — R konveksna funkcija. Tada
(i) ako je & € Of (xo), onda je xo € DF*(£);
(ii) ako je cl f = f ixo € Of*(€), onda je £ € Df (x0).
Dokaz. Primijetimo najprije da prema prethodnom Teoremu 4 vrijedi
£€df(x) & [(&) =&z~ flxo), (13)
2o € 0f*(€) & [ (wo) =ETwo — f(8) (14)
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(i) Neka je & € Of(xp). Prema (13) vrijedi
F1(€) = € w0 — f(xo)-

Ako je 0f(zo) neprazan, onda je (Avriel, 2003) cl f(xo) = f(xo), a kako je prema
Teoremu 2, f** = cl f koriste¢i (14) dobivamo

&) =g — [ (xo) = wo€df ()
(ii) Neka jecl f = fixzg€ df*(£). Prema (14) i Teoremu 2 vrijedi

&g — f5(&) = [ (x0) = cl f(z0) = f(o)
= 1) =x— f(m) = E€df(m).

]

Primjedba 8. Ako pretpostavimo da je f : R® — R zatvorena konveksna funkcija, onda
Teorem4 i Teorem5 sazeto mozemo izraziti na sljedeéi nac¢in (Demjanov and Vasilev,
1981):

Sljedeci uvjeti medusobno su ekvivalentni
(1) x0 € 0f(§)
(i) &€ 0f(xo)
(i1i)  flxo) + f7(§) = € o
2.1 Nuzni i dovoljni uvjeti minimuma

Koristenjem pojma konjugirane (dualne) funkcije jednostavno se mogu formulirati nuzni
i dovoljni uvjeti ekstrema konveksne zatvorene funkcije.
Najprije primijetimo da je po definiciji

JH(0) = sup{—f(z)} = — inf f(z),

TER™ z€eR™
odosno
inf f(x) = —f*(0). (15)

Dakle, funkcija f je ograni¢ena odozdo onda i samo onda ako je 0 u domeni funkcije f*.
Skup svih minimuma funkcije f oznacimo s

D={zeR": f(z) ==/ (0)} ={r € R": f(z) = inf f(y)}

yeR?

Dakle, xg € D onda i samo onda ako je

f(xo) + f7(0) =0,
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a to je prema Primjedbi8 ispunjeno onda i samo onda ako 0 € Jf(xg). Dakle zatvorena
konveksna funkcija postize globalni minimum u tocki xy onda i samo onda ako 0 € 9 f(x).
Nadalje, prema Primjedbi 8 mozemo pisati

D =af*(0).

Mozemo takoder reé¢i da konveksna zatvorena funkcija f postize globalni minimum onda
i samo onda ako je subdiferencijal njene konjugirane funkcije f* u nuli neprazan skup.
(primjerice ako je 0 € int ED(f*) (Demjanov and Vasilev, 1981)).

Primjer 7. Neka je f : R* — R i Q C R" konveksan zatvoren skup. Treba odrediti
uvjetni subdiferencijal funkcije f na skupu 2.

Najprije definiramo indicator function dq skupa €2

0, €
50(36)_{ o0, x€R"\Q

i definiramo novu funkciju f; = f + 0q,

| flx), e
fl(x)_{ too, €RM\Q

¢ija je efektivna domena skup €2. Odredivanje uvjetnog subdiferencijala funkcije f na
skupu 2 na taj nacin svodi se na odredivanje obi¢nog subdiferencijala sume f; = f + dq,
kod cega mozemo iskoristiti tehniku konjugiranih funkcija.

2.2 Konjugirana (dualna) funkcija konkavne funkcije

Neka je g : R* — R konkavna funkcija. Tada definiramo

g(&) = inf (€7 — g(a)}. (16)
Potrazimo vezu s pripadnom konveksnom funkcijom f = —g. Vrijedi

F7(€) = sup {&'x — f(x)}

z€R™

= (f = —g) sup{"z + g(x)}

z€R™

= — inf {(=¢)"z — g(2)}

PISING

=—g"(=9).
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2.3 Konjugirana (dualna) funkcija funkcije f: R" — R

I u ovom slucaju f* definiramo kao zatvorenu konveksnu funkciju

f1(€) = sup{&'z — f(x)}.

z€R™

Primijetimo da je to konjugirana funkcija najvece konveksne funkcije f., takve da je
fe(x) < f(z), Yo € R™. Tada je f** = f..
Sli¢éno bi definirali i konjugiranu konkavnu funkciju prema (16).
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