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Nediferencĳabilna optimizacĳa
Poslijediplomski doktorski studij matematike

1 Konveksni skupovi i konveksne funkcĳe
Definicĳa 1. Kažemo da je skup D ⊆ Rn konveksan ako za bilo koje dvĳe točke
x1, x2 ∈ D sadrži i segment određen tim točkama, tj.

x1, x2 ∈ D ⇒ λx1 + (1− λ)x2 ∈ D ∀λ ∈ [0, 1].

Definicĳa 2. Kažemo da je skup D ⊆ Rn strogo konveksan ako

x1, x2 ∈ D, x1 6= x2 ⇒ λx1 + (1− λ)x2 ∈ IntD ∀λ ∈ (0, 1).

Neka svojstva konveksnih skupova:

• Konveksan skup D ⊆ R sadrži svaku konveksnu kombinacĳu od konačno svojih
točaka, tj.

(x1, . . . , xn ∈ D) ∧
(
λ1, . . . , λn ≥ 0,

n∑
i=1

λi = 1
)

=⇒
n∑
i=1

λixi ∈ D;

• Skup svih konveksnih kombinacĳa nekog skupa D ⊆ Rn je najmanji konveksni skup
koji sadrži skup D i naziva se konveksna ljuska (convex hull).

• Presjek konveksnih skupova je konveksan skup;

• Ako su A,B konveksni skupovi, onda su i λA, A+B, A−B konveksni skupovi.

1.1 Konveksne funkcĳe
Definicĳa 3. Kažemo da je funkcĳa f : Rn → R konveksna ako vrĳedi

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) (1)

∀x, y ∈ Rn i ∀λ ∈ [0, 1].

Definicĳa 4. Kažemo da je funkcĳa f : Rn → R strogo (strictly) konveksna ako
∀x, y ∈ Rn, x 6= y vrĳedi

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y), ∀λ ∈ (0, 1). (2)
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Definicĳa 5. Kažemo da je funkcĳa f : Rn → R jako (strongly) konveksna ako
postoji takav realni broj κ > 0 da vrĳedi

f(λx+(1−λ)y) ≤ λf(x)+(1−λ)f(y)−κλ(1−λ)‖x−y‖2, ∀x, y ∈ Rn, ∀λ ∈ [0, 1].
(3)

Primjedba 1. ako u (3) stavimo λ = 1
2 i γ = 1

4κ, onda možemo reći da je funkcĳa f :
Rn → R jako konveksna ako postoji γ > 0,

f
(
x+ y

2

)
≤ 1

2(f(x) + f(y))− γ‖x− y‖2, ∀x, y ∈ Rn, γ > 0. (4)

Iz Definicĳe 5 vidi se da je svaka jako konveksna funkcĳa ujedno i konveksna, ali obrat ne
vrĳedi (također vidi Primjer1 i Primjer2).

Primjer 1. Neka je A : Rn → Rn simetrični linearni operator. Tada je kvadratna forma
f(x) := 1

2(Ax, x) konveksna funkcĳa onda i samo onda ako je A ≥ 0, tj. ako su sve
svĳstvene vrĳednosti nenegativne – označimo ih s λ1 ≥ · · ·λn ≥ 0. Kako je (Hiriart-
Urruty and Lemaréchal, 2001; Jare and Stoer, 2004)

λn‖x‖2 ≤ (Ax, x) ≤ λ1‖x‖2 za sve x ∈ Rn,

može se pokazati da vrĳedi

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)− 1
2λnλ(1− λ)‖x− y‖2

Dakle, ako je A pozitivno definitan (λn > 0), f je jako konveksna funkcĳa.

Primjer 2. Funkcĳa f : R2 → R, f(x1, x2) = x2
1 + x2

2 je jako konveksna funkcĳa, a
funkcĳa g : R2 → R, g(x1, x2) = x2

1 je konveksna, ali nĳe jako konveksna (λ1 = 1, λ2 =
0). Kako izgledaju plohe ovih funkcĳa?

Definicĳa 6. f : D ⊆ Rn → R,

P (f) = {(x, α) ∈ Rn+1 : x ∈ D ⊆ Rn, α ∈ R, f(x) ≤ α} – epigraf (5)
Q(g) = {(x, α) ∈ Rn+1 : x ∈ D ⊆ Rn, α ∈ R, g(x) ≥ α} – hypograf (6)

• Funkcĳa f je konveksna ⇔ P (f) konveksan skup;

• Funkcĳa g je konkavna ⇔ Q(g) konveksan skup;

• Funkcĳa g je konkavna ⇔ (−g) konveksna;
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Primjedba 2. Ako je f : D ⊆ Rn → R konveksna funkcĳa na D ⊆ Rn, onda se uvĳek
može definirati konveksno proširenje f̃ : Rn → R, R = R ∪ {+∞},

f̃(x) =
{
f(x), x ∈ D
+∞, x 6∈ D .

Tada je P (f̃) = P (f). Skup ED(f) = {x ∈ Rn : f(x) < +∞} zvat ćemo efektivna
domena funkcĳe f . Nadalje, ako nĳe posebno navedeno, promatrat ćemo konveksne
funkcĳe f : Rn → R.
Svojstava:

• f1, . . . , fn konveksne funkcĳe, λ1, . . . , λn ≥ 0 ⇒
n∑
i=1

λifi konveksna funkcĳa;

• f konveksna na Rn, Ψ neopadajuća i konveksna na R ⇒ Ψ ◦ f konveksna na Rn;

• f1, . . . , fn konveksne funkcĳe ⇒ sup
i
fi(x) konveksna funkcĳa;

• f : Rn → R konveksna na Rn ⇔ ∀x, y ∈ Rn, funkcĳa φ(λ) = f(λx + (1 − λ)y)
konveksna na [0, 1] (Avriel, 2003);

• Ako je f : D ⊆ R → R konveksna funkcĳa na konveksnom skupu D, onda je ona
neprekidna na intD (Avriel, 2003; Bazaraa et al., 2006).

Primjer 3. Funkcĳa φ : R 7→ R je konveksna, ali nĳe neprekidna.

φ(x) =


x2 − 1, x < 1

2, x = 1
+∞, x > 1

Definicĳa 7. f : Rn → R, konveksna funkcĳa

L(f) = {(a, b) ∈ Rn+1 : a ∈ Rn, b ∈ R, aTx− b ≤ f(x), ∀x ∈ Rn} – nosač–support

(7)
cl f(x) = sup

(a,b)∈L(f)
{aTx− b} – zatvarač konveksne funkcĳe (8)

Sα(f) = {x ∈ Rn : f(x) ≤ α} – nivo skup – level set (9)

Primjedba 3. Iz definicĳe funkcĳe cl f slĳedi: cl f(x) ≤ f(x), ∀x ∈ Rn. Specĳalno,
zatvarač funkcĳe iz Primjera 3 je

cl φ(x) =
{
x2 − 1, x ≤ 1

+∞, x > 1

Primĳetite da je specĳalno cl φ(1) = 0.
Vrĳedi također P (cl f) = P (f).
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Zadatak 1. Pokažite da ako je f : Rn → R, konveksna funkcĳa, onda je L(f) konveksan
skup.

Definicĳa 8. Subgradĳent konveksne funkcĳe f : Rn → R u točki x0 ∈ Rn je svaki
vektor ξ ∈ Rn koji zadovoljava1

f(x) ≥ f(x0) + ξT (x− x0), ∀x ∈ Rn.

Skup svih subgradĳenata konveksne funkcĳe f : Rn → R u točki x0 ∈ Rn zovemo Sub-
diferencĳal i označavamo ga s ∂f(x0). Skup ∂f(x0) je neprazan ograničen, konveksan i
zatvoren (Demjanov and Vasilev, 1981; Oben, 1988; Shor, 1998).

Primjedba 4. Za subgradĳent ξ ∈ Rn uvĳek se može pronaći b̂ ∈ R, takav da bude
(ξ, b̂) ∈ L(f). Naime, ako stavimo b̂ ≥ ξTx0 − f(x0), tada je

h(x) = ξTx− b̂ ≤ ξTx− ξTx0 + f(x0) = ξT (x− x0) + f(x0) ≤ f(x).

Definicĳa 9. Funkcĳa f : D ⊆ Rn → R je diferencĳablina u točki x0 ∈ intD u smjeru
η ∈ D ako postoji2

∂f(x0)
∂η

= lim
ε→0+

1
ε
(f(x0 + εη)− f(x0))

Teorem 1. Konveksna funkcĳa f : D ⊆ Rn → R za proizvoljni x0 ∈ intD ima derivacĳu
∂f(x0)
∂η

u bilo kojem smjeru η ∈ D i vrĳedi ((Demjanov and Vasilev, 1981; Oben, 1988;
Shor, 1998))

∂f(x0)
∂η

= max
ξ∈∂f(x0)

ξTη (10)

• Ako je f : D ⊆ Rn → R konveksna funkcĳa na konveksnom skupu D, onda je svaki
lokalni minimum ujedno i globalni minimum na D (Avriel, 2003);

• Ako je f : Rn → R konveksna funkcĳa, onda je i Sα(f) konveksan skup, ali obrat
ne vrĳedi;

• Ako je f : Rn → R konveksna funkcĳa, onda je 0 ∈ ∂f(x∗) ⇔ ako je x∗ globalni
minimum funkcĳe f ; Ako je f : Rn → R konveksna i diferencĳabilna funkcĳa, onda
je ∇f(x∗) = 0 ⇔ ako je x∗ globalni minimum funkcĳe f ;

• Ako u nekom smjeru η konveksna funkcĳa f opada, onda u suprotnom smjeru (−η)
raste.

1Moze se dogoditi da takav vektor ξ ∈ Rn ne postoji, da postoji jedan jedini i da postoji više njih.
2Derivacĳu funkcĳe f u točki x0 u smjeru η u literaturi se još označava s: Df(x0, η) ili s f ′η(x0).
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Neka je ∂f(x0)
∂η = −a < 0 i neka je

ξ0 ∈ ∂f(x0), takav da je prema Teoremu 1 ∂f(x0)
∂η

= max
ξ∈∂f(x0)

ξT η =: ξT0 η.

Tada u smjeru u = −η prema Teoremu 1 imamo

∂f(x0)
∂u

= max
ξ∈∂f(x0)

ξTu ≥ ξT0 u = −ξT0 η = −∂f(x0)
∂η

= a > 0.

2 Konjugirane (dualne) funkcĳe
Neka je f : Rn → R konveksna funkcĳa. Za dani vektor ξ ∈ Rn treba odrediti parametar
b ∈ R afine funkcĳe h(x) = ξTx− b, tako da bude h(x) ≤ f(x), ∀x ∈ Rn.

b ≥ ξTx− f(x) ∀x ∈ Rn.

Dakle, b ≥ sup
x∈Rn
{ξTx− f(x)}.

Definicĳa 10. Neka je f : Rn → R konveksna funkcĳa. Funkcĳu f ∗ : Rn → R,

f ∗(ξ) = sup
x∈Rn
{ξTx− f(x)}, (11)

zovemo konjugirana (dualna) funkcĳa funkcĳe f u točki ξ ∈ Rn.

Primjedba 5. Primĳetite da je za dani vektor ξ ∈ Rn i promatranu afinu funkcĳu h(x) =
ξTx− b, vrĳedi b ≥ f ∗(ξ).

• Geometrĳsko značenje:
Najviša moguća pozicĳa grafa afine funkcĳe h(x) = ξTx − b ispod grafa funkcĳe
f : R→ R dobĳe se za b = f ∗(ξ).
Tada je h(0) = −f ∗(ξ), a h nikad ne prima vrĳednost −∞.

• Ekonomsko značenje:
Neka je f(x) = f(x1, . . . , xn) trošak proizvodnje xi komada proizvoda Pi, i =
1, . . . , n, pri čemu su ξi odgovarajuće cĳene proizvoda Pi.
Treba odrediti količine x∗1, . . . , x∗n komada proizvoda P1, . . . , Pn, za koje će profit biti
maksimalan, tj.
n∑
i=1

ξixi−f(x)→ max R :
n∑
i=1

ξix
∗
i −f(x∗) = sup

x∈Rn
{
n∑
i=1

ξixi−f(x)} = f ∗(ξ)

Teorem 2. (Fenchel, Moreau) Ako je f : Rn → R konveksna funkcĳa, onda je njena
konjugirana (dualna) funkcĳa f ∗ također konveksna i vrĳedi

(i) P (f ∗) = L(f), (ii) f ∗∗ = cl f.
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Dokaz. Vrĳedi

P (f ∗) ={(ξ, α) : ξ ∈ Rn, α ∈ R, f ∗(ξ) ≤ α}

={(ξ, α) : ξ ∈ Rn, α ∈ R, sup
x∈Rn
{ξTx− f(x)} ≤ α}

={(ξ, α) : ξ ∈ Rn, α ∈ R, ξTx− f(x) ≤ α, ∀x ∈ Rn}

={(ξ, α) : ξ ∈ Rn, α ∈ R, ξTx− α ≤ f(x),∀x ∈ Rn} = L(f)

Kako je P (f ∗) konveksan skup (Zadatak 1), onda je i f ∗ konveksna funkcĳa.
Kako je f ∗∗ = (f ∗)∗, vrĳedi

f ∗∗(x) = (f ∗)∗(x) = sup
ξ∈Rn
{ξTx− f ∗(ξ)}

= sup
{(ξ,α∗):f∗(ξ)≤α∗}

{ξTx− α∗} (prema Primjedbi 5)

= sup
{(ξ,α∗): sup

y∈Rn
{ξT y−f(y)}≤α∗}

{ξTx− α∗}

= sup
{(ξ,α∗):ξT y−α∗≤f(y),∀y∈Rn}

{ξTx− α∗}

= sup
(ξ,α∗)∈L(f)

{ξTx− α∗}

= cl f(x)

Primjedba 6. Ako je f konveksna funkcĳe, tada prema je Fenchel-Moreau teoremu i f ∗
koveksna funkcĳa. Nadalje, to znači da je i f ∗∗ konveksna funkcĳa, a kako je f ∗∗ = cl f ,
onda je i cl f konveksna funkcĳa. Također lako se vidi da vrĳedi
L(f ∗) = P (f ∗∗) = P (cl f).

Teorem 3. Ako je f : Rn → R konveksna funkcĳa, onda je f ∗ zatvorena konveksna
funkcĳa, tj. vrĳedi cl f ∗ = f ∗.

Dokaz. Kako je (Primjedba 3) cl f(x) ≤ f(x), ∀x ∈ Rn, slĳedi

ξTx− cl f(x) ≥ξTx− f(x), ∀x ∈ Rn,

sup
x∈Rn
{ξTx− cl f(x)} ≥ sup

x∈Rn
{ξTx− f(x)}

cl f ∗(ξ) ≥f ∗(ξ).

S druge strane prema istoj primjedbi je cl f ∗(ξ) ≤ f ∗(ξ), pa dakle, cl f ∗ = f ∗.
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Svojstva konjugirane (dualne) funkcĳe:)
Neka je f : Rn → R konveksna funkcĳa. Tada

(i) ako je ϕ(x) = f(x) + β, β ∈ R, onda ϕ∗(ξ) = f ∗(ξ)− β;

(ii) ako je ϕ(x) = f(x+ α), α ∈ Rn, onda ϕ∗(ξ) = f ∗(ξ)− ξTα;

(iii) ako je ϕ(x) = f(γx), γ 6= 0, onda ϕ∗(ξ) = f ∗
(
ξ
γ

)
;

(iv) ako je ϕ(x) = kf(x), k > 0, onda ϕ∗(ξ) = kf ∗
(
ξ
k

)
;

Dokaz. Neka je f ∗(ξ) = sup
x∈Rn
{ξTx− f(x)}

(i) ϕ∗(ξ) = sup
x∈Rn
{ξTx− (f(x) + β)} = sup

x∈Rn
{ξTx− f(x)} − β = f ∗(ξ)− β

. . .

Zadatak 2. Dokažite ostala svojstava.

Primjer 4. Treba odrediti konjugiranu funkcĳu za funkcĳu φ : Rn → R, φ(x) = aTx− b,
gdje su a, b ∈ R.

Potražimo najprĳe konjugiranu funkcĳu za jednostavnĳu funkcĳu f(x) = aTx. Imamo

f ∗(ξ) = sup
x∈Rn
{ξTx− aTx} =

{
0, ξ = a

+∞, ξ 6= a.

Dalje prema svojstvu (i) za funkcĳu φ(x) = aTx− b vrĳedi

φ∗(ξ) = f ∗(ξ) + b =
{

b, ξ = a
+∞, ξ 6= a.

Primjer 5. Treba odrediti konjugiranu funkcĳu za funkcĳu φ : Rn → R, φ(x) = 1
2x

Tx.

Potražimo najprĳe konjugiranu funkcĳu za jednostavnĳu funkcĳu f(x) = xTx. Imamo

f ∗(ξ) = sup
x∈Rn
{ξTx− xTx} = 1

4ξ
T ξ.

Naime, maksimum funkcĳe g(x) = ξTx−xTx postiže se za xE = 1
2ξ, pri čemu je g

(
1
2ξ
)

=
1
4ξ

T ξ. Zato je
φ∗(ξ) = 1

2f
∗(2ξ) = 1

2

(1
4(2ξ)T (2ξ)

)
= 1

2ξ
T ξ.

Dakle, ovo je primjer funkcĳe koja se podudara sa svojom dualnom funkcĳom.

Primjer 6. Neka je D ⊆ Rn. Treba odrediti konjugirane funkcĳe za sljedeće funkcĳe

δD(x) =
{

0, x ∈ D
+∞, x ∈ Rn \D (indicator function)

πD(x) = sup
ξ∈D

ξTx (support function)
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Vrĳedi

δ∗D(ξ) = sup
x∈Rn
{ξTx− δD(x)} = sup

ξ∈D
ξTx = πD(ξ),

π∗D(ξ) = δ∗∗D (ξ) = δD(ξ).

Zadatak 3. Odredite konjugirane funkcĳe za funkcĳe

(a) φ : R→ R, φ(x) =
{
− ln x, x > 0

+∞, x ≤ 0. , (b) φ : R→ R, φ(x) = ex

(c) φ : R→ R, φ(x) = 1
p
|x|p, 1 < p < +∞, (d) φ : (−π2 ,

π

2 )→ R, φ(x) = − ln(cosx)

Teorem 4. Neka je f : Rn → R konveksna funkcĳa. Tada je ξ ∈ ∂f(x0) onda i samo
onda ako je f ∗(ξ) = ξTx0 − f(x0).

Dokaz. Prema Definicĳi 8,

ξ ∈ ∂f(x0) ⇔ f(x) ≥ f(x0) + ξT (x− x0), ∀x ∈ Rn

⇔ ξTx0 − f(x0) ≥ ξTx− f(x), ∀x ∈ Rn

⇔ ξTx0 − f(x0) = sup
x∈R
{ξTx− f(x)}

= f ∗(ξ).

Primjedba 7. Prema Teoremu 4 za konveksnu funkcĳu f : Rn → R vrĳedi jednakost koju
u literaturi (Demjanov and Vasilev, 1981) možemo naći pod nazivom Youngov identitet

f(x0) + f ∗(ξ) = ξTx0. (12)

Teorem 5. Neka je f : Rn → R konveksna funkcĳa. Tada

(i) ako je ξ ∈ ∂f(x0), onda je x0 ∈ ∂f ∗(ξ);

(ii) ako je cl f = f i x0 ∈ ∂f ∗(ξ), onda je ξ ∈ ∂f(x0).

Dokaz. Primĳetimo najprĳe da prema prethodnom Teoremu 4 vrĳedi

ξ ∈ ∂f(x0) ⇔ f ∗(ξ) = ξTx0 − f(x0), (13)

x0 ∈ ∂f ∗(ξ) ⇔ f ∗∗(x0) = ξTx0 − f ∗.(ξ) (14)
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(i) Neka je ξ ∈ ∂f(x0). Prema (13) vrĳedi

f ∗(ξ) = ξTx0 − f(x0).

Ako je ∂f(x0) neprazan, onda je (Avriel, 2003) cl f(x0) = f(x0), a kako je prema
Teoremu 2, f ∗∗ = cl f koristeći (14) dobivamo

f ∗(ξ) = ξTx0 − f ∗∗(x0) ⇒ x0 ∈ ∂f ∗(ξ).

(ii) Neka je cl f = f i x0 ∈ ∂f ∗(ξ). Prema (14) i Teoremu 2 vrĳedi

ξTx0 − f ∗(ξ) = f ∗∗(x0) = cl f(x0) = f(x0)

⇒ f ∗(ξ) = ξTx0 − f(x0) ⇒ ξ ∈ ∂f(x0).

Primjedba 8. Ako pretpostavimo da je f : Rn → R zatvorena konveksna funkcĳa, onda
Teorem4 i Teorem5 sažeto možemo izraziti na sljedeći način (Demjanov and Vasilev,
1981):

Sljedeći uvjeti međusobno su ekvivalentni

(i) x0 ∈ ∂f ∗(ξ)
(ii) ξ ∈ ∂f(x0)
(iii) f(x0) + f ∗(ξ) = ξTx0

2.1 Nužni i dovoljni uvjeti minimuma
Korištenjem pojma konjugirane (dualne) funkcĳe jednostavno se mogu formulirati nužni
i dovoljni uvjeti ekstrema konveksne zatvorene funkcĳe.

Najprĳe primĳetimo da je po definicĳi

f ∗(0) = sup
x∈Rn
{−f(x)} = − inf

x∈Rn
f(x),

odosno
inf
x∈Rn

f(x) = −f ∗(0). (15)

Dakle, funkcĳa f je ograničena odozdo onda i samo onda ako je 0 u domeni funkcĳe f ∗.
Skup svih minimuma funkcĳe f označimo s

D = {x ∈ Rn : f(x) = −f ∗(0)} = {x ∈ Rn : f(x) = inf
y∈Rn

f(y)}

Dakle, x0 ∈ D onda i samo onda ako je

f(x0) + f ∗(0) = 0,
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a to je prema Primjedbi 8 ispunjeno onda i samo onda ako 0 ∈ ∂f(x0). Dakle zatvorena
konveksna funkcĳa postiže globalni minimum u točki x0 onda i samo onda ako 0 ∈ ∂f(x0).
Nadalje, prema Primjedbi 8 možemo pisati

D = ∂f ∗(0).

Možemo također reći da konveksna zatvorena funkcĳa f postiže globalni minimum onda
i samo onda ako je subdiferencĳal njene konjugirane funkcĳe f ∗ u nuli neprazan skup.
(primjerice ako je 0 ∈ intED(f ∗) (Demjanov and Vasilev, 1981)).

Primjer 7. Neka je f : Rn → R i Ω ⊂ Rn konveksan zatvoren skup. Treba odrediti
uvjetni subdiferencĳal funkcĳe f na skupu Ω.

Najprĳe definiramo indicator function δΩ skupa Ω

δΩ(x) =
{

0, x ∈ Ω
+∞, x ∈ Rn \ Ω

i definiramo novu funkcĳu f1 = f + δΩ,

f1(x) =
{
f(x), x ∈ Ω
+∞, x ∈ Rn \ Ω ,

čĳa je efektivna domena skup Ω. Određivanje uvjetnog subdiferencĳala funkcĳe f na
skupu Ω na taj način svodi se na određivanje običnog subdiferencĳala sume f1 = f + δΩ,
kod čega možemo iskoristiti tehniku konjugiranih funkcĳa.

2.2 Konjugirana (dualna) funkcĳa konkavne funkcĳe
Neka je g : Rn → R konkavna funkcĳa. Tada definiramo

g∗(ξ) = inf
x∈Rn
{ξTx− g(x)}. (16)

Potražimo vezu s pripadnom konveksnom funkcĳom f = −g. Vrĳedi

f ∗(ξ) = sup
x∈Rn
{ξTx− f(x)}

= (f = −g) sup
x∈Rn
{ξTx+ g(x)}

= − inf
x∈Rn
{(−ξ)Tx− g(x)}

= −g∗(−ξ).
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2.3 Konjugirana (dualna) funkcĳa funkcĳe f : Rn → R
I u ovom slučaju f ∗ definiramo kao zatvorenu konveksnu funkcĳu

f ∗(ξ) = sup
x∈Rn
{ξTx− f(x)}.

Primĳetimo da je to konjugirana funkcĳa najveće konveksne funkcĳe fc, takve da je
fc(x) ≤ f(x), ∀x ∈ Rn. Tada je f ∗∗ = fc.

Slično bi definirali i konjugiranu konkavnu funkcĳu prema (16).
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