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Globalna optimizacija Lipschitz-neprekidnih funkcija

1 Lipschitz-neprekidne funkcije

U ovom odjeljuku razmatrat ¢emo jednu metodu trazenja globalnog minimuma realne
funkcije jedne varijable, koja na intervalu [a,b] zadovoljava Lipschitzov uvjet. Metoda
potjece od ruskog matematic¢ara Pijavskog (Danilin, 1967; Pijavskij, 1972). Vidi takoder
(Vasilev, 1974).

Definicija 1. Kazemo da funkcija f : [a,b] — R Lipschitz-neprekidna (zadovoljava Lips-
chitzov uvjet) s konstantom L > 0 na [a, b] i piSemo f € Lip;[a,b] ako za svaki z,y € [a, D]
vrijedi

[f(z) = f(y)| < Lz —yl. (1)

Primgjedba 1. Svaka Lipschitz-neprekidna funkcija je neprekidna funkcija. Ako je f €
C'la,b], onda je f € Lip;[a,b] (Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti), ali obrat ne
vrijedi (vidi Primjer 1 i Primjer 3). Ako je f : [a,b] — R neprekidna funkcija, koja ima
po dijelovima neprekidnu derivaciju, onda primjenom Lagrangeovog teorema o srednjoj

vrijednosti dobivamo konstantu L = sup |f'(z)| (Primjer 3).
x€la,b]

Primjer 1. Treba odrediti Lipschitzovu konstantu funkcije f: [—3,2] — R, f(z) = 2* —

6x + 2. Iz Slike 1 moZe se vidjeti da je L = |f(—3)| = 21.

Slika 1: Funkcija f(z) =23 — 6z +2 iz |f/(z)]
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Slika 2: Funkcija f(z) =142/ (x — 12+ 3/ (z —2)2 iz +— |f'(z)|

Primjer 2. Treba odrediti Lipschitzovu konstantu funkcije f:[0,3] — R, f(z) = 1+
2\3/(x —1)2+ 3\3/(x — 2)2. Njena derivacija

L4 2
=51

nije definirana u tockama iz {1,2}, a Lipschitzova konstanta bila bi L = occ.

Primjer 3. Treba odrediti Lipschitzovu konstantu funkcije f: [1,6] — R,

—x+4, 1<z <2
2, 2<z<3,
f(z) =42z — 4, 3 <z <A,
—3r+16, 4<x <5,
r—4, 5 <z <0,

ciyi graf je prikazan na Slici 3. Ocigledno je L = 3.

k=-3

Slika 3: Koeficijenti smjera po dijelovima linearne funkcije f

2 Metoda slomljenih pravaca

Pretpostavimo da postoji u* € [a,b], na kome se postize globalni minimum funkcije

f:[a,b] — R, tj. postoji u* = argmin f(u). Sukladno (Pijavskij, 1972) za fiksni ug € [a, b]
u€la,b]
definiramo funkciju K : [a,b] — R,

K(u,ug) = f(ug) — Llu — wp|, u € [a,b], (2)
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Slika 4: Lipschitz-donja ograda funkcije

koja ima sljedeca svojstva:

u+— K(u,ug) po dijelovima je linearna funkcija, (3)
K (uo, uo) = f(uo), (4)
K(U,UO) < f(U), Vu e [(Z, b]> (5)

Svojstvo (5) slijedi iz
(K (u,uo) — f(u) = f(uo) = f(u) = Llu — uo| < |f(uo) — f(u)] = Llu — uo| < Llu — uo| — Llu — ug| = 0).

Algoritam 1. (“Slomljeni pravci”)

Korak 0: Izabrati uy € [a, b] i definirati K (u,ug) := f(ug) — L|u — ugl;

Odrediti u; = argmin K (u, uo) (Ocigledno je u; = a ili uy = b).
u€la,b)

Korak 1: Definirati K (u,u1) := f(uy) — Llu — uy|
Pi(u) := n_lgt)fK(u, w;) = max{K(u,uy), Po(u)}, Po(u):= K(u,up);

Odrediti us = argmin P (u).
u€la,b

Korak 2: Definirati K (u,us) := f(ug) — Llu — ug] i
Py(u) = max K (u,u;) = max{K (u,us), Pi(u)};

Odrediti ug = argmin Py (u).
u€la,b)

Korak n: Uz pretpostavku da su ug, uy, ..., Uy, K(u,uo), K(u,uy),...,K(u,u,) (n > 1)
poznati, definirati

P,(u) = max K(u,u;) = max {K(u,uy,), P,1(u)}, Fo(u) = K(u,ug); (6)

Odrediti u, 1 = argmin P, (u). (Ako se m[iri] P,(u) postize u vise tocaka, onda
u€(a,b) ug|a,
za U,y biramo bilo koju od njih).

Sljedeca lema daje svojstva nizova (uy,,) i (P,) iz Algoritmal i f € Lip,[a,b].

Lema 1. Neka je niz realnih brojeva (uy,,) @ niz funkcija (P,) definiran kao u Algoritmu 1.
Tada vrijedi:
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(i) P, je meprekidna po dijelovima linearna funkcija, ciji dijelovi leZe na pravcima s
koeficijentima smjera L ili (—L);
(i) Pn(u) < Pny1(u), Vu € [a,b] iVn=0,1,...;
(iii) P,(u) < f(u), Vu € [a,b] iVn=0,1,...;
(iv) Pp(uw;) = f(uw;), Vi=0,1,...,n
(v) P, € Lip;la,bl.
Dokaz. Tvrdnje (i) i (ii) su o¢igledne. Tvrdnja (iii) slijedi induktivno na osnovi (5):

Po(u) = K(u,uo) < f(u),
Pi(u) = max{ K (u, u1), Po(u) } <max{f(u), f(u)} = f(u),

Po(u) = max{ K (u, un), Po1(u)} < max{f(u), f(u)} = f(u).
Tvrdnja (iv) slijedi iz (4), (6) i (iii):
flui) = K(ug, ug) < Bo(wi) < f(ui).
Tvrdnja (v) slijedi iz (i). O
Teorem 1. Neka za funkciju f € Lip;[a,b] postoji u* € argmin f(u). Neka je niz realnih
brojeva (uy,) i niz funkcija (P,) definiran kao u Algom'tm: j[.a’b%ada vrijedi:

(i) Jim Paunsn) = inf () = f(u) = %

(ii) Ako je u proizvoljno gomiliste niza (u,), onda je u € argmin f(u).;
u€la,b]

(iii) Ako je u* = argmin f(u) (jednoclan), onda cijeli niz (u,) konvergira prema u*.
u€la,b

Dokaz. Dokazimo najprije da je niz (P, (u,+1)) monotono rastué

P, 1(u,) = min P, ;(u) po definiciji

u€la,b)
< P 1(Uni1) po definiciji
< Py(upy1) prema Lemi 1(ii)

i ogranicen odozgo:

Po(upi1) = m[ir%)] P, (u) po definiciji
u€la,
< P, (u¥) po definiciji

< f(u¥) prem Lemi 1(iii)
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Dakle, postoji HILI& P,(upyq) =: P* < f* (Lema 1(iii) i neprekidnost funkcija P, i f).

Pokazimo da je P* = f*. Kako je P,(upy1) = m[il})] P,(u), za proizvoljni n € N i
ue|a,
proizvoljni ¢ (0 < i < n) vrijedi

Po(tups1) < Po(w;) < f(u;)  (Lema 1(iii)),
iz Cega slijedi

0 < f(u;) — Pou(tnsq)
= Po(u;) = Pu(tnn)  prema Lemi 1(iv)

< Llu; — U] prema Lemi 1(v)

Kako je niz (u,) C [a, b] ogranic¢en, postoji barem jedno gomiliste u i podniz (uy, ), koji

konvergira prema tom gomilistu, pri ¢emu mozemo pretpostaviti da je n; < ng < --- <
ng < ---. Specijalno, iz prethodnih nejednakosti za n := np—11d := ng_; (ngp_1 < np—1),
dobivamo

O S f(unk—l) - Pnk—l(unk) S L|unk71 - unk|7

odakle za k — oo dobivamo
f(ﬂ’) = Ifll—{go Pnk—1<unk)'
Kako je f* < f(u) i P* < f*, onda iz prethodne jednakosti dobivamo

fr<fw) =P < 17,

tj. P* = lim P, (upy1) = f* = f(u). Time su tvrdnje (i) i (ii) dokazane.
Tvrdnja (iii) slijedi iz prve dvije. O

Zadatak 1. Napisite detaljan algoritam za globalnu optimizaciju Lipschitzove funkcije
uz primjenu metode slomljenih pravaca (Pijavskij, 1972) i odgovarajuci kompjuterski pro-
gram. Program testirajte na nekoliko primjera.

Primjedba 2. Najpoznatije varijante metode slomljenih pravaca su Metoda Pijavskog (Danilin,
1967; Pijavskij, 1972), Shubertova metoda (Shubert, 1972), koje se nazalost ne mogu di-
rektno generalizirati na vise dimenzija i Algoritam DIRECT (Jones et al., 1993; Kvasov and
Sergeyev, 2009), koji je konstruiran u svrhu generalizacije na vise dimenzija (Finkel and
Kelley, 2004, 2006; Vanderbei, 1999). Metoda slomljenih pravaca ima niz prednosti:

1. Minimizirajuca funkcija f moze imati proizvoljno stacionarnih tocaka i lokalnih
minimuma, ne mora biti derivabilna u svim tockama intervala [a, b], ve¢ samo mora
ispunjavati Lipschitzov uvjet (1);

2. Za prizvoljni ug € [a, b] metoda konvergira prema globalnom minimumu, a za njenu
implementaciju potrebno je samo poznavati Lipschitzovu konstantu L;



Lipschitzove funkcija 6

. U svakom koraku metode treba rijesiti minimizacijski problem za po dijelovima

linearnu funkciju P,, $to se svodi na ispitivanje njenih poznatih vrhova. Pri tome
P, se od P,_1 moze razlikovati za najvise dva nova vrha;

. Moze se pokazati (Vasilev, 1974) da je metoda slomljenih pravaca bliska optimalnoj

strategiji trazenja globalnog minimuma Lipschitzove funkcije.

. Metodu mozemo modificirati tako da niz (P,(u,1)) bude strogo monotono rastué

(777); Ovo mi se ¢ini tesko za postici, jer kad god podignemo donji vrh funkcije P,
na krivulju dobijemo dva nova donja vrha s istom vrijednosti funkcije P,.

. Metodu mozemo modificirati tako da na pocetku izaberemo n + 1 ekvidistantnih

¢vorova a = ug < up < -+ < u, = b u kojima definiramo:
K<u7ul) :f(uz)_L|u_uz‘7 ZIO,].,,TL
Upy1 = argmin P, (u) (pretrazivanje n + 1 ¢vorova)
u€|a,b)
Dalje procedura moze teé¢i kao u Algoritmu 1;

Metoda se moze poop¢iti za slucaj funkcija koje imaju konacno prekida prve vrste
i koje su definirane na nepovezanom podrucju (Strongin and Vasiljev, 1984),

i nedostatakas:

1.

3.

Odredivanje Lipschitzove konstante L moze biti slozeno. O jednoj metodi moze se
vidjeti u (Wood and Zang, 1996);

. Niska brzina konvergencije. Cim je L vedi, brzina je niza — u grani¢nom slucaju kada

L — oo algoritam degenerira u izracunavanje vrijednosti funkcije na diskretnom
skupu;

Racunska kompleksnost u vise dimenzija.

Primjer 4. Metodu slomljenih pravaca ilustrirat cemo na traZenju globalnog minimuma

funkcije iz Primgera 3. Iterativni proces moZze se pratiti na Slici 5 i u niZe navedenoj
tablici.

%
Usg

F(us)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1.5 6 383 247 519 493 546 207 288 479 506 528 564 502 511 5.007
25 2 367 2 1.19 122 1.46 2. 2. 1.64 1.06 128 164 1.02 1.11 1.007
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Slika 5: Metoda slomljenih pravaca

3 Shubertova metoda

Lipschitzov uvjet (1) mozemo zapisati u obliku

f(x) = f(y)
T—y

_LS SL Vl’,yE[a,b],

¢ime je relativna promjena (kvocijent diferencija) funkcije f odredena izmedu —L i L.
Ako za y stavimo a, onda je x —a > 0, pa je

[f(z) = fa)] < L(x —a), Vz€la,b],

odakle dobivamo
f(z) > f(a) = L(z — a). (7)

Ako za y stavimo b, onda je z — b < 0, pa je
|f($)—f(b)‘ < _L(x_b)v Vo € [&,b],

odakle dobivamo

f(z) = f(b) + L(z — b). (8)

Desne strane u (7) i (8) su pravei koji se sijeku u tocki (U, B), gdje je
U(a,b, f,L) = 3(a+b) + 5z (f(a) = f(b)), (9)
B(a,b, f,L) = 5(f(a) + f(0)) — 5(b - a), (10)

a graf funkcije f je iznad tog slomljenog pravca. Naime, zbrajanjem (7) i (8) dobivamo

Algoritam 2. (Shubertova metoda, (Shubert, 1972))
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e

al c b

z+ f(a) — L(z —a)
z— f(b)+ L(z —b)

. B)

Slika 6: Donja ograda funkcija f na intervalu [a, b]

Korak 1: Odrediti pravce © — f(a) — L(z — a) i © — f(b) + L(z — b) i tocku njihovog
sjecista (U(a,b, f, L), B(a,b, f, L))

Korak 2: Staviti uy = U(a,b, f, L). Od dva intervala [a,u], [u1,b] izabrati onaj s manjom
B-vrijednosti.

Korak 3: Ako je [a,u;] izabrani interval, staviti us = Ul(a, us, f, L).
Od tri intervala: [a,us), [u2,u1], [u1,b] izabrati onaj s najmanjom B-vrijednosti i
na njemu ponoviti proceduru.

Primjedba 3. Primijetite da je Shubertova metoda zapravo specijalni slucaj Algoritma 1
ako za poCetnu aproksimaciju izaberemo jedan od rubova intervala [a,b]. Neka je prim-
jerice, u_, = a. Tada je prema Metodi slomljenih pravaca

up = argmin{ f(a) — Llu — a|} = b,
Pi(u) = max{f(a) = Llu —al, f(b) = Llu = bl},

uy = argmin Py (u).
Nakon toga definiramo

By(u) = max{Py(u), f(ur) — Llu — wl},

uy = argmin P(u),

koji se postiZe u jednoj od dviju vrijednosti u} ili u2, za koju je vrijednost funkcije f manja.
(vidi Sliku 7). Ocigledno se odluka moze donijeti poznavanjem B-vrijednosti funkcije f na
intervalima [a,u] 1 [ug,b]. Ovaj kriterij podudara se s kriterijem navedenim u Koraku 2
Shubertovog algoritma.

Zadatak 2. Napisite detaljan algoritam za globalnu optimizaciju Lipschitzove funkcije uz
primjenu Shubertove metode (Jones et al., 1993) i odgovarajuci kompjuterski program.
Program testirajte na nekoliko primjera.
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Slika 7: Veza Shubertove metode i Metode slomljenih pravaca

4 DIRECT optimizacijski algoritam

Prema (Jones et al., 1993) Shubertovu metodu modificirat éemo tako da je mogucéa gen-
eralizacija na visedimenzionalni slucaj. Naziv dolazi od: DI(viding)RECT(angles). Sli¢no
kao $to smo izveli formule (9) i (10), za ¢ = “t2 dobivamo

c, (11)
c (12)

f(x) > f(e)+ L(x —¢), =
f(l‘) Z f(C) _L(‘T_ C)v

8
(AVARRVAN

Graf funkcije f nalazi se iznad slomljene linearne funkcije ¢ija je najmanja vrijednost na
intervalu [a, b] zadana s (vidi Sliku 8)

B(c) = f(c) — L%2. (13)

Slika 8: Donja ograda funkcija f na intervalu [a, b]

Primijetite da uz poznavanje Lipshitzove konstante donja ograda B funkcije
f ovisi samo o vrijednosti funkcije f u centru intervala [a,b] i Sirini intervala.
Ovo ¢e biti vazno prilikom konstrukcije optimizacijskog algoritma, ali posebno
i kod generalizacije na visedimenzionalni slucaj.

Algoritam 3. (DIRECT algoritam, (Jones et al., 1993))
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Korak 1: Interval [a,b] podijeliti na n = 3 podintervala [a,b1], [az,bs], [as,bs], jednake

duljine d = b’T“ s centrima u tockama

clch—%, 02:a+3%l, 03:a+5§l;
Prema (13) izrac¢unati B-vrijednosti
— bi—a; - .
B(cz)—f(cl)—LT, z-l,...,n,

Odrediti g, tako da bude f(c;,) = min f(e;) i staviti min = {¢;,, f(ci,) };

i=1,...,

Korak 2: Odrediti j € {1,...,n} tako da bude B(c;) = min B(¢;);

i=1,....,n

Korak 3: Interval s centrom u ¢; podijeliti na 3 podintervala jednake duljine g;
Na taj nacin umjesto intervala duljine d s centrom u ¢; dobivamo tri nova podin-
d

- . d d.
tervala duljine £ s centrima u ¢; — 3, ¢j, ¢; + §;

Korigirati min s vrijednosti funkcije u dva nova centra c; — %l, cj + g;
[zracunati B-vrijednosti za tri nova podintervala. Primijetite da je za to potrebno
poznavati samo centre i Sirine podintervala!;

Staviti n = n + 2 i prije¢i na Korak 2;

Primjedba 4. Prema Teoremu 1 proizvoljno gomiliste niza (c,) je to¢ka u kojoj funkcija
f postize svoj globalni minimum.

[terativni postupak moze se ubrzati koriste¢i ¢injenicu da se u svakom koraku od
postojeceg niza podintervala ispusta jedan i dodaju tri nova podintervala:

e U Koraku 1 i Koraku 3 intervale sortirati u opadajué¢em poretku prema njihovim
B-vrijednostima.

o Tri nova podintervala dodati postoje¢em nizu tako da novi niz podintervala bude
sortirati u opadaju¢em poretku prema njihovim B-vrijednostima. U Koraku 2 tada
je j =n.

Primjer 5. Primjenom DIRECT optimizacijskog algoritma odredit cemo globalni minimum
funkcije f: [1,6] — R zadane u Primjeru 3. Na Slici 9 prikazan je niz aproksimacija (cy,)
globalnog minimuma, koji se postiZe u tocki x* = 5.

Zadatak 3. Napisite detaljan algoritam za globalnu optimizaciju Lipschitzove funkcije
uz primjenu DIRECT metode (Jones et al., 1993) i odgovarajuci kompjuterski program.
Program testirajte na nekoliko primgera.
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Slika 9: Niz aproksimacija (¢,) globalnog minimuma funkcije iz Primjera 3

4.1 Optimizacija DIRECT algoritma

Primijetimo jo$ jednom vaznu ¢injenicu da smo podintervale [ay, by],. .., [an, b,] u algo-
ritmu DIRECT reprezentirali smo njihovim centrima ¢;, © = 1, ..., n i poluSirinama intervala

d; = % Zato ¢emo svakom intervalu [a;, b;] s centrom ¢; pridruziti tocku

Donja ograda (B-vrijednost)

bi—ai
9 )

B(ci) = f(c;) = L

intervala [a;, b;] moze se interpretirati kao odsjecak na ordinati linearne funkcije I; ¢iji graf
prolazi tockom T i ima koeficijent smjera L

b — a;
li(t):Lt+<f(ci)—L 2a>' (14)
Svaki grafikon na Slici 10 prikazuje tocke T;, i = 1, ..., n dobivene u nekoj iteraciji algo-
ritma DIRECT i pravac [; kroz tocku Tj i koeficijentom smjera L, pri ¢emu je j izabran tako
da bude B(c;) = _nilin B(¢;) (interval s najmanjom B-vrijednosti — najmanjim odsjeckom
na ordinati). U prvoj iteraciji pojavljuje se n = 3 tocke, u drugoj n = 5 tocaka, u trecoj
n = 7 tocaka itd. Pri tome neke tocke se podudaraju.

Veé¢ na drugom grafikonu Slike 10 vidi se da je bilo moguce izabrati “bolji pravac” —

donju ogradu tocaka T;, ¢ = 1,...,n izborom nove tocke T} i manjeg koeficijenta smjera
0<L<L.
Opcenito, to znac¢i da medu intervalima [a;, b;], i = 1,...,n s centrima ¢;, i = 1,...,n

treba izabrati potencijalno optimalan interval [a;, b;] s centrom ¢;. Geometrijski gledano,
interval [a;, b;] bit ¢e potencijalno optimalan ako birajuci L > 0, mogu pronaci pravac
kroz tocku Tj koji je ujedno donja ograda za sve druge tocke T;, 1 = 1,...,n. Znat ¢emo
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Slika 10: Vrijednosti funkcije u ovisnosti o udaljenosti centra do ruba podintervala
da je taj pravac donja ograda ako je njegov odsjecak na ordinati manji od odgovaraju¢ih
odsjecaka za druge tocke T;.

Definicija 2. Interval [a;, b;] s centrom ¢; je potencijalno optimalan ako postoji L >0,
tako da bude

~b: — a. b — a
f(Cj)—LJTCL]Sf(ci)—L’2aZ, Vi=1,...,n, (15)
i da postoji € > 0, tako da bude
f(cj) - L% S fmin - €|fmin’7 (16)

gdje je fmin = ._Hllin f(Cz‘)-

=1,...,n

Primijetite da iz definicije B-vrijednosti slijedi B(c;, d;) = f(c;) —[A/bJ_TaJ < foin- Uvjet
(16) garantira da se medu potencijalno optimalnim intervalima nece pojaviti interval ¢ija

B-vrijednost (B(c;,d;) = f(cj) — I:bj;aj) nije manja od trenutnog minimuma funkcije
fmin barem za e > 0. Na Slici 11 prikazan je interval [a;, b;] s centrom u tocki ¢;, Cija se
B-vrijednost podudara s trenutnim minimumom funkcije f,.;,. Takav interval ne spada
u potencijalno optimalne. Geometrijsko objasnjenje uvjeta (16) moze se takoder vidjeti

na Fig 2.2 kod (Finkel and Kelley, 2004).
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jmin

Slika 11: Interval koji nije potencijalno optimalan

Izborom razlicitih vrijednosti konstante L>0u svakoj iteraciji moze postojati vise
potencijalno optimalnih intervala.

Jedan razlog za trazenje manje vrijednosti za konstantu L lezi u ¢injenici sto se za
veliku vrijednost Lipschitzove konstante, postupak moze nepotrebno produljiti.

Ipak, pravi razlog za uvodenje konstante (stope rasta) L leziu ¢injenici da je cesto
puta tesko odrediti Lipschitzovu konstantu (Wood and Zang, 1996). Umjesto toga, za
razne vrijednosti od L trebalo provjeravati uvjete (15)-(16) i traziti potencijalno optimalne
intervale. Na srecu, ¢ak ni to nece biti potrebno. Kao $to se vidi na Slici 10, a jos jasnije
na Slici 12 potencijalno optimalni intervali odgovaraju tockama 7; na vrhovima donjeg
ruba konveksne ljuske conv{Ty,...,T,}. Za promatrani primjer u prvoj i drugoj iteraciji
(drugi i treéi grafikon na Slici 10) dobivamo samo dva potencijalno optimalna intervala

d : d

(odgovaraju najnizim tockama za apscice § i §), a u petoj iteraciji (Sesti grafikon na

Slici 10) dobivamo tri potencijalno optimalna intervala (odgovaraju najnizim tockama s
d d ; d
i),

apsclsama 6 18 ! 52

ol
[lfsW
QL
QU
o
[lfsW

d d
27 18
Slika 12: Vece zelene tocke odgovaraju potencijalno optimalnim intervalima

Potencijalno optimalni intervali na Slici 12a prikazani su zelenim tockicama. Nasuprot
tome, interval, koji je na Slici 12b pretstavljen crvenom tockicom, zbog uvjeta (16) neée
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biti svrstan u potencijalno optimalne zato sto se njegova B-vrijednost gotovo ne razlikuje
od trenutno minimalne vrijednosti funkcije fi.

4.2 TrazZenje potencijalno optimalnih intervala

Geometrijski gledano, tocka na Slici 12 predstavljat ¢e potencijalno optimalan interval
onda ako se kroz nju moze provuéi pravac s nekim koeficijentom smjera L > 0, iznad
kojeg (ili na kojem) se nalaze sve druge tocke. To znaci da je njegova B-vrijednost (tj.
njegov odsjecak na ordinati) manji od B-vrijednosti svih drugih tocaka. Pri tome, ta
B-vrijednost (tj. taj odsjecak) mora se barem za € > 0 razlikovati od trenutno minimalne
vrijednosti funkcije fy., (uvjet (16)).

U nastavku éemo operacionalizirati opisani princip. Ozna¢imo I = {1,...,n}, d; =

bi—a;
2

pojaviti jedna ili vise tocka. Sve tocke s apscisama d; reprezentiraju sve intervale Sirine

. Primijetimo najprije da se za izabrani j € I (a time i izabrani d;) na Slici 12 moze

2d;. Oznacimo nadalje:

o« [} ={i €l:d; <d;} — indeksi tocaka koje se na grafikonu (12) nalaze lijevo od
tocaka s apscisom d; (primijetite da ¢e za neki j skup [; biti prazan);

o Iy ={i€l:d; > d;} — indeksi tocaka koje se na grafikonu (12) nalaze desno od
tocaka s apscisom d; (primijetite da ¢e za neki j skup I, biti prazan);

o Iy={i€I:d; =d;} — indeksi tofaka s apscisom d;.

Primjerice, ako je j indeks tocke Tj sa Slike 12a koja ima apscisu g (d = b_Ta), imamo:

|I;] =11, |I| = 0, |I5] = 1. Ako je j indeks tocke T; koja ima apscisu ¢, imamo: || =7,

|I,| =1, |I5] = 4. Ako je j indeks tocke T} koja ima apscisu &, imamo: || = 0, || =9,
|I3] = 3. Formula (15) znadi da je za dani L > 0 koeficijent smjera pravca (14), koji
prolazi tockom 7; manji ili jednak od koeficijenata smjera pravaca koji prolaze drugim
tockama T;, i € 1.

Ako (15) zapisemo kao
fles) = fler) < L(d; —dy), Viel, (17)

onda za sve ¢ € I3 uvjeti (15) jednostavno znace da tocka 7T mora biti najniza izmedu
svih tocaka apscise d;, tj.
f(cj) < fle), Viels. (18)

)
Zai e I (dj —d; > 0) uvjete (15), odnosno (17) mozemo zapisati
j)

W < gle%}f(c%gj;() < ZA}, Vi e . (19)



Lipschitzove funkcija 15

Zai € I (d; — d; < 0) uvjete (15), odnosno (17) mozemo zapisati

o) = fles) _ fley) — fle)

[ < < € I
L < min d,—d, — d,—d viel (20)
Zato uvjete (15), odnosno (17) mozemo pisati

flei) < fle), if i€l (21)

f(cj) - f(cs) 7 f(cj) - f(cs) :
Igleé}i{ R <L< min R if I # 0 and I, # 0 (22)

Cj) — Cs T .
max I cji])—c];s( ) <L, it I #0 and I, =0 (23)

A ¢ Cs :
Lgls‘rélélf(zlj_i;( ), if I; =0 and I, # 0. (24)

Primijetite da je sluc¢aj I; = I, = () ne treba posebno promatrati jer je ukljucen u (21).

Uvjet (23) znaci da mora postojati L > 0, tako da je max % < L, a prakti¢no
sciy J s
f(cj)ff(cs) < 400.

se moze provjeriti tako da ispitamo je li max =3 =7
sely J S

Uvjet (24) znac¢i da mora postojati L > 0, tako da je L< mifn %, a prakti¢no
s€ly 7S

se moze provjeriti tako da ispitamo je li Hélln % > 0!
sels s
Dakle, na taj nacin smo uvjete (15), odnosno (17), zapisali bez koristenja

kostante L !!!
Proanalizirajmo jos uvjet (16). Ako je fim # 011y # 0, iz (16) koristedi (24) dobivamo

fuin = f(ei) ¢ dj  fwin = fle) | dy L fle) = f(es)

a ako je fon £ 01 Iy =10, iz (16) i L < L dobivamo

dj < fmm - f(cj> dj

Ako je fin =01 Iy # 0, iz (16) koristeéi (24) dobivamo

. f(cj)_f(cs)
J sels dj — ds ’

€

)

L.

a ako je foim =01 I, =10, iz (16) i L < L dobivamo

f(e;) < Ld; < Ld;.
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Zato uvjet (16) mozemo zapisati

fmin_f(cj) dj K if ‘
<t R fimin # 0 (25)
ili

gdje je
sels 7 s (27)
L, if I, = (.

o fe)=fles)
min 2R9E G T, £ ),
K { di—d
Dakle, na taj nacin smo i uvjete (16) zapisali bez koristenja kostante L
Na taj nac¢in moZemo napisate uvjete ekvivalente uvjetima (15)—(16) bez ko-
riStenja kostante L.

Lema 2. (Gablonsky and Kelley, 2001; Gablonsky, 2001) — korigirana

Neka je L > 0 Lipschitzova konstanta funkcije f: [a,b0] — R, e > 0, I = {1,...,n},

fmin = miln f(ci). Interval s oznakom j € I je potencijalno optimalan u smislu Definicije 2
1€

ako
(&) fle) < fa), ifi€ls (28)
(i) LD ZIC) g NV 2T ey g anary 20 (20
0 max W < +o00, if I1 # 0 and I, = () (30)
1 j - S
(1v) minM > 0, if I =0 and I, # 0 (31)
s€ly dj —ds
(v) e < fmle_ffC]) + |fd] ’K, if fmin 70 (32)
iy
(vi) flej) S d; K, if frin =0, (33)
gdje je

" min 7f(cé]),:§s(cs), if Iy # 0,
L, if I, = 0.
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Programsku konstrukciju uvjeta (i)-(vi) isprogramirao sam ovako:

false = 0;
Dol f[flej] > flei], false = 1], {i, I3}];
If[false =0, Print["(i) je isp." |;
Ifl(Ii #0and Ir #0 and KL < KD) or (I; # 0 and Ir = () and KL < 400) or (I3 =0 and I # () and KD > 0),
Print["(ii-iv) je isp." |;

IfIIf[I;=0,K = L,K = KDJ; (fmin = 0 and fle;] < Kd;) or (fmin # 0 and € < fmz'(}—‘f[cj-] n |fdj |K),

Print["(v-vi) je isp." ]; S=Append[S,j],
Print["(v-vi) nije isp." ]
|, Print["(ii-iv) nije isp." ]
], Print["(i) nije isp." |
J, {7. n}]

KL:HI&XM KD:minM

sely dj — ds ’ selz dj —

Q%

S

Primjer 6. Na Slici 13 prikazan je iterativni postupak DIRECT s biranjem potencijalno
optimalnih intervala w smislu Definicije 2.

Slika 13: Primjena algoritma DIRECT s izborom potencijalno optimalnih intervala

Primgjedba 5. Mozemo promatrati funkciju
O(\) = med(y; — )?, (35)

koja se pojavljuje kod Least Median of Squares. Vjerojatno bi u ovom slucaju DIRECT
slabo funkcionirao jer je Lipschitzova konstanta ove funkcije vrlo velika. Mislim da ovo
mozemo razmatrati kao problem optimizacije funkcije sa skokovima prve vrste: postoje
tliiﬁi f() i tLig)lJr f(t), ali su medusobno razli¢iti. U (Strongin and Vasiljev, 1984) opisan
je postupak koji rjesava ovakvu situaciju za jednu drugu metodu, ali se spominje da bi se
na slican nacin moglo pristupiti i metodi slomljenih pravaca (Pijavskij, 1972).



Lipschitzove funkcija 18

Zadatak 4. Zadani su realni brojevi yy, ..., ym € R, m > 1 i funkcija &: R — R,
O(t) = med(y; — t)*. (36)

Je li funkcija ® Lipschitzova ¢ Ako je, pokuSajte odrediti Lipschitzovu konstantu L.
Za podatke 90,93, 86,92,95, 83, 75,40, 88,80 definirajte funkciju ® i pronadite njezin

globalni minimum.

4.3 Diskretni DIRECT

Neka je f: [a,b] — R, Lipschitzova funkcija s konstantom L > 0 ¢ije su vrijednosti
poznate na diskretnom skupu U = {a < uy < -+ < u,, < b}. Treba odrediti

argmin f(u). (37)

uelU
Neka je [a, fly = {w; € U: a < u; < B} neki “interval” na U.
e Ako (a, )y = {w; € U: a < u; < [} ima manje od k; clanova, izra¢unat ¢emo
min  f(u;) i cijeli interval zamijeniti jednom toc¢kom argmin f(u;);

ui€(a,B)u u;i€(a,B)u

» Ako (a, f)y ima vise od k; ¢lanova, odredit ¢emo

ce < Med ul> AU (38)

a<u; <3

Slicno kao kao kod DIRECT metode (Jones et al., 1993), dobivamo

flz)> fle)+ L(z —¢), z<cg, (39)
f(z) = fle) =Lz —¢), z=>c

Graf funkcije f nalazi se iznad slomljene linearne funkcije ¢ija je najmanja vrijednost
na “intervalu” |o, ]y zadana s (vidi Sliku 14)

Bla, 8) = min{ f(c) + Lla - ¢), f(¢) — L(5 — ¢)}. (41)

Dalje poduzmemo strategiju kao kod (Pijavskij, 1972) ili (Shubert, 1972) ili (Jones et
al., 1993), a dokaz konvergencije imamo kao kod (Vasilev, 1974).
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Slika 14: Donja ograda funkcija f na intervalu [« 5]

5 DIRECT algoritam za globalnu optimizaciju funkcija
vise varijabli

Primjer 7. Promatramo Branin funkciju, koja se razmatra kao test primjer u (Jones et

al., 1993) g: [-5,10] x [0,15] = R

glxry,x To — xr7 + Xz + cosxy +

je ot = (3.14159,2.275).

ORIGINAL TRANSFORMAT
T T : i ; T 10F . . ! .

14

12f 1 sl

101
06+

0.2r

0.0t

Slika 15: ContourPlot of the Branin function

Za optimizaciju algoritmom DIRECT najprije treba odrediti preslikavanje koje pra-
vokutnik [—5,10] x [0, 15] prevodi u [0, 1] x [0, 1]. Opcenito, preslikavanje koje pravokutnik
[a, b] % [c,d] prslikava u [0, 1] x [0, 1] zadano je s T'(x) = A(x — u), gdje je

L0 a
_ b—a _
o S A

Na taj na¢in umjesto optimizacije funkcije g: [a,b] X [¢,d] — R provodimo optimizaciju
funkcije f = goT71:[0,1] x [0,1] — R, gdje je T (z) = A~z + .
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Postupak pocinje dijeljenjem kvadrata [0, 1] x [0,1] s centrom u tocki ¢ = (l l) na
nacin opisan na Slici 16.a ako je
wy = min{ f(c— dey), f(c+ de1)} < min{f(c— dea), f(c+ dea)} =: wa, (42)
odnosno na nacin opisan na Slici 16.b ako je
wy > wy, (43)
Tako dobivamo skup od n = 5 pravokutnika P = {P,,..., P,} s centrima

(a) wy < we (b) wy > wo

Slika 16: Dijeljenje kvadrata [0, 1] x [0, 1]

a=(33)2=G-03) 6a=G+03).a=(31-9) a=(35+9), (49

gdje je 0 = % Takoder, svakom pravokutniku pridruzujemo duljine njegovih stranica u
slucaju (42) (Slika 16.a)

B = (5,6), h® = (6,1), B = (5,1), k) = (5,8), hP = (3,), (45)

odnosno duljine njegovih stranica u slucaju (43) (Slika 16.b)
Y = (5,6), h® = (6,6), h® = (5,6), K = (1,0), h® = (1,0). (46)
Kao mjeru veli¢ine pravokutnika uzimamo
d; = max{hgi), hg)}, i=1,...,n. (47)

Tako u slucaju (42) (Slika 16.a) imamo
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Primjedba 6. Primijetite da je svaki pravokutnik P; odreden svojim centrom ¢; i mjerom
njegove velic¢ine d;. Takoder vazno je primijetiti da smo za mjeru veli¢ine pravokutnika
mogli uzeti i nesto drugo (primjerice, poluduljinu maksimalne stranice ili udaljenost centra
do vrha) — to nam dozvoljavaju zapisi uvjeta (ii), (iii) u Lemi 2! To ¢ée biti vazno kod
trokuta.

Kao pocetnu tocku globalnog minimuma uzimamo

i=1,...,n

Nadalje, primjenom Leme 2 pronademo skup potencijalno optimalnih pravokutnika
S={P,...}CP

Skup potencijalno optimalnih pravokutnika S sadrzi kvadrate ili paralelepipede. Ovisno
tome provest ¢emo njihovo dijeljenje na sljede¢i nacin:

Slika 17: Dijeljenje pravokutnika

« Ako je potencijalno optimalni pravokutnik P,(c,, d,,), kvadrat (hg“ ) = hg“ )), dijelimo
ga dalje prema (42) (Slika 16.a) ili prema (43) (Slika 16.b) ovisno o njegovim bro-
jevima wy, wy definiranim kao u (42). Primijetite da na taj nac¢in umjesto kvadrata
P,(cu,d,) dobivamo manji kvadrat s istim centrom P (c,,, %“) i 4 nova pravokutnika.
Dakle, ukupni broj pravokutnika postaje n :=n + 4;

« Ako je potencijalno optimalni pravokutnik P,(c,,d,), pravokutnik (hg“ ) + hé“ )),
dijelimo ga dalje na tri jednaka dijela kao na Slici 17. Primijetite da na taj nacin
umjesto pravokutnika P, (c,, d,) dobivamo manji kvadrat s istim centrom P (c,, %”)
i 2 nova kvadrata. Dakle, ukupni broj pravokutnika postaje n :=n + 2;

Primjer 8. Za funkciju iz Primjera 7 Nakon 6 iteracija (41 centar) dobivamo
& = (0.541152,0.154321) i fynin = 0.40.

Primgjedba 7. Primijetite da u slu¢aju N = 3 kocku dijelimo na 2N + 1 paralelepipeda na
sljedeci nacin (vidi (Jones et al., 1993), Fig. 8, str. 169):

e po prvoj izabranoj koordinati (izbor ovisi o brojevima w;, we, w3 analogno defini-
ranih kao u (42)) kocku dijelimo na 3 jednaka paralelepipeda (sloja);
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Slika 18: The Branin function and DIRECT-approxiamtions

 po drugoj izabranoj koordinati centralni paralelepiped (sloj) dijelimo na 3 jednaka
paralelepipeda (sloja);

» po tre¢oj koordinati centralni paralelepiped (sloj) dijelimo na 3 jednake kocke.

Nadalje uvijek samo kocku dijelimo na na ovaj nacin. Paralelepipede, kakvi god bili,
uvijek dijelimo na tri jednaka dijela.

6 Stronginova metoda za trazenje globalnog mini-
muma

Prema Strongin (1978) navest cemo jednu metodu zasnovanu na informacijsko-statistickim
pristupu, koja vodi prema tocki globalnog minimuma.

Neka je f : [a,b] — R, koja na [a, b] mozZe primiti vise lokalnih minimuma.
Algoritam 4. (Strongin)

Ky : Izabrati € > 0, ug = a,u; = b i izracunati M = W

rM, M >0

K @ Izracunati p = { L M=0" gdje je r > 0 konstanta (parametar algoritma,

primjerice r = 2)

K, : Izracunati sljede¢u tocku uy = %(ul + up) — fw)=f(uo)

2p
K3 : Uz pretpostavku da su odredene tocke a = uy < uy < -+ < up_1 < uxp = b
odrediti veli¢ine
_ | f(us) = fus—1)| [ rM, M>0
M—lrgggxk Ug — Ug—1 o= 1, M=0
i definirati funkciju cjelobrojnog argumenta s =1,... k

+ ’f(us> - f(us—1)|2

Us — Ug—1

Ri(s) = p(us — us—1) — 2(f(us) — flus-1))
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Odrediti s, € {1,...,k} iz uvjeta Ry(s;) = max Ry(s).
_S_
Ako je ug, — us,—1 < €, proces zavrsavamo u tocki us, ;

Ako je ug, — us,—1 > €, stavimo
f(usk)__.f<usk—1)
2 '

Iz definicije broja p vidi se da je ug, 1 < Upy1 < Us, .

1
uk+1 = §<usk + uskfl) -

Sada treba prenumerirati niz wug, uy, . .., ug, g1 U rastuéem poretku i prijeci na
definiranje sljedece tocke ug. o na analogan nacin.

In[1]:= flx_]:= If[x <= 2, -x + 4,
If[x <= 3, 2,
If[x <=4, 2 x - 4,
If[x <=5, -3 x + 16, x - 4]]1]]
a=1.; b=6.; ccc = 0; ddd = 4;
In[2]:= x= {a, b}; It=100;
Dol
x = Sort[x]; k = Length[x];
M = Max[Table[Abs[(f[x[[i1]1]1-f[x[[i-1111)/(x[[i]1]1-x[[i-111)]1, {i,2, k}11;
m=If[M==0, 1, r M];
R = Tablelm (x[[i]]1-x[[i-111)+(£[x[[111]1-£[x[[i-1111)"2/(m(x[[i]]1-x[[i-1]11))

-2(f[x[[111]1-£f[x[[i-1111), {i,2,k}];
t = Position[R, Max[R]J[[11][[1]];
x = Append([x, (x[[t+1]1]1+x[[t]1])/2 - (£[x[[t+111]1-£f[x[[t1]11)/(2 m)];
, {n,It}]
Print[It, " ", x]
Plot [f[x], {x,a,b}, PlotRange -> {ccc, ddd}, AspectRatio -> .3,
Ticks -> {Table[{x[[i]], ""}, {i, k+1}], Automatic}, ImageSize -> 700]

Primjer 9. Potrazimo globalni minimum funkcije

10
f:]2.7,7.5) € R, f(z) :sinx+sin§$+lnm—0.84x+3.

Slika 19: Niz aproksimacija globalnog minimuma

Primjer 10. Potrazimo globalni minimum funkcije iz Primjera 3.
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Slika 20: Niz aproksimacija globalnog minimuma
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