Metoda konjugiranih gradijenata
Radni materijal za predavanja iz kolegija Nediferencijabilna optimizacija na
poslijediplomskom doktorskom studiju 2009./2010.

1 Uvod u problem

Zadani su simetri¢na i pozitivno definitna kvadratna matrica A € R™*™, realni vektor b € R” te
¢ € R. Definirajmo funkciju f : R” — R formulom f(x) = %XTAX — bTx + ¢ te promatrajmo

sljedeéi problem:

1
f(x) = ixTAX ~bfx+c— ;161%&% . (1)

Neka je x* = argmin,cp. f(x) rjesenje problema (1). Uo¢imo da je
Vf(x)=Ax —b te V2f(x) = A.

Kako je prema pretpostavci matrica A pozitivno definitna, te stoga i regularna (vidi Domacu
zadacdu), vektor x* jedinstveno rjesenje sustava linearnih jednadzbi

Ax = b. (2)

To znali da je problem minimizacije (1) ekvivalentan problemu rjesavanju sustava linearnih
jednadzbi (2).
Neka su a € Rip € R™. Razvojem izraza f(x+ ap) u Taylorov red u okolini tocke x dobivamo

1 1
fx+ap) = f(x) + ap’ Vf(z) + 5a’p" V2 f(x)p = f(x) + ap” (Ax = b) + Sa’p" Ap.
Minimizacijski problem (1) rjeSavat ¢emo iterativhom metodom. Pretpostavimo u tu svrhu

da je x; neka aproskimacija rjeSenja x*. Novu aproksimaciju x;41 trazit ¢emo u obliku x;4; =
Xj + o;pj, pri cemu je p; vektor smjera, a «; odgovarajuc¢a duljina koraka. Ako nam je poznat
vektor smjera p; onda duljinu optimalnu duljinu koraka «;; mozemo dobiti rjeSavanjem problema
jednodimenzionalne minimizacije

f(x; +ap;) — min .

Imamo

a; = argmin f(x; + ap;)
a€eR

1
= argmin (f(xj) + ap;‘-F(Ax —b)+ ozZpTAp) .
a€R 2

Funkcija a — f(x;) + ozpjT(ij —b) + %onp?Apj je realna kvadratna funkcija, koja postize
jedinstveni globalni minimum u tocki

o — _p?(AXj — b)
’ pjAp;
1.0.1 Gradijentna metoda
Specijalno u gradijentnoj metodi za vektor smjera p; uzimamo p; = —V f(x;) = —Ax; +b, odakle
je
. |Ax — b3 _ psl3

“ 7 b-Ax;)TA(b— Ax;) plAp;’



Za vektor smjera p;i1 vrijedi

Pji+1 = —Vf(xj41) =b—Ax;
= b—A(l‘j +ajpj)
= Pp;j — oApy,

odakle je

P, 1P; = |Ip;l3 — a;p;" Ap; =0.
To znaci da je kod gradijentne metode vektor smjera u koraku j+ 1 ortogonalan s vektorom smjera
u koraku j.

Primjer 1. Zadana je funkcija f(x) = %XTAX —bTx, gdje su
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Jednostavno se vidi da je x* = [%,%]T rjesenje sustava linearnih jednadzbi. Pretpostavimo
da gradijentnom metodom Zelimo odrediti tocku globalnog minimuma funkcije f. U tu svrhu
za pocetnu aproksimaciju uzimamo xo = [5,—2]T. Gradijentnu metodu izvravamo sve do je
|[Ax; —bls > e, j =0,1,2,.... Ako je e = 10"" gradijentnom metodom za 17 koraka dobivamo
x17 = [0.333351,0.333298])7. Na Slici 1.0.1 prikazani su odgovarajuéi vektori smjerova gradijentne

metode.
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Slika 1: Vektori smjerova gradijentne metode kroz 17 iteracija

2 Metoda konjugiranih gradijenata

Prirodna ideja je definirati vektore smjerova najbrzeg silaska i to tako da metoda zavrsi u sto manje
koraka. Pokazat ¢emo da metoda konjugiranih gradijenata ima upravo to svojstvo te da zavrsi u
najvise n koraka.

Za simetri¢nu pozitivno definitnu matricu A definiramo preslikavanje s : R” x R® — R, formu-

lom
s(x,y) =x" Ay. (3)



Moze se pokazati da je preslikavanje s skalarni produkt kojeg oznacavamo s s(x,y) =: (X,¥)a
(vidi Domaéu zadaéu) i zovemo A —skalarni produkt. Pri tome odgovarajué¢a normu definiramo s
[Ix]|a :== VxT Ax.

Definicija 1. KaZemo da su vektori po,...,Pr—1 A—konjugirani ili A—ortogonalni, ako vrijedi
dajepjTApi za svakii,j=1,....k—1tei#j.

Uocimo da je zbog simetri¢nosti dovoljno zahtijevati p;pri =0zasvaki0 <1< j<k—1.
Moze se pokazati da je svaki skup {p; : j = 0,...,k — 1}, A—konjugiranih vektora linearno
nezavisan (vidi Domacéu zadaéu) te stoga mozemo definirati potprostor

W, = Span{p07' . 'apkfl}a k Z 1
k {0}, k=0~

te skup
U — X0+Wk:{Z€RnZZ:X0+WkEWk}, k>1
F N fxo), k=0

Propozicija 1. Neka je i fiksni prirodni broj te neka su {po,...,Pi—1, Pi} vektori takvi da je

za svaki j = 0,...,% — 1. Prepostavimo da je Xo € R™ te x; € R", j = 1,...,i — 1 niz vektora
definiran rekurzivno s

Xj+1 = X5 + Py,
pl(Ax,—b)  plr,

a; = argmin f(x; + ap;) = =
T T aer ! ! plAp;, p; Ap;’

gdje surj:=Ax; —b, 7=0,...,i— 1. Tada vrijedi
p.r; =pl(Ay —b), za svakiy € U.

Dokaz. Uoc¢imo da je

i—1
X; = Xj—1 t Qj—1Pi—1 = Xj—2 + @j—2Pi—2 + ®;—1Pi—1 = ... = X0 + E a;p; € U;.
j=1

Za proizvoljni y € U; vrijedi da je x; —y € W, te stoga zbog svojstva (4) vrijedi p! A(x; —y) = 0.
Konaéno slijedi

p! (r; — Ay +b) =p! (Ax; —b— Ay +b) = p/ A(x; —y) = 0,

odakle slijedi tvrdnja.

U sljedece teoremu pokazat ¢emo da ako za vektore smjerova odaberemo A —konjugirane vek-
tore, onda jednodimenzionalna minimizacija duz vektora pi—; (odnosno trazenje vektora xj) odgo-
vara minimizaciji duz cijelog skupa Uy.

Teorem 1. Neka je xo € R" te x;11 = x; +ajp;, 5 =0,...,k —1, pri é¢emu su vektori smjerova
pj, j =0,...,k =1 A—konjugirani te a; € R odgovarajuce duljine koraka. Onda je

x; = argmin f(x), j=1,...,k.
zcU;

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo metodom matematicke indukcije po k. Ako je k = 1, onda je
T
Po ro
pj Apg

X] = X + agpo, gdje je ap = — , totka globalnog minimuma funkcije f na skupu U; =



{xo + w1 : wy; € W; =span{pp}}. Pretopstavimo da tvrdnja vrijedi za prirodni broj k = i, tj.da
je
x; = argmin f(y),

yeU;
za svaki j = 1,...,4. Dokazimo da tvrdnja vijedi za k =7+ 1 tj.da iz x;41 = X; + a;p; slijedi da
je

Xi+1 = argmin f(x).
x€Uj41

1z definicije skupa U; 1 slijedi da se svaki x € U;;1 moze zapisati u obliku x =y + ap;, pri ¢emu
jea € Rtey €U, te je stoga

fx) = fly+api)=f(y)+ap] (Vf(y))+ ;a’p] Ap;
1
= f(y)+ap{ (Ay —b) + 5a’p{ Ap;,
odakle prema Propoziciji 1 slijedi da je
f(x) = f(y) +ap] (Ax; —=b) + 2a *pi Ap;.

Kona¢no imamo

2

T Pp—
(oin f(x) = min f(y) + min (api (Ax; —b) +

a p; Apl)

Prema pretpostavci indukcije slijedi da je argmin f(y) = x;. Takoder slijedi da je
yeU;

p; T
argmin (api (Ax; —b) + a pTApZ> =y,
a€eR .

odakle slijedi tvrdnja.
DRUGO PREDAVANJE

U sljede¢oj Propoziciji pokazat ¢emo kako iz vektora reziduala r;, j = 1,...,k, konstruirati
A—konjugirane smjerove.

Propozicija 2. Neka je pg = —rg te

Onda]ep Ap,, =0 za svaki 0 <m < j <k.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo metodom matematicke indukcije po k. Za k = 1 imamo

1A < + ) a T Apy + pl Apy PLAT!
P1 APy = —I Po Po = —T1 APg T Po APo =
TA Po gApo
Pretpostavimo da tvrdna vrijedi za prirodni broj & = ¢, odnosno da su vektori pg, . . . , p; A—konjugirani.

Dokazimo da tvrdnja vrijedi za za k = i + 1 tj.da je pZT_HApm = 0 za svaki m < i. Neka je m
prirodni broj koji je manji od 7. Onda je

T T : p]TAriH T
Pi1Ap,, = -T.,Ap, + E “TAn. pP; Ap,,
—o Pj Pj
j
T p I Ar; T
= _ri-l-lAan ?A Apm =

U sljedecoj propoziciji pokazat ¢emo da se konjugirani sterovi mogu racunati jednostavnije.



Propozicija 3. Pretpostavimo da su py, ..., Pr smjerovi dobiveni rekurzivno s (5). Onda je
a) Wy = span{rg,...,rp_1}
b) r%rjzozasvaki0§j<m§k
¢) pir; = —rkry za svaki 0 < j <k
d) Za vektor smjera py vrijedi

o riry,
Pr = —Tk + Bk—1Pk—1, gdje je Bp—1 = 77—
T 1Tk—1

e) Vrijedi Wy, = span{ro,..., A¥ lry}

Dokaz. Dokazat ¢emo tvrdnju d). U tu svrhu vektor py € Wyi1 zapisimo kao linearnu
kombinaciju vektora rg, ...,rg. Sukladno svojstvu b) vektori ro, ..., r; ¢ine ortogonalnu bazu od
Wi41. Vrijedi

k
Pr = E a;rj,
Jj=0

T.. . .
pri ¢emu se iz uvjeta ortogonalnosti vektora rg, ..., ry slijedi da je o;; = 5’52:-? ,7=0,..., k. Prema
j I
svojstvu ¢) vrijedi
k k—1 k—1 T
riry riry riry r}_ Tp_1
Pk = 75 T.rj:—rkfg T‘rj:frka E T I‘j
iRy sy T Th—1 ‘) T;T;
k—1 _T
_ Pi_1%5 6
= -1k + Gk 7—Tj = Tk + Br—1Pk—1- (6)
- r I‘j
j=0 "J
Posljednja jednakost u (6) iz raspisa vektora py_1 u ortogonalnoj bazi {rg,...,rp_1}.

Na osnovi prethodnih tvrdnji proizlazi sljedeéi algoritam.
ALGORITAM - KONJUGIRANI GRADIJENTI

OI‘():AX()*b, p():*ro,k:()

e While r; # 0 do

rzrk
P} Ap,
Xk+1 = Xk + QkPk

eyl =g+ akApk

ap =

T
ﬂk — Tk41Th41
rgrk

Pk+1 = — Tk + BrPk
k=k+1

e end While

Primjedba 1. Ako je A € R"*"™, onda ée zbog ortogonalnosti vektora reziduala iterationi postupak
zavrsiti u konacéno mnogo (najvise n koraka).

Primjer 2. Na Slici 2 prikazana je usporedba iterativnih procesa gradijentnom metodom te metodom
konjugiranih gradijenata na minimizaciji funkcije iz Primjera 1.
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Slika 2: Usporedba vektora smjerova gradijentne metode (crno) i metode konjugiranih gradijenata

(crveno)

2.1 Brzina konvergencije

Moze se pokazat da brzina konvegrencije metode konjugiranih gradijenata ovisi o broju uvjeto-
vanosti matrice A, preciznije da vrijedi sljedeca tvrdnja.

Teorem 2. (vidi [1]) Ako je x* egzaktno rjesenje sustava linearnih jednadzbi Ax = b, gdje je
A € R™™ pozitivno definitna matrica te b € R™ te xi aproksimacija rjedenja dobivena u k—toj
iteraciji gradijentne metode. Vrijedi sljedeca ocjena

. VE—1Y\, .
I =l < (Voo ) Il

pri cemu je Kk broj uvjetovanosti matrice A.

Teorem 3. (vidi [2]) Ako je x* egzaktno rjeSenje sustava linearnih jednadzbi Ax = b, gdje je
A € R™™ pozitivno definitna matrica te b € R™ te xi aproksimacija rjeSenja dobivena u k—toj
iteraciji metode konjugiranih gradijenata. Vrijedi sljedeéa ocjena

k
* \/Eil *
I = xala <2 (YE5T) I - xalla

pri cemu je Kk broj uvjetovanosti matrice A.

Teorem 4. (vidi [1]) Ako je x* egzaktno rjeSenje sustava linearnih jednadzbi Ax = b, gdje je
A € R™™ pozitivno definitna matrica te b € R™ te xi aproksimacija rjesenja dobivena u k—toj
iteraciji metode konjugiranih gradijenata. Vrijedi sljedeéa ocjena

k

C
WHX* —Xolla,

[x* — xk[la < T

pri éemu je ¢ = ﬁ: te k broj uvjetovanosti matrice A.

3 ProSirenje na nelinearne funkcije

ALGORITAM FLETCHER-REEVES METHOD



1 ro = Vf(x0), Po = —To
2 For k=0,1,...,n—1do

Xip4+1 = Xk + Pk, gdje je ap = argmin f(xy + apx)

acR
i1 = V[f(Xk41)

T
Pit1 = —T + BkPrk, gdje je fr = ”":,%ii“

3 x¢ = X, 1 skoc¢i na korak 1.

ALGORITAM POLAK-RIBIERE METODA
Analogno kao Fletcher-Reeves method, razlika je u (:

5 = (rhr1 —1g) Tt
4§ r{rk '

_ T
Najcesdi izbor u By = max{0, %}
k

HESTENES-STIEFEL METODA Analogno kao Fletcher-Reeves method, razlika je u O:
(Tpt1 — I‘k)Trk+1
P/, (trt1 — 1)

Br =
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