
Poslĳediplomski doktorski studĳ 1
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1 Problem grupiranja podataka-Klasteri
Razmatramo problem grupiranja elemenata nekog skupa A s m ≥ 2 elemenata u disjunk-
tne podskupove π1, . . . , πk, 1 ≤ k ≤ m, takve da vrĳedi

k⋃
i=1

πi = A, πi
⋂
πj = ∅, i 6= j, mj := |πj| ≥ 1, j = 1, . . . , k, (1)

na osnovi jednog ili više obilježja uz korištenje raznih kriterĳskih funkcĳa cilja. Ras-
tave skupa A na podskupove π1, . . . , πk koji zadovoljavaju (1) označavat ćemo s Π =
{π1, . . . , πk} i zvati particĳa skupa A, a skupove π1, . . . , πk zvat ćemo klasteri. Skup
svih particĳa skupa A sastavljenih od k klastera koje zadovoljavaju (1) označit ćemo s
P(A, k). Nadalje, kad god budemo govorili o particĳi skupa A, podrazumĳevat ćemo da
je ona sastavljena od podskupova skupa A, koji zadovoljavaju (1). Na taj način svjesno
smo iz razmatranja isključili particĳe, koje sadržavaju prazan skup ili skup A.

Može se pokazati (Veljan, 2001) da je broj svih particĳa skupa A, koje zadovoljavaju
(1) jednak Stirlingovom broju druge vrste

|P(A, k)| = 1
k!

k∑
j=1

(−1)k−j
(
k

j

)
jm. (2)

Primjer 1. Broj svih particĳa skupa A određenih s (1) specĳalno za m = 10, 50, 103, 106

i k = 2, 3, 5, 8, 10 iznosi

|P(A, k)| k = 2 k = 3 k = 5 k = 8 k = 10
m = 10 511 9330 42525 750 1
m = 50 1015 1023 1033 1040 1043

m = 103 10300 10476 10697 10898 10993

m = 106 10301 029 10477 120 10698 968 10903 085 10106

Iz navedenog primjera vidi se da traženje optimalne particĳe općenito neće biti moguće
provesti pretraživanjem čitavog skupa P(A, k). Odmah teba reći da problem traženja
optimalne particĳe spada u NP-teške probleme (vidi (Gan et al., 2007)) nekonveksne
optimizacĳe općenito nediferencĳabilne funkcĳe više varĳabli, koja najčešće posjeduje
značajan broj stacionarnih točaka. U znanstvenoj i stručnoj literaturi ovaj problem često
nalazimo pod nazivom cluster analysis.

Namjera nam je na što jednostavnĳi način približiti ovo znanstveno područje što širem
krugu stručnjaka jer problem klasifikacĳe i rangiranja podataka u posljednje vrĳeme
postaje sve interesantnĳe područje interesa raznim znanstvenicima i stručnjacima, ali
također i donositeljima raznih odluka, primjerice u tĳelima državne i lokalne adminis-
tracĳe.
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Postoji više međunarodno poznatih i priznatih specĳaliziranih časopisa koji prate ovo
područje, primjerice: Clustering and Classification, Pattern Recognition, Journal of Clas-
sification, Journal of Machine Learning Research. Također, redovito se održavaju speci-
jalizirani znanstveni i stručni skupovi s ovom problematikom, primjerice: SIAM Interna-
tional Conference on Data Mining, IEEE International Conference on Data Mining, ACM
SIGKDD International Conference on Knowledge Discovery and Data Mining, a na bro-
jnim međunarodnim pretraživačima i bazama podataka postoji ogroman broj podataka
o ovom području.

U novĳoj znanstvenoj i stručnoj literaturi mogu se pronaći brojne primjene u poljopriv-
redi (primjerice, razvrstavanje oranica prema plodnosti zemljišta), u biologĳi (primjerice,
klsasifikacĳa kukaca u grupe), u medicini (Everitt et al., 2001; Littau, 2006), u prometu
(Iyigun, 2007), kod klasifikacĳe teksta i kompjuterskih pretraživača baza podataka (Ko-
gan et al., 2007; Su and Kogan, 2010), kod razumĳevanja klimatskih kretanja i prob-
lema lokacĳe objekata (Divéki and Csanád, 2010; Gan et al., 2007), kod satne prognoze
potrošnje prirodnog plina i drugih energenata (Sabo et al., 2011). Također, često se po-
javljuju razne primjene u upravljanju (primjerice, rangiranje gradova i općina za potrebe
financĳske podrške) (Hudec and Vujošević, 2010), u poslovanju (Everitt et al., 2001), u
društvenim znanostima i psihologĳi, kod definiranja izbornih sustava (Dhillon et al., 2004;
Kogan, 2007) itd.

Definicĳa 1. Neka je d : Rn × Rn → R+ funkcĳa, koja zadovoljava svojstva

1) d(x, y) ≥ 0, x, y ∈ Rn i d(x, y) = 0⇔ x = y.

2) Za svaki y ∈ Rn, funkcĳa x 7→ d(x, y) je konveksna na Rn.

3) Za svaki y ∈ Rn vrĳedi lim
‖x‖→∞

d(x, y) = +∞.

Funkcĳu d sa tim svojstvom zovemo kvazimetrička funkcĳa na Rn.

Pretpostavimo da je zadana kvazimetrička funkcĳa d na Rn × Rn te da je πj ∈ Π
klaster. Promatrajmo sljedeći minimizacĳski problem∑

ai∈πj
d(x, ai)→ min

x∈Rn
. (3)

Pokažimo da problem (3) ima rješenje.
Kako je prema svojstvu 1) postoji

I0 := inf
x∈Rn

∑
ai∈πj

d(x, ai) ≥ 0.

Sukladno Zadatku 6 iz domaće zadaće, zbog neprekidnosti funkcĳe x 7→ ∑
ai∈πj

d(x, ai)

slĳedi da postoji niz (xr) ∈ Rn, takav da je

lim
r→∞

∑
ai∈πj

d(xr, ai) = I0. (4)
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Pokažimo da je niz (xr) omeđen. Pretpostavimo suprotno, odnosno da je (xr) takav da
je lim

r→∞
‖xr‖ → ∞. Prema svojstvu 3) funkcĳe x 7→ d(x, y) slĳedi da je

lim
r→∞

∑
ai∈πj

d(xr, ai) = +∞,

sto je u suprotnosti s (4). Prema tome niz (xr) je omeđen te ima konvergentni podniz
(xrs) takav da je lim

s→∞
= x∗, odakle je

I0 = inf
x∈Rn

∑
ai∈πj

d(x, ai) = lim
s→∞

∑
ai∈πj

d(xrs , ai) =
∑
ai∈πj

d(x∗, ai),

odnosno problem (3) ima rješenje. Primĳetimo dodatno da ako je funkcĳe x 7→ d(x, y)
strogo konveksna oda problem (3) ima jedinstveno rješenje.

Ako je d kvazimetrička funkcĳa te πj ∈ Π klaster, onda odgovarajuće rješenje problema
(3) zovemo centar klastera te označavamo s cj = cj(πj).

Nadalje, ako na skupu svih particĳa P(A, k) skupa A sastavljenih od k klastera defini-
ramo kriterĳsku funkcĳu cilja F : P(A, k)→ R+,

F(Π) =
k∑
j=1

∑
ai∈πj

d(cj, ai), (5)

onda d-optimalnu particĳu Π? tražimo rješavanjem sljedećeg optimizacĳskog problema
F(Π?) = min

Π∈P(A,k)
F(Π). (6)

Primĳetite da na taj način optimalna particĳa Π? ima svojstvo da je suma “rasipanja”
(suma odstupanja) elemenata klastera oko svog centra minimalna. Na taj način nastojimo
postići što bolju unutrašnju kompaktnost i separiranost klastera.

Obrnuto, za dani skup centara c1, . . . , ck ∈ Rn, uz primjenu principa minimalnih uda-
ljenosti možemo definirati particĳu Π = {π1, . . . , πk} skupa A na sljedeći način:

πj = {a ∈ A : d(cj, a) ≤ d(cs, a), ∀s = 1, . . . , k}, j = 1, . . . , k, (7)
pri čemu treba voditi računa o tome da svaki element skupa A pripadne samo jednom
klasteru. Primĳetimo da smo (7) mogli napisati u sljedećem obliku

πj = {a ∈ A : cj = argmin
j′

d(cj′ , ai)}, j = 1, . . . , k.

Zato se problem traženja optimalne particĳe skupaAmože svesti na sljedeći optimizacĳski
problem

min
c1,...,ck∈Rn

F (c1, . . . , ck), F (c1, . . . , ck) =
m∑
i=1

min
j=1,...,k

d(cj, ai), (8)

gdje je F : Rnk → R+. Općenito, ova funkcĳa nĳe konveksna ni diferencĳabilna, a može
imati više lokalnih minimuma (Gan et al., 2007; Iyigun and Ben-Israel, 2010; Teboulle,
2007). Optimizacĳski problem (8) u literaturi se može naći pod nazivom k-median prob-
lem, a najčešće se rješava raznim metaheurističkim metodama (Domínguez and Muñoz,
2005) ili uz primjenu cjelobrojnog programiranja (Pan and Chen, 2007; Schöbel and
Scholz, 2010; Rodrígues-Chia et al., 2010). Pregled radova iz ovog područja do 2006.
godine može se vĳeti kod (Reese, 2006).
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2 Standardni k-means algoritam
Uz pretpostavku da smo na neki način dobro procĳenili početnu aproksimacĳu centara
klastera ili dobru početnu particĳu, niže navedenim algoritmom možemo dobiti particĳu
dosta blisku optimalnoj (Kogan, 2007; Teboulle, 2007). Algoritam ćemo napisati dovoljno
općenito uz korištenje kvazimetričke funkcĳe d : X×X → R+, gdje jeX prostor podataka.

(Standardni k-means algoritam)
Učitati m, k, skup A i izabrati početne centre c1, . . . , ck;
repeat
Postaviti πj = ∅, j = 1, . . . , k.

Separiranje
for i = 1 to m do
πj = πj ∪ ai
gdje je j = j∗(ai) = argmin

1≤j′≤k
d(cj′ , ai)

end for
Određivanje centara

for j = 1 to k do
cj = c(πj) := argmin

x∈Rn

∑
ai∈πj

d(x, ai)
end for

until convergence
Može se pokazati da primjena algoritma smanjuje vrĳednost kriterĳske funkcĳe F , ali

općenito ne dovodi do točke globalnog minimuma funkcĳe.

3 Primjeri centra i separatora za neke kvazimetričke
funkcĳe

Primjer 2. Funkcĳa d : R× R→ R+ zadana s

dLS(x, y) = (x− y)2.

je kvazimetrička funkcĳa, koju zovemo LS kvazimetrička funkcĳa. Prepostavimo da su
zadani podaci A = {ai : i = 1, . . . ,m} ⊆ R. Za LS kvazimetričku funkcĳu rĳešit ćemo
probleme separiranja i određivanje centara koji su pojavljuju u standardnom k-means al-
goritmu.

1) problem separiranja Neka su c1, c2, . . . , ck zadani centri takvi da je c1 ≤ c2 . . . ≤
ck. Treba odrediti klastere πj, j = 1, . . . , k takve da je

πj = {a ∈ A : dLS(cj, a) ≤ dLS(cs, a), ∀s = 1, . . . , k}, j = 1, . . . , k.

Kako su prema pretpostavci c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ ck za određivanje klastera πj dovoljno
je promatrati susjedne centre cj−1, cj i cj+1, j = 2, . . . , k − 1, odnosno u klasteru πj
nalazit će se oni elementi a ∈ A za koje je dLS(cj, a) ≤ dLS(cj−1, a) i dLS(cj, a) ≤
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dLS(cj+1, a), odakle lako slĳedi da je a ≥ cj−1+cj
2 i a ≤ cj+cj+1

2 . Prema tome separator
dva klastera πj i πj+1 je aritmetička sredina centara cj i cj+1. Pri tome treba paziti
da elementi na polovici intervala pripadnu točno jednom klasteru.

2) problem određivanja centra
Prepostavimo da je zadan klaster πj. Problem određivanja centra cj = c(πj) klastera
πj sastoji se od rjesavanja optimizacĳskog problema

cj = c(πj) = argmin
x∈R

∑
ai∈πj

dLS(x, ai) = argmin
x∈R

∑
ai∈πj

(x− ai)2,

odakle slĳedi da je cj = c(πj) = 1
|πj |

∑
ai∈πj ai.

Primjer 3. Funkcĳa d : R× R→ R+ zadana s

d1(x, y) = |x− y|.

je kvazimetrička funkcĳa, koja dodatno zadovoljava i svojstva simetričnosti i nejednakost
trokuta pa je ujedno i metrika. Ovu metriku zovemo L1 metrička funkcĳa. Prepostavimo
da su zadani podaci A = {ai : i = 1, . . . ,m} ⊆ R. Za L1 metričku funkcĳu rĳešit ćemo
probleme separiranja i određivanje centara.

1) problem separiranja Kako su prema pretpostavci c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ ck za određivanje
klastera πj dovoljno je promatrati susjedne centre cj−1, cj i cj+1, j = 2, . . . , k −
1, odnosno u klasteru πj nalazit će se oni elementi a ∈ A za koje je d1(cj, a) ≤
d1(cj−1, a) i d1(cj, a) ≤ d1(cj+1, a), odakle lako slĳedi da je a ≥ cj−1+cj

2 i a ≤ cj+cj+1
2 .

Prema tome separator dva klastera πj i πj+1 je aritmetička sredina centara cj i
cj+1. Pri tome treba paziti da elementi na polovici intervala pripadnu točno jednom
klasteru.

2) problem određivanja centra
Prepostavimo da je zadan klaster πj. Problem određivanja centra cj = c(πj) klastera
πj sastoji se od rjesavanja optimizacĳskog problema

cj = c(πj) = argmin
x∈R

∑
ai∈πj

d1(x, ai) = argmin
x∈R

∑
ai∈πj

|x− ai|,

odakle slĳedi da je cj = c(πj) = medai∈πj(ai).

Primjer 4. Prepostavimo da su zadani podaci A = {ai : i = 1, . . . ,m} ⊆ Rn te
kvazimetrička funkcĳu dLS : Rn × Rn → R+, zadana su dLS(x, y) = ‖x − y‖22. Nadalje
pretpostavimo da su zadani centri c1, . . . , ck ∈ Rn. Treba odrediti klastere πj, j = 1, . . . , k
tako da vrĳedi

πj = {a ∈ A : dLS(cj, a) ≤ dLS(cs, a), ∀s = 1, . . . , k}, j = 1, . . . , k.

Vrĳedi dLS(cj, a) ≤ dLS(cs, a) onda i samo onda ako je ‖cj−a‖22 ≤ ‖cs−a‖22, s = 1, . . . , k,
odnosno onda i samo onda ako je (cs−cj)Ta ≤ 1

2(‖cs‖
2
2−‖cj‖22), s = 1, . . . , k. Prema tome

separator između dva centra cj i cs je hiperravnina koja je okomita na spojnicu točaka cj
i cs te prolazi točkom 1

2(cj + cs).
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4 Bregmanove divergencĳe
Neka je φ : S → R strogo konveksna funkcĳa definirana na konveksnom skupu S ⊆ Rn,
takva da je φ diferencĳabilna na intS. Fukcĳu dφ : S × intS → [0,∞〉, zadanu formulom

dφ(x, y) = φ(x)− φ(y)− (∇φ(y))T (x− y),

zovemo Bregmanova diveregencĳa.
Zbog jednostavnosti pretpostavimo da je n = 1 te x, y ∈ R. Pretpostavimo da smo

u točki (y, φ(y)) povukli tangentu t na graf funkcĳe φ, čĳa je jednadžba zt(ξ) = φ(y) +
φ′(y)(ξ − y). Onda je

dφ(x, y) = φ(x)− zt(x) = φ(x)− φ(y)− φ′(y)(x− y).

Primjer 5. Ako je φ : R→ R zadana s φ(x) = x2, onda je

dφ(x, y) = x2 − y2 − 2y(x− y) = (x− y)2 = dLS.

Nĳe teško vidjeti da je Bregmanova divergencĳa kvazimetrička funkcĳa u smislu Defini-
cĳe 1.

Primjer 6. Pretpostavimo da je φ(x) = − ln x, odakle je dφ(x, y) = x
y
− ln x

y
− 1 =

dIS(x, y). Ovu Bregmanovu divergencĳu zovemo Itakura-Saito divergencĳa. Prepostavimo
da su zadani podaci A = {ai : i = 1, . . . ,m} ⊆ (0,∞). Za kvazimetričku funkcĳu dIS
rĳešit ćemo probleme separiranja i određivanje centara.

1) problem separiranja Kako su prema pretpostavci c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ ck za određivanje
klastera πj dovoljno je promatrati susjedne centre cj−1, cj i cj+1, j = 2, . . . , k − 1,
odnosno u klasteru πj nalazit će se oni elementi a ∈ A za koje je dIS(cj, a) ≤
dIS(cj−1, a) i dIS(cj, a) ≤ d1(cj+1, a). Bez smanjenja općenitosti možemo pret-
postaviti da je cj−1 < cj < cj+1. Odavde lako slĳedi da je a ≥ cj−cj−1

ln cj−ln cj−1
i

a ≤ cj+1−cj
ln cj+1−ln cj . Prema tome separator dva klastera πj i πj+1 je broj

cj+1 − cj
ln cj+1 − ln cj

.

2) problem određivanja centra Prepostavimo da je zadan klaster πj. Problem
određivanja centra cj = c(πj) klastera πj sastoji se od rješavanja optimizacĳskog
problema

cj = argminx∈R
∑
ai∈πj

dIS(x, ai) = argminx∈Rn
∑
ai∈πj

(
x

ai
− ln x

ai
− 1

)
.

Označimo s g(x) = ∑
ai∈πj

(
x
ai
− ln x

ai
− 1

)
. Deriviranjem slĳedi da je

g′(x) =
∑
ai∈πj

( 1
ai
− 1
x

)
,
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odakle slĳedi da je stacionarna točka funkcĳe g jednaka

x = |πj|∑
ai∈πj

1
ai

,

što je zbog konveksnosti funkcĳe g ujedno točka globalnog minimuma. Prema tome
centar klastera u smislu ove Bregmanove divergencĳa je harmonĳska sredina po-
dataka.

Primjer 7. Zadana je konveksna funkcĳa φ : Rn
+ → R formulom φ(x) = ∑n

i=1 x
(i) ln x(i),

odakle se lako dobiva odgovarajuća Bregmanova divergencĳa dφ(x, y) = ∑n
i=1 x

(i) ln x(i)

y(i) −∑n
i=1(x(i) − y(i)). Ova se divegencĳa obično naziva generalizirana I−divergencĳa. Ako su

c1, c2 zadani centri onda za skup svih a ∈ Rn
+ takvih da je dφ(c1, a) = dφ(c2, a) vrĳedi

n∑
i=1

c
(i)
1 ln c

(i)
1

a(i) −
n∑
i=1

c
(i)
1 =

n∑
i=1

c
(i)
2 ln c

(i)
2

a(i) −
n∑
i=1

c
(i)
2 . (9)

Prema tome separator u smislu ove kvazimetričke funkcĳe je ploha čĳa je jednadžba
zadana s (9). Za centre c1 = (1, 5) i c2 = (3, 1) odgovarajući separator u smislu ove
kvazimetričke funkcĳe prikazan je na Slici 1.

0 2 4 6 8 10

0

2

4

6

8

10

Figure 1: Separator u smislu generalizirane I-divergencĳe
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