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1 Problem grupiranja podataka-Klasteri

Razmatramo problem grupiranja elemenata nekog skupa A s m > 2 elemenata u disjunk-

tne podskupove my, ..., 1, 1 < k < m, takve da vrijedi
k
U?Ti:A, Wiﬂﬂ'j:@, Z?éj, mj::|7rj|21, jzl,...,k', (1)
i=1

na osnovi jednog ili vise obiljezja uz koristenje raznih kriterijskih funkcija cilja. Ras-
tave skupa A na podskupove 7, ..., koji zadovoljavaju (1) oznacavat ¢emo s II =
{m,...,m} 1 zvati particija skupa A, a skupove mq,...,m zvat ¢emo klasteri. Skup
svih particija skupa A sastavljenih od k klastera koje zadovoljavaju (1) oznacit ¢emo s
P(A, k). Nadalje, kad god budemo govorili o particiji skupa A, podrazumijevat ¢emo da
je ona sastavljena od podskupova skupa A, koji zadovoljavaju (1). Na taj naéin svjesno
smo iz razmatranja iskljucili particije, koje sadrzavaju prazan skup ili skup .A.

Moze se pokazati (Veljan, 2001) da je broj svih particija skupa A, koje zadovoljavaju
(1) jednak Stirlingovom broju druge vrste

Peak] =530 () 2)

Primjer 1. Broj svih particija skupa A odredenih s (1) specijalno za m = 10, 50,103, 10°
1k =2,3,5,8,10 iznosi

PAK)| k=2 k=3 k=5 k=8 k=10
m = 10 511 9330 42525 750 1
m = 50 10 102 10% 10 108

m = 103 10300 10476 10697 10898 10993
m = 106 10301 029 10477 120 10698 968 10903 085 10106

Iz navedenog primjera vidi se da trazenje optimalne particije opéenito nece biti moguce
provesti pretrazivanjem citavog skupa P(A, k). Odmah teba reéi da problem trazenja
optimalne particije spada u NP-teske probleme (vidi (Gan et al., 2007)) nekonveksne
optimizacije opcenito nediferencijabilne funkcije vise varijabli, koja najcesc¢e posjeduje
znacajan broj stacionarnih tocaka. U znanstvenoj i strucnoj literaturi ovaj problem cesto
nalazimo pod nazivom cluster analysis.

Namjera nam je na sto jednostavniji nac¢in pribliziti ovo znanstveno podrucje sto Sirem
krugu strucnjaka jer problem klasifikacije i rangiranja podataka u posljednje vrijeme
postaje sve interesantnije podrucje interesa raznim znanstvenicima i stru¢njacima, ali
takoder i donositeljima raznih odluka, primjerice u tijelima drzavne i lokalne adminis-
tracije.
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Postoji vise medunarodno poznatih i priznatih specijaliziranih ¢asopisa koji prate ovo
podrucje, primjerice: Clustering and Classification, Pattern Recognition, Journal of Clas-
sification, Journal of Machine Learning Research. Takoder, redovito se odrzavaju speci-
jalizirani znanstveni i stru¢ni skupovi s ovom problematikom, primjerice: SIAM Interna-
tional Conference on Data Mining, IEEE International Conference on Data Mining, ACM
SIGKDD International Conference on Knowledge Discovery and Data Mining, a na bro-
jnim medunarodnim pretraziva¢ima i bazama podataka postoji ogroman broj podataka
o ovom podrucju.

U novijoj znanstvenoj i strucnoj literaturi mogu se pronaci brojne primjene u poljopriv-
redi (primjerice, razvrstavanje oranica prema plodnosti zemljista), u biologiji (primjerice,
klsasifikacija kukaca u grupe), u medicini (Everitt et al., 2001; Littau, 2006), u prometu
(Iyigun, 2007), kod klasifikacije teksta i kompjuterskih pretrazivaca baza podataka (Ko-
gan et al., 2007; Su and Kogan, 2010), kod razumijevanja klimatskih kretanja i prob-
lema lokacije objekata (Divéki and Csanad, 2010; Gan et al., 2007), kod satne prognoze
potrosnje prirodnog plina i drugih energenata (Sabo et al., 2011). Takoder, ¢esto se po-
javljuju razne primjene u upravljanju (primjerice, rangiranje gradova i opéina za potrebe
financijske podrske) (Hudec and Vujosevié¢, 2010), u poslovanju (Everitt et al., 2001), u
drustvenim znanostima i psihologiji, kod definiranja izbornih sustava (Dhillon et al., 2004;
Kogan, 2007) itd.

Definicija 1. Neka je d: R” x R" — R, funkcija, koja zadovoljava svojstva
1) dlz,y) 20,2,y eR" i d(z,y)=0&z=y.
2) Za svaki y € R", funkcija z +— d(z,y) je konveksna na R".

3) Za svaki y € R™ vrijedi | llilm d(z,y) = +o0.

Funkciju d sa tim svojstvom zovemo kvazimetricka funkcija na R™.

Pretpostavimo da je zadana kvazimetricka funkcija d na R" x R" te da je m; € II
klaster. Promatrajmo sljede¢i minimizacijski problem

> d(z,a;) — min . (3)

n
aren; z€R

Pokazimo da problem (3) ima rjeSenje.
Kako je prema svojstvu 1) postoji

=1 ;) > 0.
Iy xlég” a;rj d(xz,a;) >0

Sukladno Zadatku 6 iz domace zadace, zbog neprekidnosti funkcije x — Y d(z, a;)
ai€7Tj

slijedi da postoji niz (x,.) € R", takav da je

lim > d(zy,a;) = Io. (4)
(lieﬂ'j
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Pokazimo da je niz (x,) omeden. Pretpostavimo suprotno, odnosno da je (z,) takav da
je Tli_)rgo |z,|| — oco. Prema svojstvu 3) funkcije x +— d(z,y) slijedi da je
lim Y d(z,,a;) = +o0,

r—00
a; €EM;

sto je u suprotnosti s (4). Prema tome niz (z,) je omeden te ima konvergentni podniz
(z,,) takav da je lim = 2*, odakle je
Iy=inf > d(z,a) = lim S d(w,,a;) = > d(z*,a),

n
zeR a¢€7rj ai€7Tj aiGTrj

odnosno problem (3) ima rjeSenje. Primijetimo dodatno da ako je funkcije x — d(z,y)
strogo konveksna oda problem (3) ima jedinstveno rjesenje.

Ako je d kvazimetricka funkcija te 7; € II klaster, onda odgovarajuce rjeSenje problema
(3) zovemo centar klastera te oznacavamo s ¢; = ¢;(m;).

Nadalje, ako na skupu svih particija P (A, k) skupa A sastavljenih od k klastera defini-
ramo kriterijsku funkciju cilja F : P(A, k) — R4,

k
F(I) =) d(cj, a;), (5)
j=la;€em;
onda d-optimalnu particiju II* trazimo rjesavanjem sljede¢eg optimizacijskog problema
F(II*) = in F(II). 6
(") = | nin (1) (6)

Primijetite da na taj nacin optimalna particija II* ima svojstvo da je suma “rasipanja”
(suma odstupanja) elemenata klastera oko svog centra minimalna. Na taj nacin nastojimo
posti¢i sto bolju unutrasnju kompaktnost i separiranost klastera.

Obrnuto, za dani skup centara ¢y, ..., ¢ € R", uz primjenu principa minimalnih uda-
ljenosti mozemo definirati particiju IT = {my, ..., 7} skupa A na sljedeéi nacin:
m;={a € A:d(cj,a) <d(cs,a), Vs =1,...,k}, j=1,...,k, (7)

pri ¢emu treba voditi racuna o tome da svaki element skupa A pripadne samo jednom
klasteru. Primijetimo da smo (7) mogli napisati u sljede¢em obliku

7, ={a € A:c; =argmind(cy, a;)}, j=1,... k.
j/

Zato se problem trazenja optimalne particije skupa A moze svesti na sljedeci optimizacijski
problem
min_ F(cy, ..., c), F(er,....c0) =Y min d(cj,a;), (8)

C1yeerChERT Pl e W
gdje je F': R"™ — R,. Opéenito, ova funkcija nije konveksna ni diferencijabilna, a moze
imati viSe lokalnih minimuma (Gan et al., 2007; Iyigun and Ben-Israel, 2010; Teboulle,
2007). Optimizacijski problem (8) u literaturi se moze naé¢i pod nazivom k-median prob-
lem, a najCesCe se rjesava raznim metaheuristickim metodama (Dominguez and Munoz,
2005) ili uz primjenu cjelobrojnog programiranja (Pan and Chen, 2007; Schébel and
Scholz, 2010; Rodrigues-Chia et al., 2010). Pregled radova iz ovog podrucja do 2006.

godine moze se vijeti kod (Reese, 2006).
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2 Standardni k-means algoritam

Uz pretpostavku da smo na neki nac¢in dobro procijenili pocetnu aproksimaciju centara

klastera ili dobru pocetnu particiju, nize navedenim algoritmom mozemo dobiti particiju

dosta blisku optimalnoj (Kogan, 2007; Teboulle, 2007). Algoritam ¢emo napisati dovoljno

op¢enito uz koristenje kvazimetricke funkcije d: X x X — R, , gdje je X prostor podataka.
(Standardni k-means algoritam)

Ucitati m, k, skup A i izabrati pocetne centre cq, ..., c;
repeat

Postaviti 7; =0, j =1,..., k.
Separiranje

for i =1 tom do
Ty = Tj Ua,
gdje je j = j*(a;) = argmind(cy, a;)
1<5'<k
end for
Odredivanje centara
for j =1to k do

¢j = c(m;) == argmin Y d(z,a;)
rERM aiGTl'j
end for

until convergence
Moze se pokazati da primjena algoritma smanjuje vrijednost kriterijske funkcije JF, ali
opc¢enito ne dovodi do tocke globalnog minimuma funkcije.

3 Primjeri centra i separatora za neke kvazimetricke
funkcije

Primjer 2. Funkcija d: R xR — R, zadana s

drs(z,y) = (z — 9)2-
je kvazimetricka funkcija, koju zovemo LS kvazimetricka funkcija. Prepostavimo da su
zadani podaci A = {a; : i =1,...,m} CR. Za LS kvazimetricku funkciju rijesit éemo
probleme separiranja © odredivanje centara koji su pojavljuju u standardnom k-means al-
goritmu.

1) problem separiranja Neka su ¢i,ca, ..., ¢, zadani centri takvi da je ¢ < cg... <
ck. Treba odrediti klastere m;, j = 1,...,k takve da je

mj={a€ A:drs(cj,a) <dps(cs,a), Vs =1,...,k}, j=1,... k.

Kako su prema pretpostavci ¢y < ¢y < ... < ¢ za odredivanje klastera m; dovoljno
je promatrati susjedne centre cj_1,¢j i cjy1, J = 2,...,k —1, odnosno u klasteru ;
nalazit ée se oni elementi a € A za koje je dps(cj,a) < dps(cj—1,a) i dps(cj,a) <
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drs(cii1,a), odakle lako slijedi da je a > =5 jq < 354 Prema tome separator
dva klastera m; i wj11 je aritmeticka sredina centara cj @ cj11. Pri tome treba paziti
da elementi na polovici intervala pripadnu tocno jednom klasteru.

2) problem odredivanja centra
Prepostavimo da je zadan klaster ;. Problem odredivanja centra ¢; = c(n;) klastera
m; sastoji se od rjesavanja optimizacijskog problema

¢; = c(m;) = argmin Y drs(z,q;) = argmin Y (z — ;)%

zeR a;€™; z€R a; Em;
odakle slijedi da je c; = c(m;) = \le| Dasen, Qi
Primjer 3. Funkcija d: R x R — R, zadana s

je kvazimetricka funkcija, koja dodatno zadovoljava i svojstva simetricnosti i nejednakost
trokuta pa je ujedno i metrika. Ovu metriku zovemo L, metricka funkcija. Prepostavimo
da su zadani podaci A = {a; : i =1,...,m} CR. Za Ly metricku funkciju rijesit éemo
probleme separiranja i odredivangje centara.

1) problem separiranja Kako su prema pretpostavcicy < co < ... < ¢ za odredivange
klastera m; dovoljno je promatrati susjedne centre c;_1,¢j @ Cj11, j = 2,...,k —
1, odnosno u klasteru m; nalazit ce se oni elementi a € A za koje je di(cj,a) <
di(cj_1,a) i di(cj,a) < di(cjy1,a), odakle lako slijedi da je a > “=L1% jq < SE5EL
Prema tome separator dva klastera m; @ w41 je aritmeticka sredina centara c; ¢
cjy1. Pritome treba paziti da elementi na polovici intervala pripadnu tocno jednom
Klasteru.

2) problem odredivanja centra
Prepostavimo da je zadan klaster w;. Problem odredivanja centra c; = c(m;) klastera

7; sastoji se od rjesavanja optimizacijskog problema

¢; = c(m;) = argmin Y di(x,a;) = argmin Y |z — a;l,

e a;ET; FAS a;E™;

odakle slijedi da je c; = c(m;) = medg,ex,(a;).

Primjer 4. Prepostavimo da su zadani podaci A = {a; : i = 1,...,m} C R" te
kvazimetricka funkciju dps : R™ x R® — R, zadana su dps(z,y) = ||z — y||3. Nadalje
pretpostavimo da su zadani centri ci,...,c, € R". Treba odrediti klastere m;, j =1,...,k

tako da vrijedi
m;={a € A:drs(cj,a) <dps(cs,a), Vs=1,... k}, ji=1,... k.

Vrijedi dps(c;,a) < dps(cs,a) onda i samo onda ako je ||c;—all3 < ||cs—all3, s=1,...,k,
odnosno onda i samo onda ako je (cs—c;)Ta < 3(|lcs|l3—l¢;l13), s =1,..., k. Prema tome
separator izmedu dva centra c; i cg je hiperravnina koja je okomita na spojnicu tocaka c;
i ¢, te prolazi tockom 3(c; + c;).



Poslijediplomski doktorski studij 6

4 Bregmanove divergencije

Neka je ¢ : S — R strogo konveksna funkcija definirana na konveksnom skupu S C R”,
takva da je ¢ diferencijabilna na intS. Fukciju d, : S x intS — [0, 00), zadanu formulom

dg(z,y) = d(x) — d(y) — (Vo ()" (x —y),

zovemo Bregmanova diveregencija.
Zbog jednostavnosti pretpostavimo da je n = 1 te x,y € R. Pretpostavimo da smo
u tocki (y, ¢(y)) povukli tangentu ¢ na graf funkcije ¢, ¢ija je jednadzba z(€) = ¢(y) +

¢'(y)(§ —y). Onda je
do(x,y) = d(x) — 2(x) = ¢(x) = d(y) — ¢ (y)(x — y).
Primjer 5. Ako je ¢ : R — R zadana s ¢(x) = z?%, onda je

dg(z,y) =2 —y* = 2y(z —y) = (z — y)* = dps.

Nije tesko vidjeti da je Bregmanova divergencija kvazimetricka funkcija u smislu Defini-
cije 1.
Primjer 6. Pretpostavimo da je ¢(x) = —Inz, odakle je dy(x,y) = c—Ini-1=
drs(z,y). Ovu Bregmanovu divergenciju zovemo ltakura-Saito divergencija. Prepostavimo

da su zadani podaci A = {a; : i = 1,...,m} C (0,00). Za kvazimetricku funkciju drs
rijesit cemo probleme separiranja i odredivanje centara.

1) problem separiranja Kako su prema pretpostavcic; < co < ... < ¢ za odredivanje
klastera m; dovoljno je promatrati susjedne centre cj_i,¢; @ Cjp1, j = 2,...,k =1,
odnosno u klasteru m; nalazit ée se oni elementi a € A za koje je dis(cj,a) <
drs(cj_1,a) @ dis(cj,a) < di(cji1,a). Bez smanjenja oplenitosti mozZemo pret-
postaviti da je cj_1 < ¢j < c¢jy1. Odavde lako slijedi da je a > ﬁ

q < —SH17G

< foeraThe - Prema tome separator dva klastera 7; i w1 je broj

Ci+1 = G
Incji1 —Ing

2) problem odredivanja centra Prepostavimo da je zadan klaster m;. Problem
odredivanja centra c¢; = c(m;) klastera m; sastoji se od rjesavanja optimizacijskog
problema

¢j = argmin, g Z drs(®,a;) = argmin,cpn Z (m P 1) )

A€M a;€m; 7 a;
Oznacimo s g(x) = Yqen, (a% —In7 - 1). Deriviranjem slijedi da je
1 1
)
g@) =2 (7
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odakle slijedi da je stacionarna tocka funkcije g jednaka

|51
9
Za¢€7rj alz

sto je zbog konveksnosti funkcije g ujedno tocka globalnog minimuma. Prema tome
centar klastera u smislu ove Bregmanove divergencija je harmonijska sredina po-
dataka.

Tr =

Primjer 7. Zadana je konveksna funkcija ¢ : R, — R formulom ¢(x) = 37, 2@ Inz®,
2
. . o)
S (2% — y@). Ova se divegencija obicno naziva generalizirana I—divergencija. Ako su
c1, ¢ zadani centri onda za skup svih a € R takvih da je dy(c1, a) = dg(ce, a) vrijedi

odakle se lako dobiva odgovarajuca Bregmanova divergencija dy(z,y) = >, 2@ In

no () no n
Z cgl) In i) — Z cgz) = Z cg) In
i=1 i=1 i=1

ali

i) n

(
G (i)
CL(Z) ; CQ . (9)

Prema tome separator u smislu ove kvazimetricke funkcije je ploha cija je jednadzba
zadana s (9). Za centre ¢y = (1,5) i co = (3,1) odgovarajuci separator u smislu ove
kvazimetricke funkcije prikazan je na Slici 1.

10+

ok

L L L L =
2 4 6 8 10

Figure 1: Separator u smislu generalizirane I-divergencije
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