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1 Problem mjerenja
Zadani su podaci mjerenja y1, y2, . . . , ym ∈ R.
y = (y1, y2, . . . , ym)T – vektor podataka
Tražimo vektor a = (λ, . . . , λ)T tako da d(y, a) = ‖y − a‖ bude minimalno.

1.1 Najbolja l2 aproksimacĳa mjerenja

d2(y, a) = ‖y − a‖2 =
√√√√ m∑
i=1

(yi − λ)2 =: G(λ)→ min
λ

(1)

Buduci da vrĳedi

λ∗ = argmin
λ∈R

G(λ) ⇔ λ∗ = argmin
λ∈R

G2(λ),

onda u cilju traženja λ∗ ∈ R, koji je rješenje od (11), možemo minimizirati

‖y − a‖22 =
m∑
i=1

(yi − λ)2 → min
α
.

(Metoda najmanjih kvadrata – Least Squares Method)

λ∗ = 1
m

m∑
i=1

yi =: ȳ (aritmetička sredina) (2)

Dakle, vrĳedi
m∑
i=1

(yi − λ)2 ≥
m∑
i=1

(yi − ȳ)2 ∀λ ∈ R. (3)

Zadatak 1. Nacrtati odgovarajuće slike podataka i minimizirajuće funkcĳe.
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1.2 Najbolja l1 aproksimacĳa mjerenja
Minimizirajući sumu apsolutnih odstupanja (metoda najmanjih apsolutnih odstu-
panja – Least Absolute Deviations Method)

d1(y, a) = ‖y − a‖1 =
m∑
i=1
|yi − λ| → min

λ

dobivamo
λ∗ = med(y) (medĳan podataka). (4)

Rejesavanje ovog problema u literaturi se zove (obični medĳan problem). Vrĳedi
m∑
i=1
|yi − λ| ≥

m∑
i=1
|yi −med(y)| ∀λ ∈ R. (5)

Zadatak 2. Nacrtati odgovarajuće slike podataka i minimizirajuće funkcĳe.

1.3 Najbolja l∞ aproksimacĳa mjerenja
Minimizirajući maksimalno apsolutno odstupanje (Minimax problem)

d∞(y, a) = ‖y − a‖∞ = max
i=1,m

|yi − λ| → min
λ

dobivamo
λ∗ = ymin + ymax

2 . (6)

Dakle, vrĳedi

max
i=1,m

|yi − λ| ≥ max
i=1,m

|yi −
ymin + ymax

2 | ∀λ ∈ R. (7)

Zadatak 3. Nacrtati odgovarajuće slike podataka i minimizirajuće funkcĳe.

Zadatak 4. Zadani su podaci mjerenja y1, . . . , ym ∈ R. Treba odrediti centre c1, c2 ∈ R
tako da bude

f(c1, c2) =
m∑
i=1

min{d(yi, c1), d(yi, c2)} → min
c1,c2∈R

.

U literaturi ovaj problem se nalazi pod imenom 2-medĳan (2-centar) problem. Za sluča-
jno izabrane podatke grafički ilustrirajte problem, a rješenje potražite nekim gotovim pro-
gramom. Za različite razdaljinske funkcĳe d : R × R → R+ analizirajte svojstva mini-
mizirajuće funkcĳe f . Definirajte k-medĳan problem za k ≤ m. Što je rješenje u slučaju
k = m ?

1.4 Najbolja lp, p ≥ 1 aproksimacĳa mjerenja

dp(y, a) = ‖y − a‖p =
(

m∑
i=1
|yi − λ|p

) 1
p

→ min
λ
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1.5 Najbolja težinska aproksimacĳa mjerenja
Zadani su podaci (wi, yi), i = 1, . . . ,m, gdje su wi > 0 težine podataka.

Težinske norme:

‖x‖1 =
m∑
i=1

wi|xi|, ‖x‖2 =
√√√√ m∑
i=1

wix2
i , ‖x‖∞ = max

i,m
wi|xi|, ‖x‖p =

(
m∑
i=1

wi|xi|p
) 1
p

Za vježbe: osjetljivost (robusnost) pojedinih normi.

1.5.1 Najbolja težinska l2 aproksimacĳa mjerenja

Kako je

argmin
λ∈R

√√√√ m∑
i=1

wi(yi − λ)2 = argmin
λ∈R

m∑
i=1

wi(yi − λ)2,

lako dobivamo

λ∗ = ȳ = 1
W

m∑
i=1

wiyi, W =
m∑
i=1

wi (težinska aritmetička sredina). (8)

Primĳetimo također da, slično kao u (3), vrĳedi
m∑
i=1

wi(yi − λ)2 ≥
m∑
i=1

wi(yi − ȳ)2 ∀λ ∈ R.

1.5.2 Najbolja težinska l1 aproksimacĳa mjerenja

Minimizirajući sumu težinskih apsolutnih odstupanja
m∑
i=1

wi|yi − λ| → min
λ
,

dobivamo težinski medĳan podataka

λ∗ = med(wi, yi). (9)

U literaturi ovo se obicno naziva težinski medĳan problem. Primĳetimo također da, slično
kao u (3), vrĳedi

m∑
i=1

wi|yi − λ| ≥
m∑
i=1

wi|yi −med(wi, yi)| ∀λ ∈ R.
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2 Fermat – Torricelli – Weberov problem

2.1 Tri točke u ravnini
2.1.1 Centroid

Neka su A1, A2, A3 ∈ R2 tri nekolinearne točke u ravnini. Točka C ∈ R2, za koju je
suma kvadrata euklidskih udaljenosti do vrhova trokuta minimalna zove se centroid ili
Steinerova točka (povezano s pojmom centra masa u fizici). Naka je

A1 = (x1, y1), A2 = (x2, y2), A3 = (x3, y3).
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Tada je centroid C = (xc, yc) točka za koju se postiže minimum

3∑
i=1

d2
2(T,Ai)→ min

T∈R2
, tj.

3∑
i=1

[(x− xi)2 + (y − yi)2]→ min
(x,y)∈R2

odakle dobivamo: xc = 1
3

3∑
i=1

xi, yc = 1
3

3∑
i=1

yi.

2.1.2 Median

Točka M = (xM , yM) za koju se postiže minimum

3∑
i=1

d1(T,Ai)→ min
T∈R2

, tj.
3∑
i=1

(|x− xi|+ |y − yi|)→ min
(x,y)∈R2

naziva se medĳan točaka A1, A2, A3 ∈ R2. Lako dobivamo

M = (xM , yM), xM = medxi, yM = med yi.

2.1.3 Geometrĳski median

Točka GM = (xGM , yGM) za koju se postiže minimum

3∑
i=1

d2(T,Ai)→ min
T∈R2

, tj.
3∑
i=1

√
(x− xi)2 + (y − yi)2 → min

(x,y)∈R2
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naziva se geometrĳski medĳan točaka A1, A2, A3 ∈ R2 i ne može se eksplicitno izraziti.

C :
3∑
i=1

d2
2(Ai, T (x, y))→ min

x,y
M :

3∑
i=1

d2(Ai, T (x, y))→ min
x,y

Geometrĳski medĳan M = (xGM , yGM) može se dobiti geometrĳskim konstrukcĳama
na dva načina:

• kao sjecište Torricellĳevih kružnica;

• kao sjecište Simpsonovih pravaca.

Slika 1: Sliku izradile: D. Jankov, S. Sušić

2.2 Problem n točaka u ravnini s odgovarajućim težinama
Zadan je skup točaka Ti = (xi, yi), i = 1, . . . ,m, m ≥ 2 u ravnini s odgovarajućim
težinama wi > 0.

2.2.1 Centroid

Točku C ∈ R2 takva da suma kvadrata težinskih euklidskih udaljenosti točaka Ti do nje
bude minimalna,

m∑
i=1

wid
2
2(T, Ti)→ min

T∈R2
, tj.

m∑
i=1

wi
(
(x− xi)2 + (y − yi)2

)
→ min

(x,y)∈R2
(10)
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zovemo težinski centroid točaka Ti, i = 1, . . . ,m u ravnini. Fizikalno, tocka C pred-
stavlja centar masa, tj. težište diskretnog tĳela sastavljeno od materĳalnih točaka Ti s
težinama wi. Primjenom Zadatka 7 lako se može vidjeti da je C = (x̄, ȳ), gdje je

x̄ = 1
W

m∑
i=1

wixi, ȳ = 1
W

m∑
i=1

wiyi, W =
m∑
i=1

wi.

2.2.2 Median

Treba odrediti točku M ∈ R2 tako da suma težinskih l1 udaljenosti točaka Ti do točke M
bude minimalna, tj.

M = argmin
T∈R2

m∑
i=1

wid1(T, Ti), tj.
m∑
i=1

wi(|x− xi|+ |y − yi|)→ min
(x,y)∈R2

(11)

Točka M = (xM , yM) s navedenim svojstvo naziva se težinski medĳan točaka Ti, i =
1, . . . ,m u ravnini. Primjenom Zadatka 8 može se dobiti

xM = med
i=1,...,m

(wi, xi), yM = med
i=1,...,m

(wi, yi)

2.2.3 Geometrĳski median

Točku GM ∈ R2 takvu da suma težinskih euklidskih udaljenosti točaka Ti do nje bude
minimalna,

GM = argmin
T∈R2

m∑
i=1

wid2(T, Ti), tj. F (x, y) =
m∑
i=1

wi
√

(x− xi)2 + (y − yi)2 → min
(x,y)∈R2

(12)
zovemo težinski geometrĳski median točaka Ti, i = 1, . . . ,m u ravnini i ne može se
eksplicitno izraziti.

2.2.4 Weiszfeldov algoritam za traženje geometrĳskog mediana

Stacionarne točke funkcionala F iz (12) određene su s ∂F
∂x

= ∂F
∂y

= 0, iz čega dobivamo
sustav

m∑
i=1

wi
x− xi√

(x− xi)2 + (y − yi)2
= 0,

m∑
i=1

wi
y − yi√

(x− xi)2 + (y − yi)2
= 0, (13)

koji možemo zapisati u obliku

x = ϕ(x, y), y = ψ(x, y), (14)

ϕ(x, y) =

m∑
i=1

wi
xi√

(x−xi)2+(y−yi)2

m∑
i=1

wi
1√

(x−xi)2+(y−yi)2

, ψ(x, y) =

m∑
i=1

wi
yi√

(x−xi)2+(y−yi)2

m∑
i=1

wi
1√

(x−xi)2+(y−yi)2

. (15)
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Izaberemo početnu aproksimacĳu (x0, y0) ∈ R2. Sljedeći iterativni proces, koji se zasniva
na metodi jednostavnih iteracĳa, naziva se Weiszfeldov algoritam.

xk+1 = ϕ(xk, yk), yk+1 = ϕ(xk, yk), k = 0, 1, . . . , (16)

što možemo pisati

xk+1 = ϕ(xk, yk) =
m∑
i=1

ωi(xk, yk)xi, yk+1 = ψ(xk, yk) =
m∑
i=1

ωi(xk, yk)yi

ωi(x, y) =
wi√

(x−xi)2+(y−yi)2

m∑
s=1

ws
1√

(x−xs)2+(y−ys)2

, i = 1, . . . ,m.

Lako se moze vidjeti da za proizvoljne x, y ∈ R vrĳedi

0 < ωi(x, y) < 1,
m∑
i=1

ωi(x, y) = 1.

2.3 Problem m točaka u Rn s odgovarajućim težinama
Neka je zadan skup vektora A = {ai = (ai1, . . . , ain)T ∈ Rn : i = 1, . . . ,m} ⊂ Rn s
odgovarajućim težinama wi > 0.

2.3.1 Centroid

Zbog konveksnosti funkcĳe F2 iz Zatatka 5 postoji vektor c∗ ∈ Rn, takav da je

c∗ = argmin
x∈Rn

F2(x), F2(x) =
m∑
i=1

wi‖x− ai‖22. (17)

Vektor c∗ zovemo težinski centroid skupa vektora A ⊂ Rn, a dobĳe se iz

∂F2

∂x
= 2

m∑
i=1

wi(x− ai) = 0.

c∗ = 1
W

m∑
i=1

wia
i, W =

m∑
i=1

wi. (18)

2.3.2 Median

Zbog konveksnosti funkcĳe F1 iz Zatatka 5 postoji vektor c∗ ∈ Rn, takav da je

c∗ = argmin
x∈Rn

F1(x), F1(x) =
m∑
i=1

wi‖x− ai‖1. (19)
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Vektor c∗ zovemo težinski median skupa vektora A ⊂ Rn. Vrĳedi

c∗ =
(

med
j=1,...,m

(wj, aj1), . . . , med
j=1,...,m

(wj, ajn)
)T

. (20)

Dokaz formule (20) provest ćemo na osnovi t. 1.5.2 i Zadatka 8

min
x∈Rn

m∑
i=1

wi‖x− ai‖1 = min
x∈Rn

m∑
i=1

wi

(
n∑
k=1
|xk − aik|

)

= min
x∈Rn

n∑
k=1

(
m∑
i=1

wi|xk − aik|
)

=
n∑
k=1

min
xk∈R

m∑
i=1

wi|xk − aik|

=
n∑
k=1

m∑
i=1

wi| med
j=1,...,m

(wj, ajk)− aik| =
m∑
i=1

n∑
k=1

wi| med
j=1,...,m

(wj, ajk)− aik|

=
m∑
i=1

wi‖c∗ − ai‖1.

2.3.3 Geometrĳski median

Zbog konveksnosti funkcĳe F iz Zatatka 5 postoji vektor c∗ ∈ Rn, takav da je

c∗ = argmin
x∈Rn

F (x), F (x) =
m∑
i=1

wi‖x− ai‖2. (21)

Vektor c∗ zovemo težinski geometrĳski median skupa vektora A ⊂ Rn i ne može se
eksplicitno izraziti.

2.3.4 Weiszfeldov algoritam za traženje geometrĳskog mediana

Stacionarne točke funkcionala F iz (21) poopćenjem formula (13) određene su s

gradF (x) =
m∑
i=1

wi‖x− ai‖−1(x− ai) = 0, (22)

što možemo zapisati u obliku

x =

m∑
i=1

wi‖x− ai‖−1ai

m∑
j=1

wj‖x− aj‖−1
,

odnosno
x =

m∑
i=1

ωi(x)ai, ωi(x) = wi‖x− ai‖−1

m∑
j=1

wj‖x− aj‖−1
(23)

Očigledno za svaki x ∈ Rn vrĳedi

0 < ωi(x) < 1,
m∑
i=1

ωi(x) = 1. (24)
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Izaberemo početnu aproksimacĳu x0 ∈ Rn. Sljedeći iterativni proces, koji se zasniva
na metodi jednostavnih iteracĳa, naziva se Weiszfeldov algoritam.

xk+1 =
m∑
i=1

ωi(xk)ai, k = 0, 1, . . . (25)

2.4 Zadaci
Zadatak 5. Pokažite da su funkcĳa,

(i) F2 : Rn → R, F2(x) =
m∑
i=1

wi‖x− ai‖22,

(ii) F1 : Rn → R, F1(x) =
m∑
i=1

wi‖x− ai‖1,

(iii) F : Rn → R, F (x) =
m∑
i=1

wi‖x− ai‖2,

konveksne. Jesu li sve ove funkcĳe strogo konveksne ?

Zadatak 6. Definirajte pojmove analogne centroidu i geometrĳskom medĳanu, tako da
umjesto minimizacĳe “sume udaljenosti" minimizirate “maksimalna udaljenost". Ovaj
problem u literaturi se obično naziva problem centra. Izradite odgovarajuce ilustracĳe.

Zadatak 7. Ako su ϕi ∈ C2(R), i = 1, . . . , n konveksne dvostruko neprekidno diferenci-
jabilne funkcĳe za koje je

ĉi = argmin
x∈R

ϕi(x), i = 1, . . . , n,

pokažite da je tada i funkcĳa f : Rn → R,

f(x1, . . . , xn) = ϕ1(x1) + · · ·+ ϕn(xn),

konveksna dvostruko neprekidno diferencĳabilne funkcĳa za koju vrĳedi

argmin
xn∈Rn

f(x) = (ĉ1, . . . , ĉn)T .

Vrĳedi li obrat ? Primjerice, ako je f : Rn → R konveksna dvostruko neprekidno diferen-
cĳabilne funkcĳa i ako je f(x1, x2) = ϕ1(x1)+ϕ2(x2), moraju li tada i funkcĳe ϕ1, ϕ2 biti
konveksna dvostruko neprekidne diferencĳabilne funkcĳe. Izradite odgovarajuće primjere.

Zadatak 8. Ako su ϕi ∈ C(R), i = 1, . . . , n konveksne nediferencĳabilne funkcĳe za koje
je

ĉi = argmin
x∈R

ϕi(x), i = 1, . . . , n,
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pokažite da je tada i funkcĳa f : Rn → R,

f(x1, . . . , xn) = ϕ1(x1) + · · ·+ ϕn(xn),

konveksna funkcĳa za koju vrĳedi

argmin
xn∈Rn

f(x) = (ĉ1, . . . , ĉn)T .

Vrĳedi li obrat ? Primjerice, ako je f : Rn → R konveksna (pa onda i neprekidna) nedifer-
encĳabilna funkcĳa i ako je f(x1, x2) = ϕ1(x1) + ϕ2(x2), moraju li tada i funkcĳe ϕ1, ϕ2

biti konveksne (pa onda i neprekidne) funkcĳe. Izradite odgovarajuće primjere.

Zadatak 9. Na osnovi t. 1.5.1 i Zadatka 7, pokažite da se minimum funkcionala F2,
zadanog sa (17) postiže u točki c∗, zadanoj s (18).

Zadatak 10. Zadan je skup realnih brojeva y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ ym s odgovarajućim težinama
wi > 0, takvim da je

m∑
i=1

wi = 1. Pokažite da tada vrĳedi

y1 ≤
m∑
i=1

wiyi ≤ ym.

3 Klasteri: grupiranje (segmentiranje) podataka u
skupine

3.1 Klasteri u R: Least Square princip
Neka je A = {a1, . . . , am} ⊂ R skup realnih brojeva. Partitivni skup skupa A je familĳa
svih njegovih podskupova. Uobičajena oznaka je P(A).

Rastav skupa A na disjunktne podskupove π1, π2, takve da vrĳedi

π1 ∪ π2 = A, π1 ∩ π2 = ∅, m1 = |π1| ≥ 1, m2 = |π2| ≥ 1. (26)

označit ćemo s Π(A) = {π1, π2} i zvati particĳa skupa A. Skupove π1, π2 zvat ćemo
klasteri. Skup svih particĳa skupa A sastavljenih od 2 klastera koje zadovoljavaju (26)
označit ćemo s P(A, k). Broj svih ovakvih particĳa je

N(m, 2) = 1
2(2m − 2). (27)

Primjedba 1. Ovaj problem spada u grupu tzv. NP-teških problema. Primjerice ako je
m = 50, onda je sukladno (34) moguće načiniti 1

2(2
50− 2) ≈ 563 000 000 000 000 različitih

particĳa.
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Za podskupove π1, π2 odredimo centroide c1, c2 tako da suma kvadrata udaljenosti svih
ai ∈ π1 do c1, odnosno suma kvadrata udaljenosti svih aj ∈ π2 do c2, bude minimalna

min
x∈R

∑
ai∈π1

(ai − x)2 ⇒ c1 = 1
m1

∑
ai∈π1

ai,

min
x∈R

∑
ai∈π2

(ai − x)2 ⇒ c2 = 1
m2

∑
ai∈π2

ai.

Mjeru kvalitete particĳe Π = {π1, π2} s centroidima c1, c2 definirat ćemo funkcĳom
F : P(A, 2)→ R+

F (Π) =
∑
ai∈π1

(ai − c1)2 +
∑
ai∈π2

(ai − c)2, (28)

koji predstavlja zbroj sume kvadrata udaljenosti svih točaka klastera π1 do centroida c1
i sume kvadrata udaljenosti svih točaka klastera π2 do centroida c2.

Nakon što smo odredili sve particĳe Π skupa A, koje zadovoljavaju (26) i izračunali
vrĳednosti odgovarajuće funkcĳe cilja F (Π), među njima potražit ćemo onu particĳu
za koju funkcĳa F prima najmanju vrĳednost. Tada kažemo da smo pronašli najbolju
(optimalnu) particĳu skupa A u smislu kriterĳa (28)

Primjer 1. Treba pronaći sve particĳe skupa A = {1, 3, 4, 8}, koje zadovoljavaju (26),
odrediti pripadne centroide i vrĳednosti funkcĳe cilja F .

π1 π2 c1 c2 F (Π) G(Π)
{1} {3, 4, 8} 1 5 0 + 14 = 14 9 + 3 = 12
{3} {1, 4, 8} 3 13/3 0 + 74/3 = 24.67 1 + 1/3 = 1.33
{4} {1, 3, 8} 4 4 0 + 26 = 26 0 + 0 = 0
{8} {1, 3, 4} 8 8/3 0 + 14/3 = 4.67 16 + 16/3 = 21.33
{1, 3} {4, 8} 2 6 2 + 8 = 10 8 + 8 = 16
{1, 4} {3, 8} 5/2 11/2 9/2 + 25/2 = 17 9/2 + 9/2 = 9
{1, 8} {3, 4} 9/2 7/2 49/2 + 1/2 = 25 1/2 + 1/2 = 1

Obrnuto, za dane centre c1, c2 ∈ R, primjenom principa minimalnih udaljenosti
možemo definirati particĳu Π = {π1, π2} skupa A na sljedeći način:

π1 = {ai ∈ A : d(ai, c1) ≤ d(ai, c2)},
π2 = {ai ∈ A : d(ai, c2) < d(ai, c1)},

pri čemu treba voditi računa da svaki element skupa A pridružimo samo jednom klasteru.
Zato se problem traženja optimalne particĳe skupa A može razmatrati kao sljedeći opti-
mizacĳski problem

min
c1,c2∈R

Φ(c1, c2), Φ(c1, c2) =
m∑
i=1

min{d(c1, ai), d(c2, ai)}, (29)
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gdje je Φ: R× R → R+. Općenito, ovaj funkcional nĳe ni diferencĳabilan, ni konveksan
i može imati više lokalnih minimuma. Optimizacĳski problem (29) u literaturi se može
naći pod nazivom k-median problem i najčešće se rješava raznim metaheurističkim
metodama (Domínguez and Muñoz, 2005) ili primjenom cjelobrojnog programiranja (Pan
and Chen, 2007; Schöbel and Scholz, 2010; Rodrígues-Chia et al., 2010). Pregled radova
iz ovog područja do 2006. godine može se vidjeti u (Reese, 2006).

3.1.1 Standardni k-means algorithm

Algoritam 1. Step 1: Izaberi početnu particĳu klastera Π = {π1, π2}, izračunaj cen-
troide c1, c2 i početnu vrĳednost funkcĳe cilja F0 = F (Π);

Step 2: Formiraj novu particĳu V = {ν1, ν2} s novim klasterima definiranim s

ν1 = {ai ∈ A : d(ai, c1) ≤ d(ai, c2)},
ν2 = {ai ∈ A : d(ai, c2) < d(ai, c1)},

njihove centroide ζ1, ζ2 i vrĳednost funkcĳe cilja F1 = F (V);

Step 3: Ako je F1 < F0, stavi c1 = ζ1; c2 = ζ2; F0 = F1 i prĳeđi na Step 2;
U protivnom STOP.

Primjedba 2. Primĳetite da se u Step 2 novi klasteri ν1, ν2 geometrĳski mogu odrediti
tako da odredimo polovište c̄ = c1+c2

2 spojnice centroida. Tada svi elementi lĳevo od
polovišta c̄ pripadaju novom klasteru ν1, a svi elementi desno od polovišta c̄ pripadaju
novom klasteru ν2.

Primjer 2. A = {1, 2, 6, 7, 9}, k = 2, Π0 = {{1, 2, 6}, {7, 9}}.

R.br. Klasteri Centroidi Funkcĳa cilja
1 {1, 2, 6} {7, 9} 3 8 16
2 {1, 2} {6, 7, 9} 3

2
22
3

31
6 ≈ 5.167

Primjer 3. A = {0, 2, 3}, k = 2, Π0 = {{0, 2}, {3}}.

R.br. Klasteri Centroidi Funkcĳa cilja
1 {0, 2} {3} 1 3 2
1 {0, 2} {3} 1 3 2

Ovo je primjer koji pokazuje da standardni k-means algoritam ne daje optimalno rješenje.
Bolja particĳa je Π1 = {{0}, {2, 3}} jer je F (Π1) = 0.25.

12



3.1.2 Princip maksimalne kvadratne udaljenosti centara klastera

Neka su c1, c2 centri klastera π1, π2. Tada za svaki x ∈ R vrĳedi∑
ai∈πj

(ai − x)2 =
∑
ai∈πj

(ai − cj)2 +mj(cj − x)2, j = 1, 2. (30)

∑
ai∈π1

(ai − x)2 =
∑
ai∈π1

((ai − cj) + (c1 − x))2

=
∑
ai∈π1

(ai − c1)2 +mj(c1 − x)2,

jer je
∑
ai∈π1

(ai − c1)(c1 − x) = (c1 − x)
∑
ai∈π1

(ai − c1) = 0.

Ako u (30) umjesto x stavimo c = 1
m

m∑
i=1

ai i zbrojimo obje jednakosti, dobivamo

∑
ai∈π1

(ai − c)2 +
∑
ai∈π2

(ai − c)2 =
∑
ai∈π1

(ai − c1)2 +
∑
ai∈π2

(ai − c2)2 +m1(c1 − c)2 +m2(c2 − c)2

odnosno
m∑
i=1

(ai − c)2 = F (Π) +G(Π), (31)

G(Π) = m1(c1 − c)2 +m2(c2 − c)2.

Primjedba 3. Ako su ϕ, ψ ∈ C2(R), takve funkcĳe za koje vrĳedi ϕ(x) + ψ(x) = const,
onda

x0 ∈ R, ϕ′(x0) = 0 & ϕ′′(x0) > 0 ⇒ ψ′(x0) = 0 & ψ′′(x0) < 0
min
x∈R

ϕ(x) = ϕ(x0) ⇒ max
x∈R

ψ(x) = ψ(x0),

Teorem 1. Uz prethodne oznake vrĳedi:

argmin
Π∈P(A,2)

F (Π) = argmax
Π∈P(A,2)

G(Π).

To znači da u cilju pronalaženja optimalne LS particĳe, umjesto minimizacĳe funkcĳe
(28) možemo maksimizirati funkcĳu (vidi Primjer 1)

G(Π) = m1(c1 − c)2 +m2(c2 − c)2 (32)
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3.1.3 Problem k klastera u R

Neka je A = {a1, . . . , am} ⊂ R skup realnih brojeva. Partitivni skup skupa A je familĳa
svih njegovih podskupova. Uobičajena oznaka je P(A).

Rastav skupa A na disjunktne podskupove π1, . . . , πk, 1 ≤ k ≤ m, takve da vrĳedi
k⋃
i=1

πi = A, πi
⋂
πj = ∅, i 6= j, mj := |πj| ≥ 1, j = 1, . . . , k, (33)

označit ćemo s Π(A) = {π1, . . . , πk} i zvati particĳa skupa A. Skupove π1, . . . , πk zvat
ćemo klasteri. Skup svih particĳa skupa A sastavljenih od k klastera koje zadovoljavaju
(33) označit ćemo s P(A, k).

Zadatak 11. Općenito, broj elemenata partitivnog skupa, skupa A od m elemenata jednak
je 2m. Pokažite da je broj svih particĳa skupa A, koji zadovoljavaju (33) jednak

|P(A, k)| = 1
k!

k∑
j=1

(−1)k−j
(
k

j

)
jm. (34)

Izračunajte broj svih particĳa skupa A određenih s (33) specĳalno za m = 10, 50, 100, 1000
i k = 2, 3, 5, 8, 10.

|Ψ(S, k)| k = 2 k = 3 k = 5 k = 8 k = 10
m = 10 511 9330 42525 750 1
m = 50 1015 1023 1033 1040 1043

m = 103 10300 10476 10697 10898 10993

m = 106 10301 029 10477 120 10698 968 10903 085 10106

Na skupu svih particĳa P(A, k) skupa A sastavljenih od k klastera definiramo kriter-
ĳsku funkcĳu cilja

F : P(A, k)→ R+, F (Π) =
k∑
j=1

f(πj), Π = {π1, . . . , πk}. (35)

Definicĳa 1. Kažemo da je particĳa Π(o) optimalna u smislu kvadrata l2 norme ili u
smislu najmanjih kvadrata1 onda ako vrĳedi

F (Π(o)) = min
Π∈P(A,k)

F (Π), (36)

gdje je funkcĳa cilja F definirana s (35), pri čemu je f definirana s

cj = argmin
α

∑
ai∈πj

(ai − α)2 = 1
|πj|

∑
ai∈πj

ai, f(πj) =
∑
ai∈πj

(ai − cj)2. (37)

1Varianzkriterium, Least Squares
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Algoritam 2. Standardni k-means algoritam

Step 1: Učitati m, k, skup A = {a1, . . . , am} i izabrati početnu paricĳu Π = {π1, . . . , πk}
Izračunati centre c1, . . . , ck klastera π1, . . . , πk i početnu vrĳednost funkcĳe cilja
F0 = F (Π);

Step 2: Formirati novu particĳu V = {ν1, . . . , νk} s novim klasterima definiranim s

νj = {ai ∈ A : d(ai, cj) ≤ d(ai, cs), s = 1, . . . , k}, j = 1, . . . , k,

njihove centroide ζ1, . . . , ζk i novu vrĳednost funkcĳe cilja F1 = F (V);

Step 3: Ako je F1 < F0, stavi cj = ζj; j = 1, . . . , k; F0 = F1 i prĳeđi na Step 2;
U protivnom STOP.

Primjer 4. Primĳenite standardni k-means algorithm uz Least Squares kriterĳ, A =
{−7,−5,−4, 4, 5, 7}, k = 3

R.br. Klasteri Centroidi Funkcĳa cilja
1 {−7,−5} {−4, 4} {5, 7} −6 0 6 36
2 {−7,−5,−4} ∅ {4, 5, 7} −16

3
16
3

188
9 ≈ 20

Ovaj primjer pokazuje da standardni k-means algoritam može smanjiti broj klastera.
Primĳenite l1-kriterĳ u ovom slučaju.

Zadatak 12. Zadan je skup A = {ai ∈ R : i = 1, . . . ,m}. Definirajte princip maksi-
malnih kvadratne udaljenosti centara klastera u cilju dobivanja optimalne particĳe Πo s
klasterima = πo1, . . . , π

o
k, koji zadovoljavaju (33).

Primjer 5. Vektor kome svaka komponenta predstavlja broj bodova nekog studenta postignu-
tom na kolokvĳu treba razdĳeliti u 4 klastera (ocjena 5, ocjena 4, ocjena 3 i ocjena 2).

A = {418, 385, 357, 351, 347, 333, 330, 323, 321, 318, 308, 308, 302, 302, 300, 294, 293, 290,
287, 286, 286, 277, 271, 271, 269, 268, 266, 260, 253, 250, 248, 237, 237, 233, 232, 230,
228, 227, 226, 217, 214, 211, 208, 207, 187, 186, 181, 179, 175, 165, 161}

Primjenom Mathematica-naredbe FindClusters[A, 4] dobivamo

π1(5) : {418, 385, 357, 351, 347, 333, 330, 323, 321, 318}
π2(4) : {308, 308, 302, 302, 300, 294, 293, 290, 287, 286, 286, 277, 271, 271, 269, 268, 266}
π3(3) : {260, 253, 250, 248, 237, 237, 233, 232, 230, 228, 227, 226, 217, 214}
π4(2) : {211, 208, 207, 187, 186, 181, 179, 175, 165, 161}
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3.2 Klasteri u R: Least Absolute Deviations princip
Neka je A = {a1, . . . , am} ⊂ R skup realnih brojeva. Rastav skupa A na disjunktne
podskupove π1, . . . , πk, 1 ≤ k ≤ m, takve da vrĳedi (33)

k⋃
i=1

πi = A, πi
⋂
πj = ∅, i 6= j, mj := |πj| ≥ 1, j = 1, . . . , k,

označit ćemo s Π(A) = {π1, . . . , πk} i zvati particĳa skupa A. Skupove π1, . . . , πk zvat
ćemo klasteri. Skup svih particĳa skupa A sastavljenih od k klastera koje zadovoljavaju
(33) označit ćemo s P(A, k).

Definicĳa 2. Kažemo da je particĳa Π(o) optimalna u smislu l1 norme2 onda ako vrĳedi
(36)

F (Π(o)) = min
Π∈P(A,k)

F (Π),

gdje je funkcĳa cilja F definirana s (35), pri čemu je f definirana s

cj = argmin
α

∑
ai∈πj

|ai − α| = med
ai∈πj

ai, f(πj) =
∑
ai∈πj

|ai − med
ai∈πj

ai|. (38)

Zadatak 13. Pronađite sve particĳe skupa A = {1, 3, 4, 8}, koje zadovoljavaju (33) za
k = 2, odrediti pripadne centre i vrĳednosti funkcĳe cilja F u smislu l1 norme.

Zadatak 14. Na podatke iz Zadatka 13 primĳenite standardni k-means algoritam za slučaj
kada je kriterĳska funkcĳa cilja zadana s (36), pri čemu je funkcĳa f definirana s (38).
Početnu particĳu Π0 izaberite proizvoljno. Može li se i u ovom slučaju dogoditi da k-means
algoritam ne daje optimalno rješenje ?

Zadatak 15. Neka je A = {a1, . . . , am} ⊂ R. Koristeći LAD-kriterĳ optimalnosti, skup
A treba rastaviti na disjunktne podskupove π1, π2, takve da vrĳedi

π1 ∪ π2 = A, π1 ∩ π2 = ∅, m1 = |π1| ≥ 1, m2 = |π2| ≥ 1.

Može li se to uraditi analogno kao u t.3.4.1, korištenjem principa maksimalne l1 udal-
jenosti centara klastera ?

3.3 Klasteri u Rn: Least Squares princip
Neka je A = {ai = (a(i)

1 , . . . , a
(i)
n )T ∈ Rn : i = 1, . . . ,m} skup vektora iz vektorskog

prostora Rn. Rastav skupa A na disjunktne podskupove π1, . . . , πk, 1 ≤ k ≤ m, takve da
vrĳedi

k⋃
i=1

πi = A, πi
⋂
πj = ∅, i 6= j, mj := |πj| ≥ 1, j = 1, . . . , k, (39)

2Least Absolute Deviations – najmanja apsolutna odstupanja.
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označit ćemo s Π(A) = {π1, . . . , πk} i zvati particĳa skupa A. Skupove π1, . . . , πk zvat
ćemo klasteri. Skup svih particĳa skupa A sastavljenih od k klastera koje zadovoljavaju
(33) označit ćemo s P(A, k).

Na skupu svih particĳa P(A, k) skupa A sastavljenih od k klastera potpuno analogno
definiramo kriterĳsku funkcĳu cilja i optimalnu particĳu.

Definicĳa 3. Kažemo da je particĳa Π(o) = {πo1, . . . , πok} optimalna u smislu kvadrata l2
norme ili u smislu najmanjih kvadrata onda ako vrĳedi

F (Π(o)) = min
Π∈P(A,k)

F (Π), (40)

gdje je funkcĳa cilja F : P(A, k)→ R+ definirana s

F (Π) =
k∑
j=1

f(πj), Π = {π1, . . . , πk} (41)

cj = argmin
α∈Rn

∑
ai∈πj

‖ai − α‖22 = 1
|πj|

∑
ai∈πj

ai, f(πj) =
∑
ai∈πj

‖ai − cj‖22. (42)

3.4 Slučaj n = k = 2: Least Squares princip
Neka je A = {ai = (xi, yi)T ∈ R2 : i = 1, . . . ,m} skup točaka (vektora) iz R2. Rastav
skupa A na disjunktne neprazne podskupove π1, π2, takve da vrĳedi (39) zovemo particĳa
skupa A i označavamo s Π(A) = {π1, π2}. Skupove π1, π2 zvat ćemo klasteri u ravnini.
Skup svih particĳa skupa A sastavljenih od dva klastera koje zadovoljavaju (39) označit
ćemo s P(A, 2).

Broj svih dvočlanih particĳa skupa A zadanih s (39) također je zadan s (34).
U slučaju LS kriterĳa centroidi c1, c2 ∈ R2 klastera π1, π2 zadani su formulama

c1 = 1
|π1|

∑
ai∈π1

ai, c2 = 1
|π2|

∑
ai∈π2

ai,

(aritmetičke sredine svih točaka ai ∈ πj koje pripadaju klasteru πj, j = 1, 2).

Zadatak 16. Čemu je jednako

(a) min
x∈R2

∑
ai∈π1

d1(ai, x) ? (b) min
x∈R2

∑
ai∈π1

d∞(ai, x) ?

i za koji x ∈ R2 se postiže ?

Kriterĳska funkcĳu cilja F : P(A, 2)→ R+ zadana je s

F (Π) =
∑
ai∈π1

‖ai − c1‖2 +
∑
ai∈π2

‖ai − c2‖2, Π = {π1, π2}.
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Primjer 6. Koristeći princip najmanjih kvadrata, za skup točaka (vektora) u ravnini

A = {a1 = (−1,−1), a2 = (1,−1), a3 = (1, 1), a4 = (−1, 1)},

treba odrediti sve dvočlane particĳe, koje zadovoljavaju (33), odgovarajuće centroide i
vrĳednosti funkcĳe cilja.

Π1 = {{a1}, {a2, a3, a4}}, c1 = a1, c2 =
(

1
3 ,

1
3

)
, F (Π1) = 0 + 16

3 ≈ 5.3

Π2 = {{a2}, {a1, a3, a4}}, c1 = a2, c2 =
(
−1

3 ,
1
3

)
, F (Π2) = 0 + 16

3 ≈ 5.3

Π3 = {{a3}, {a1, a2, a4}}, c1 = a3, c2 =
(
−1

3 ,−
1
3

)
, F (Π3) = 0 + 16

3 ≈ 5.3

Π4 = {{a4}, {a1, a2, a3}}, c1 = a4, c2 =
(

1
3 ,−

1
3

)
, F (Π4) = 0 + 16

3 ≈ 5.3
Π5 = {{a1, a2}, {a3, a4}}, c1 = (0,−1), c2 = (0, 1), F (Π5) = 2 + 2 = 4

Π6 = {{a1, a3}, {a2, a4}}, c1 = (0, 0), c2 = (0, 0), F (Π6) = 4 + 4 = 8

Π7 = {{a1, a4}, {a2, a3}}, c1 = (−1, 0), c2 = (1, 0), F (Π7) = 2 + 2 = 4

Dakle, postoje dvĳe optimalne particĳe: Π5,Π7

Zadatak 17. Odredite sve dvočlane particĳe, koje zadovoljavaju (33), odgovarajuće centre
i vrĳednosti funkcĳe cilja za točke iz Primjera 6 uz primjenu l1, odnosno l∞ norme.

Zadatak 18. Koliko ima tročlanih particĳa osnovnog skupa iz Primjera 6 koje zadovol-
javaju (33) ? Ispišite ih, izračunajte odgovarajuće centre i vrĳednosti funkcĳe cilja uz
primjenu l2, l1 i l∞ norme.

Zadatak 19. Na podatke iz Primjera 6 i početnu particĳu Π1 primĳenite standardni k-
means algorithm.

Zadatak 20. Napišite odgovarajući k-means algorithm (1 ≤ k ≤ m).

3.4.1 Princip maksimalne kvadratne udaljenosti centara klastera

Neka je A = {ai = (xi, yi)T ∈ R2 : i = 1, . . . ,m} skup točaka (vektora) iz R2 i neka su
c1, c2 centri klastera π1, π2. Tada za svaki x ∈ R2 vrĳedi∑

ai∈πj
‖ai − x‖2 =

∑
ai∈πj

‖ai − cj‖2 +mj‖cj − x‖2, j = 1, 2. (43)

∑
ai∈π1

‖ai − x‖2 =
∑
ai∈π1

‖(ai − cj) + (c1 − x)‖2

=
∑
ai∈π1

‖ai − c1‖2 +mj‖c1 − x‖2,

jer je
∑
ai∈π1

(c1 − x)T (ai − c1) = (c1 − x)T
∑
ai∈π1

(ai − c1) = 0.
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Ako u (43) umjesto x stavimo c = 1
m

m∑
i=1

ai i zbrojimo obje jednakosti, dobivamo

∑
ai∈π1

‖ai−c‖2+
∑
ai∈π2

‖ai−c‖2 =
 ∑
ai∈π1

‖ai − c1‖2 +
∑
ai∈π2

‖ai − c2‖2
+m1‖c1−c‖2+m2‖c2−c‖2

odnosno
m∑
i=1
‖ai − c‖2 = F (Π) +G(Π), (44)

G(Π) = m1‖c1 − c‖2 +m2‖c2 − c‖2.

Teorem 2. Uz prethodne oznake vrĳedi:

argmin
Π∈P(A,2)

F (Π) = argmax
Π∈P(A,2)

G(Π).

To znači da u cilju pronalaženja optimalne LS particĳe, umjesto minimizacĳe funkcĳe
(28) možemo maksimizirati funkcĳu (vidi Primjer 1)

G(Π) = m1‖c1 − c‖2 +m2‖c2 − c‖2 (45)

Zadatak 21. Za podatke iz Primjera 6 odredite LS-optimalnu particĳu prema principu
maksimalne kvadratne udaljenosti centara klastera.

Zadatak 22. Neka je A = {ai = (a(i)
1 , . . . , a

(i)
n )T ∈ Rn : i = 1, . . . ,m} skup vektora iz

vektorskog prostora Rn. Definirajte LS-optimalnu particĳu Πo = {πo1, . . . , πok}, 1 ≤ k ≤ m

prema principu maksimalne kvadratne udaljenosti centara klastera.
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