Odjel za matematiku
Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku

Matematicki praktikum

K. Sabo, R. Scitovski, I.Vazler

1 Problem mjerenja

Zadani su podaci mjerenja yi, 4, ..., Ymn € R.
v=(y1,Y2,--,ym)’ — vektor podataka
TraZimo vektor a = (), ..., A\)T tako da d(y,a) = ||y — a|| bude minimalno.

1.1 Najbolja [, aproksimacija mjerenja
da(y,a) = lly — all2 = | >_(4: = A)* =: G(A) — min (1)
=1
Buduci da vrijedi

N =argminG(\) < A" = argmin G*(\),
XER XER

onda u cilju trazenja A* € R, koji je rjeSenje od (11), mozemo minimizirati

m

ly —all3=>_(yi — A)* — min.

i=1 “
(Metoda najmanjih kvadrata — Least Squares Method)

1 m
N==>"y; =y (aritmeticka sredina) (2)
m =1

Dakle, vrijedi

m

S - A=Y (-9?  VAeR. (3)

i=1 =1

Zadatak 1. Nacrtati odgovarajuce slike podataka i minimizirajuce funkcije.



1.2 Najbolja [; aproksimacija mjerenja

Minimizirajuéi sumu apsolutnih odstupanja (metoda najmanjih apsolutnih odstu-
panja — Least Absolute Deviations Method)

di(y,a) = ly—alli =D |y — A — min

i=1
dobivamo
A" =med(y) (medijan podataka). (4)

Rejesavanje ovog problema u literaturi se zove (obi¢ni medijan problem). Vrijedi

Z lyi — Al > Z ly; — med(y VA eR. (5)

Zadatak 2. Nacrtati odgovarajuce slike podataka i minimizirajuce funkcije.

1.3 Najbolja [, aproksimacija mjerenja

Minimizirajué¢i maksimalno apsolutno odstupanje (Minimax problem)

doc(y.@) = |y — alloc = max [y; — A — min
dobivamo Yo + 4
)\* _ min max' 6
thon 1 tones (6
Dakle, vrijedi

Ymin + Ymax
— |

Zadatak 3. Nacrtati odgovarajuce slike podataka i minimizirajuce funkcije.

VA e R (7)

max |y; — A| > max |y; —
i=1,m i=1,m

Zadatak 4. Zadani su podaci mjerenja yi,...,Yyn € R. Treba odrediti centre c1,co € R
tako da bude

fler,e) = imin{d(yhcl),d(yl,ﬁ)} — min .

— c1,c2€R

U literaturi ovaj problem se nalazi pod imenom 2-medijan (2-centar) problem. Za sluca-
jno izabrane podatke graficki ilustrirajte problem, a rjesenje potraZite nekim gotovim pro-
gramom. Za razlicite razdaljinske funkcije d: R x R — R, analizirajte svojstva mini-
mizirajuce funkcije f. Definirajte k-medijan problem za k < m. Sto je rjesenje u slucaju
k=m?

1.4 Najbolja [,, p > 1 aproksimacija mjerenja

1
.0 =y = ol = (Sl = A7) = o
i=1



1.5 Najbolja tezinska aproksimacija mjerenja

Zadani su podaci (w;,y;), i = 1,...,m, gdje su w; > 0 tezine podataka.
Tezinske norme:

m m m
lally =S wiled,  llalla= | S wa?,  Jalle = maxwiled, ol = (zwi\xiyp)
i=1 i=1 ’ i=1

Za vjezbe: osjetljivost (robusnost) pojedinih normi.

1.5.1 Najbolja tezinska [, aproksimacija mjerenja

Kako je

argmin J Z w;i(y; — A)? = argmin Z w;i(y; — )2,

AER i=1 AER i=1

lako dobivamo

1 m
N=y= W > wy;, W=> w; (tezinska aritmeticka sredina).
i=1 '

STwilyi — N > > wilyi — 9 YAER.
=1 i=1

1.5.2 Najbolja tezinska [, aproksimacija mjerenja

Minimizirajuc¢i sumu tezinskih apsolutnih odstupanja

m
sz|yz — )\| — m/\in,

i=1

dobivamo tezinski medijan podataka

A" = med(w;, y;).

U literaturi ovo se obicno naziva tezinski medijan problem. Primijetimo takoder da, sli¢no

kao u (3), vrijedi

Zwi|yi — Al > Zwi|yi — med(w;, ;)| VA ER.
=1

=1

(8)

(9)

[

P



2 Fermat — Torricelli — Weberov problem

2.1 Tri tocke u ravnini

2.1.1 Centroid

Neka su A;, Ay, A3 € R? tri nekolinearne tocke u ravnini. Tocka C € R2 za koju je
suma kvadrata euklidskih udaljenosti do vrhova trokuta minimalna zove se centroid ili
Steinerova toc¢ka (povezano s pojmom centra masa u fizici). Naka je

A = (331,?/1), Ay = (552792), Az = ($3,y3)-

. As
30F

25+
200 [eo e A,
158 [M  GM °
055

A 2 4 6 8 10 12 14

Tada je centroid C' = (z.,y.) toc¢ka za koju se postize minimum

3
d2 T Az i t7. — 2 — 2 .
= 5(T, Ay) — o, J El[(x )+ (y—y)?] — (ml’;l)lenRz

Mee

3
odakle dobivamo: =z, = %El Zi, Ye = % 2 Yie

2.1.2 Median
Tocka M = (xpr,yar) za koju se postize minimum

3 3
> di(T, A;) — min, tji. Y (lz —zi|+ |y — yi|) — min

i=1 TeR? i=1 (z,y)€ER?
naziva se medijan tocaka A;, Ay, A3 € R%. Lako dobivamo
M = (xur,yum), Ty = medx;, yy = medy;.

2.1.3 Geometrijski median

Tocka GM = (xaar, Your) za koju se postize minimum

2

3 3
. 1 1 — r.)2 —97.)2 3
2 do(T, Ag) — min,  t5. X V@ =2+ (y—y)? — o,



naziva se geometrijski medijan tocaka A;, A, A; € R? i ne moze se eksplicitno izraziti.

T,y 7 z,Y

3 3
C: Y d3(A;, T(x,y)) — min M : Y dy(A;, T(x,y)) — min
i=1 =1

Geometrijski medijan M = (xgar, ygu) moze se dobiti geometrijskim konstrukeijama

na dva nacina:

e kao sjeciste Torricellijevih kruznica;

e kao sjeciste Simpsonovih pravaca.

Slika 1: Sliku izradile: D. Jankov, S. Susi¢

2.2 Problem n tocaka u ravnini s odgovaraju¢im tezinama

Zadan je skup tocaka T; = (x;,y;),4 = 1,...,m, m > 2 u ravnini s odgovarajuéim

tezinama w; > 0.

2.2.1 Centroid

Tocku C' € R? takva da suma kvadrata tezinskih euklidskih udaljenosti to¢aka T; do nje
bude minimalna,
Swd3(T,T) — min,  tj. Yw((@—x)*+(y—w)?)— mn_ (10)

i=1 TeRr? i—1 (z,y)€R?

5



zovemo tezinski centroid tocaka T;, 7« = 1,...,m u ravnini. Fizikalno, tocka C pred-
stavlja centar masa, tj. teziste diskretnog tijela sastavljeno od materijalnih tocaka T; s
tezinama w;. Primjenom Zadatka 7 lako se moze vidjeti da je C' = (&, ¥), gdje je

1 m m m
L= — > w;, Y= Z Wil W =73 w.
Wi i=1 i=1

2.2.2 Median

Treba odrediti tocku M € R? tako da suma teZinskih /; udaljenosti tocaka T; do tocke M
bude minimalna, tj.

m

M—argmanwzdl T,T;), tj. Y wi(lr —z;] + |y — y]) — min (11)
TeR? ;-1 i— (z,y)€R2

Tocka M = (xpr,yn) s navedenim svojstvo naziva se tezinski medijan tocaka T;, i =
1,...,m u ravnini. Primjenom Zadatka 8 moze se dobiti

Ty = med (wi,a:i), Ym = med (wiayi)

i=1 i=1,.

2.2.3 Geometrijski median

Tocku GM € R? takvu da suma tezinskih euklidskih udaljenosti to¢aka 7; do nje bude
minimalna,

GM = argmanwzdz (T,T;), tg. sz\/ 2+ (y—y)? — min
TGRQ =1 (ac,y)E]R2
(12)
zovemo tezinski geometrijski median tocaka T;, 7 = 1,...,m u ravnini i ne moze se

eksplicitno izraziti.

2.2.4 Weiszfeldov algoritam za trazenje geometrijskog mediana

Stacionarne tocke funkcionala F iz (12) odredene su s 25 = %—5 = 0, iz ¢ega dobivamo

sustav

T — Ty Y Y

iwz‘ =0, f:wi =0, (13)
=1 \/ =1 \/

(z —:)? + (y —v:)? (z —2:)? + (y — v)?

koji mozemo zapisati u obliku

r=p(,y), y=vy), (14)
Z w; -731 f: w; Yi
(z—i)? i)? i= (=) +(y—yi)?
pla,y) = SNV ) = SV g
1;1 i V(@=2:)2+(y—yi)? izz:l i V(@) 2+(y—vi)?



Izaberemo pocetnu aproksimaciju (g, y9) € R?. Sljedeéi iterativni proces, koji se zasniva
na metodi jednostavnih iteracija, naziva se Weiszfeldov algoritam.

xk+1 - SO(xk7 yk)7 yk+1 = ¢<Ik7 yk)7 k - 07 ]‘7 ct (]‘6)

xk+1:: E:C% 7y $u yk+1:: E:C% 7y
wila,y) = L.
2 W !

V (@—=25)?+(y—ys)?

Lako se moze vidjeti da za proizvoljne x,y € R vrijedi
0 <wi(z,y) <1, > wiz,y) = 1.
i=1

2.3 Problem m tocaka u R" s odgovarajué¢im tezinama

Neka je zadan skup vektora A = {a' = (a},...,a’)’ € R": i = 1,...,m} C R" s

r '

odgovarajuc¢im tezinama w; > 0.

2.3.1 Centroid

Zbog konveksnosti funkcije F; iz Zatatka b postoji vektor ¢* € R", takav da je

¢* = argmin Fy(x), Fy(x) =) willz — a'l]3. (17)
i=1

zeR™

Vektor ¢* zovemo tezinski centroid skupa vektora A C R", a dobije se iz

@—2szx—a = 0.
=1
¢ = &/Zwiai, W = Zwi. (18)

2.3.2 Median

Zbog konveksnosti funkcije F) iz Zatatka b postoji vektor ¢* € R", takav da je

¢* = argmin Fy(z), Fi(x)= szHx —a'||x. (19)

zeR™



Vektor ¢* zovemo tezinski median skupa vektora A C R"™. Vrijedi

. . T
= (.med (wj,al),..., med (wj,afl)> : (20)
J

=1,...m Jj=1,...m

Dokaz formule (20) provest ¢emo na osnovi t. 1.5.2 i Zadatka 8

gﬁgzwz\!x—a\h—gﬁngz <Z\wk—ak!)
m
:mﬁgnz<2wl|xk ak]> meszmk
m m n . .
=323 med, () =] = 33w e (.0)

2.3.3 Geometrijski median

Zbog konveksnosti funkcije F' iz Zatatka 5 postoji vektor ¢* € R", takav da je

¢* = argmin F'(x), F(z) =Y wi|z —a'[». (21)

zeR™

Vektor ¢* zovemo tezinski geometrijski median skupa vektora A C R" i ne moze se
eksplicitno izraziti.

2.3.4 Weiszfeldov algoritam za trazenje geometrijskog mediana

Stacionarne tocke funkcionala F' iz (21) poopéenjem formula (13) odredene su s
grad F'(z Zlex—aH Yo —a") =0, (22)

sto mozemo zapisati u obliku

2 willz —a* e’
r="=L : ,
5 wyllo— o
odnosno . _—
D I R L (23)
i=1 > wille — o[~
7j=1
Ocigledno za svaki x € R" vrijedi
0 <wi(z) <1, > wi(z) = 1. (24)

=1



Izaberemo pocetnu aproksimaciju xq € R™. Sljedeéi iterativni proces, koji se zasniva
na metodi jednostavnih iteracija, naziva se Weiszfeldov algoritam.

M =3 w(aF)d, k=0,1,... (25)
i=1

2.4 Zadaci
Zadatak 5. PokaZite da su funkcija,

(1) Fy:R" =R, Fy(x) = ZwZHx — a;|3,
=1

(i) Fi:R"—=R,  F(z) =Y wlz—a;,
=1

(i) F:R*"—=R,  F(z) =Y wi|z—als,
i=1

konveksne. Jesu li sve ove funkcije strogo konveksne ?

Zadatak 6. Definirajte pojmove analogne centroidu i geometrijskom medijanu, tako da
umjesto minimizacije “sume udaljenosti’ minimizirate “maksimalna udaljenost”. QOvaj
problem u literaturi se obicno naziva problem centra. Izradite odgovarajuce ilustracije.

Zadatak 7. Ako su p; € C*(R), i = 1,...,n konveksne dvostruko neprekidno diferenci-
jabilne funkcije za koje je

¢ = argmin p;(z), 1=1,...,n,
zeR

pokaZite da je tada i funkcija f: R™ — R,
f(x1, .. xn) = @1(x1) + -+ + onlx,),
konveksna dvostruko neprekidno diferencijabilne funkcija za koju vrijedi
argmin f(z) = (é1,...,6,)".
zneRn

Vrigedi i obrat ¢ Primgerice, ako je f: R" — R konveksna dvostruko neprekidno diferen-
cijabilne funkcija i ako je f(x1,z2) = v1(x1) + wo(2), moraju li tada i funkcije 1, o biti
konveksna dvostruko neprekidne diferencijabilne funkcije. Izradite odgovarajuce primjere.

Zadatak 8. Ako su@; € C(R), i =1,...,n konveksne nediferencijabilne funkcije za koje

je
¢ = argmin p;(z), 1=1,...,n,
zeR



pokaZite da je tada i funkcija f: R™ — R,
f(xh s 7xn) = (101('7:1> +oeee Son(];n)a

konveksna funkcija za koju vrijedi

argmin f(z) = (é1,...,6,)".
RSN

Vrijedi li obrat ¢ Primgerice, ako je f: R™ — R konveksna (pa onda i neprekidna) nedifer-
encijabilna funkcija i ako je f(xy,z2) = p1(x1) + wa(22), moraju li tada i funkcije o1, po
biti konveksne (pa onda i neprekidne) funkcije. Izradite odgovarajuce primgere.

Zadatak 9. Na osnovi t. 1.5.1 i Zadatka 7, pokaZite da se minimum funkcionala F3,
zadanog sa (17) postize u tocki ¢*, zadanoj s (18).

Zadatak 10. Zadan je skup realnih brojeva y; < yo < - -+ < yp, § odgovarajucim teZinama

m
w; > 0, takvim da je Y- w; = 1. PokaZile da tada vrijedi
i=1

y1 <D wils < Ym
i=1

3 Klasteri: grupiranje (segmentiranje) podataka u
skupine

3.1 Klasteri u R: Least Square princip

Neka je A = {ay,...,a,} C R skup realnih brojeva. Partitivni skup skupa A je familija
svih njegovih podskupova. Uobi¢ajena oznaka je P(A).
Rastav skupa A na disjunktne podskupove 7y, 79, takve da vrijedi

’/T1U7T2:./4, 7r1ﬂ7r2:@, m1:]7r1]21, m2:\7rg\21. (26)

oznacit ¢emo s II(A) = {m,m} 1 zvati particija skupa A. Skupove my,m zvat ¢emo
klasteri. Skup svih particija skupa A sastavljenih od 2 klastera koje zadovoljavaju (26)
oznacit ¢emo s P (A, k). Broj svih ovakvih particija je

N(m,2) = ;(zm —9). (27)

Primjedba 1. Ovaj problem spada u grupu tzv. NP-teskih problema. Primjerice ako je
m = 50, onda je sukladno (34) moguce nadiniti §(2°° — 2) ~ 563 000 000 000 000 razli¢itih
particija.

10



Za podskupove 7, mo odredimo centroide ¢, ¢o tako da suma kvadrata udaljenosti svih
a; € m do ¢i, odnosno suma kvadrata udaljenosti svih a; € m3 do ¢z, bude minimalna

1
min Y (¢, —z)* = a=— > a,
z€R a;€m my a;€m
. 1
min Y (¢, —2)* = o=—)> a.
z€R a; ET2 ma a; Emoy
Mjeru kvalitete particije I = {m,m} s centroidima ¢, ¢y definirat éemo funkcijom

F:P(A2) — Ry
FI) = > (a;—a)+ > (a;— ) (28)

a; €M a; €T
koji predstavlja zbroj sume kvadrata udaljenosti svih tocaka klastera m; do centroida c;
i sume kvadrata udaljenosti svih toc¢aka klastera my do centroida cs.

Nakon sto smo odredili sve particije II skupa A, koje zadovoljavaju (26) i izra¢unali
vrijednosti odgovarajuce funkcije cilja F(II), medu njima potrazit ¢emo onu particiju
za koju funkcija F' prima najmanju vrijednost. Tada kazemo da smo pronasli najbolju
(optimalnu) particiju skupa A u smislu kriterija (28)

Primjer 1. Treba pronaci sve particije skupa A = {1,3,4,8}, koje zadovoljavaju (26),
odrediti pripadne centroide i vrijednosti funkcije cilja F'.

m Ty c cy | F(IT) G(II)

iy {348/ 1 5 |0+1d= 4 [9+3= 12
(3} {1,4,8)| 3 13/3|04+74/3= 2467|1+1/3= 1.33
40 {1,3,8}| 4 4 |0+26= 26 |0+0= 0
8Y {1,341 8 8/3 [0+14/3= 467 |16 +16/3= 21.33
.37 {48 [ 2 6 |218= 10 |8+8= 16
(1,4} {3,8} |5/2 11/2|9/2+25/2= 17 |9/2+9/2= 9
(1,8} {3,4} |9/2 7/2 |49/2+1/2= 25 |1/2+1/2= 1

Obrnuto, za dane centre ¢q,cy € R, primjenom principa minimalnih udaljenosti
mozemo definirati particiju Il = {m, m2} skupa A na sljedeéi nacin:

T = {ai € ./4 : d(ai,cl) S d(ai,CQ)},
Ty = {CLZ' cA: d((li, 02) < d(a,', C1

)}

pri ¢emu treba voditi racuna da svaki element skupa A pridruzimo samo jednom klasteru.
Zato se problem trazenja optimalne particije skupa A moze razmatrati kao sljedeéi opti-
mizacijski problem

min_ ®(eq, ¢3), D(cy,c0) = f:lmin{d(cl,ai),d(c% a;)}, (29)

c1,c2€R

11



gdje je : R x R — R,. Opcenito, ovaj funkcional nije ni diferencijabilan, ni konveksan
i moze imati vise lokalnih minimuma. Optimizacijski problem (29) u literaturi se moze
na¢i pod nazivom k-median problem i najceSée se rjesava raznim metaheuristickim
metodama (Dominguez and Munioz, 2005) ili primjenom cjelobrojnog programiranja (Pan
and Chen, 2007; Schobel and Scholz, 2010; Rodrigues-Chia et al., 2010). Pregled radova
iz ovog podrudja do 2006. godine moze se vidjeti u (Reese, 2006).

3.1.1 Standardni k-means algorithm

Algoritam 1. Step 1: Izaberi pocetnu particiju klastera II = {m,ms}, izracunaj cen-
troide ¢y, ¢y 1 pocetnu vrijednost funkcije cilja Fy = F(II);

Step 2: Formiraj novu particiju V = {vy, 5} s novim klasterima definiranim s
vV = {ai € ./4 : d((li,Cl) S d(ai,CQ)},
vo ={a; € A:d(aj,c) < d(a;,c1)},

njihove centroide (1, (s i vrijednost funkcije cilja F; = F(V);

Step 3: Ako je Fy < Fy, stavi ¢; = (1; ¢o = (9; Fy = F i prijedi na Step 2;
U protivhom STOP.

Primjedba 2. Primijetite da se u Step?2 novi klasteri v, 5 geometrijski mogu odrediti
tako da odredimo poloviste ¢ = % spojnice centroida. Tada svi elementi lijevo od
polovista ¢ pripadaju novom klasteru vy, a svi elementi desno od polovista ¢ pripadaju
novom klasteru vs.

Primjer 2. A= {1,2,6,7,9}, k=2, TI° = {{1,2,6},{7,9}}.

R.br. Klasteri Centroidi | Funkcija cilja
1 |{1,2,6} {7,9} |3 8 16

(1,2} {6,7,9} |2 2 |3 ~5167

Primjer 3. A ={0,2,3}, k=2, II° = {{0,2}, {3}}.

R.br. | Klasteri | Centroidi | Funkcija cilja
1 1{0,2} {3} |1 3 2
1 1{0,2} {3} |1 3 2

Ovo je primjer koji pokazuje da standardni k-means algoritam ne daje optimalno rjesenje.
Bolja particija je II; = {{0},{2,3}} jer je F(II;) = 0.25.

12



3.1.2 Princip maksimalne kvadratne udaljenosti centara klastera

Neka su ¢y, co centri klastera 7y, mo. Tada za svaki x € R vrijedi

dYo(ai—)? =3 (ai—c¢)’ +my(e;—a)?, j=12 (30)

a; ET; a; ET;

> (ai— )’ = > (4 = ¢)) + (1 — 2))*

a; Eml a; €M
=Y (ai—c1)* +mj(cr — 2)?,
a;EMm
jer je > (ai—ca)(a—x)=(c1—x) Y (a;—c1) = 0.
a; €M a; M
Ako u (30) umjesto = stavimo ¢ = % in: a; 1 zbrojimo obje jednakosti, dobivamo

=1

d(ai—c)’+ D (ai—c)= > (ai—c1)’+ > (ai— c2)* +mi(er — ¢)* + ma(c2 — ¢)°

a; My a; €T a; Em a; €T

odnosno

(a; — ¢)* = F(IT) + G(II), (31)

-

G(IT) = my(c1 — ¢)* + ma(cy — ).

Primjedba 3. Ako su p,v € C?*(R), takve funkcije za koje vrijedi p(x) + ¥ (x) = const,
onda

0 €R, ¢(20) =0 & ¢"(2) >0 = Y(x)=0 & ¢"(z0) <0
minp(z) = ¢(ro) = maxip(z) = Y(xo),

z€R z€eR

Teorem 1. Uz prethodne oznake vrijedi:

argmin F'(IT) = argmax G(II).
TIeP(A,2) IIeP(A,2)

To znaci da u cilju pronalazenja optimalne LS particije, umjesto minimizacije funkcije
(28) mozemo maksimizirati funkciju (vidi Primjer 1)

G(II) = my(c; — ¢)* + may(cy — ¢)? (32)

13



3.1.3 Problem £k klastera u R

Neka je A = {ay,...,a,} C R skup realnih brojeva. Partitivni skup skupa A je familija
svih njegovih podskupova. Uobicajena oznaka je P(A).
Rastav skupa A na disjunktne podskupove my, ..., 7, 1 < k < m, takve da vrijedi

k
Um=A, (=0, i+#j, mj = |m| >1, j=1,...,k, (33)
i=1

oznacit ¢emo s II(A) = {m,...,m} 1 zvati particija skupa A. Skupove 7q,..., T zvat

¢emo klasteri. Skup svih particija skupa A sastavljenih od k klastera koje zadovoljavaju
(33) oznacit ¢emo s P(A, k).

Zadatak 11. Opcenito, broj elemenata partitivnog skupa, skupa A od m elemenata jednak
je 2™. Pokazite da je broj svih particija skupa A, koji zadovoljavaju (33) jednak

pean) =g 0 (f) e (5)

LIzracunagte broj svih particija skupa A odredenih s (33) specijalno za m = 10,50, 100, 1000
i1 k=23,5,8,10.

(S, k)| k=2 k=3 k=5 k=8 k=10
m = 10 511 9330 42525 750 1
m = 50 10 102 10%  10% 10

m = 103 10300 10476 10697 10898 10993
m = 106 10301 029 10477 120 10698 968 10903 085 10106

Na skupu svih particija P(A, k) skupa A sastavljenih od k klastera definiramo kriter-
ijsku funkciju cilja

F:P(A k) — Ry, F(H):Zf(ﬂj), = {m,...,m%} (35)

Definicija 1. Kazemo da je particija II¢) optimalna u smislu kvadrata I, norme ili u
smislu najmanjih kvadrata! onda ako vrijedi

©) — i
FAT) = | wmin F(I), (36)

gdje je funkcija cilja F' definirana s (35), pri ¢emu je f definirana s
: 1
¢; =argmin Y _ (a; —a)’=— > a, f(m) = > (a; — ¢;)% (37)

o a;€™; ‘ﬂ-j a;€™; a;€T;

'Varianzkriterium, Least Squares
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Algoritam 2. Standardni k-means algoritam

Step 1: Ucitati m, k, skup A = {ay,...,a,} i izabrati poCetnu pariciju Il = {mq,..., 7}

Izracunati centre ¢y, ..., ¢, klastera mq,...,m i poCetnu vrijednost funkcije cilja
Fy = F(1I);
Step 2: Formirati novu particiju V = {vy, ..., v} s novim klasterima definiranim s

vi ={a; € A:d(a;,¢c;) <d(aij,cs), s=1,...,k}, j=1,...,k,
njihove centroide (i, ..., () i novu vrijednost funkcije cilja Fy = F(V);

Step 3: Ako je Fy < Fy, stavic; = (;; j=1,...,k; Fy = Fy i prijedi na Step2;
U protivnom STOP.

Primjer 4. Primijenite standardni k-means algorithm wuz Least Squares kriterij, A =
{=7,-5,-4,4,5,7}, k=3

R.br. Klasteri Centroidi | Funkcija cilja
1 {-7,-5} {—-4,4} {57} | -6 0 6 |36

2 |{-7,-5-4} 0 {457} 11859

Ovaj primjer pokazuje da standardni k-means algoritam moze smanjiti broj klastera.
Primijenite [-kriterij u ovom slucaju.

Zadatak 12. Zadan je skup A = {a; € R : 1 =1,...,m}. Definirajte princip maksi-
malnih kvadratne udaljenosti centara klastera u cilju dobivanja optimalne particije 11° s
klasterima = 7%, ..., w7, koji zadovoljavaju (33).

Primjer 5. Vektor kome svaka komponenta predstavija broj bodova nekog studenta postignu-
tom na kolokviju treba razdijeliti u 4 klastera (ocjena 5, ocjena 4, ocjena 3 i ocjena 2).

A= {418,385,357, 351,347, 333, 330, 323, 321, 318, 308, 308, 302, 302, 300, 294, 293, 290,
287, 286,286, 277, 271, 271, 269, 268, 266, 260, 253, 250, 248, 237, 237, 233, 232, 230,
228,227,226, 217,214, 211,208, 207, 187, 186, 181,179, 175, 165, 161}

Primjenom Mathematica-naredbe FindClusters[.4,4] dobivamo

m(5): {418,385,357,351,347, 333, 330, 323, 321, 318}

m(4) {308,308, 302, 302, 300, 294, 293, 290, 287, 286, 286, 277, 271, 271, 269, 268, 266}
m3(3) : {260,253, 250,248, 237,237, 233, 232, 230, 228, 227, 226, 217, 214}

m1(2) : {211,208,207,187,186, 181,179, 175, 165, 161}
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3.2 Kilasteri u R: Least Absolute Deviations princip

Neka je A = {ay,...,a,} C R skup realnih brojeva. Rastav skupa A na disjunktne
podskupove 7y, ..., m, 1 < k < m, takve da vrijedi (33)

k
UT‘-Z:A’ ﬂ'zﬂﬂ'j:@7 ’L?éj, ’I’TLJ:|7T‘]|217 jzl,,k,
=1

oznacit ¢emo s II(A) = {my,...,m} 1 zvati particija skupa A. Skupove 7y,...,m zvat
¢emo klasteri. Skup svih particija skupa A sastavljenih od k klastera koje zadovoljavaju
(33) oznacit ¢emo s P(A, k).

Definicija 2. Kazemo da je particija I1®) optimalna u smislu {; norme? onda ako vrijedi
(36)

)y = i
PO = g, 700

gdje je funkcija cilja F' definirana s (35), pri ¢emu je f definirana s

¢; =argmin Y |a; —a| = med a;, fm) =Y la;i — ed a;. (38)

a a; €EM; a; EM; @iy
Zadatak 13. Pronadite sve particije skupa A = {1,3,4,8}, koje zadovoljavaju (33) za

k = 2, odrediti pripadne centre i vrijednosti funkcije cilja F u smislu [y norme.

Zadatak 14. Na podatke iz Zadatka 13 primijenite standardni k-means algoritam za slucaj
kada je kriterijska funkcija cilja zadana s (36), pri éemu je funkcija f definirana s (38).
Pocetnu particiju I1° izaberite proizvoljno. MoZe li se i u ovom slucaju dogoditi da k-means
algoritam ne daje optimalno rjesenje ?

Zadatak 15. Neka je A = {ay,...,a,} C R. Koriste¢i LAD-kriterij optimalnosti, skup
A treba rastaviti na disjunktne podskupove my, o, takve da vrijedi

7TlU7T2:A, 7r1ﬂ7T2:@, mlz‘ﬂ'l‘zl, m2:’ﬂ'2’21.
MoZe li se to uraditi analogno kao u t.53.4.1, koristenjem principa maksimalne 1y udal-
jenosti centara klastera ?

3.3 Klasteri u R": Least Squares princip

Neka je A = {a* = (a\”,...,a®)T € R" : i = 1,...,m} skup vektora iz vektorskog

prostora R™. Rastav skupa A na disjunktne podskupove my, ..., 1, 1 < k < m, takve da
vrijedi

Um=A, (7 =0, i#j, my = |ml =21, j=1,...k, (39)

2Least Absolute Deviations — najmanja apsolutna odstupanja.
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oznacit ¢emo s II(A) = {m,...,m} 1 zvati particija skupa A. Skupove my,..., T zvat
¢emo klasteri. Skup svih particija skupa A sastavljenih od k klastera koje zadovoljavaju
(33) oznacit éemo s P(A, k).

Na skupu svih particija P(A, k) skupa A sastavljenih od k klastera potpuno analogno
definiramo kriterijsku funkciju cilja i optimalnu particiju.

Definicija 3. Kazemo da je particija I1®) = {7?, ..., 72} optimalna u smislu kvadrata I
norme ili u smislu najmanjih kvadrata onda ako vrijedi

©) — i
FIT?) = 2oin (), (40)

gdje je funkcija cilja F': P(A, k) — Ry definirana s

k
F(H):Zf(ﬂ-]>7 H:{ﬂ-lw'wﬂ-k} (41)
j=1
G=agoin Y Jd—ali= L Y dh fm)= X e -gld (2
aER? ai€m; |7TJ aien; aier,

3.4 Slucéaj n = k = 2: Least Squares princip

Neka je A = {a' = (z;,y;)T € R* : i = 1,...,m} skup toCaka (vektora) iz R%. Rastav
skupa A na disjunktne neprazne podskupove 7y, 7o, takve da vrijedi (39) zovemo particija
skupa A i oznacavamo s II(A) = {m,m}. Skupove my, 7y zvat ¢emo klasteri u ravnini.
Skup svih particija skupa A sastavljenih od dva klastera koje zadovoljavaju (39) oznacit
¢emo s P(A,2).

Broj svih dvoclanih particija skupa A zadanih s (39) takoder je zadan s (34).

U slucaju LS kriterija centroidi ¢, co € R? klastera 71, 7y zadani su formulama

1

a=rs2.d,  a=i-) d

1
‘ﬂ_l atem ‘7[_2 atems

(aritmeticke sredine svih tocaka a' € 7; koje pripadaju klasteru 7;, j = 1,2).

Zadatak 16. Cemu je jednako

(a) gelggagldl(a,ﬂf)- (b) ggﬁgagldoo(a,w)-

i za koji x € R? se postiZe ?

Kriterijska funkciju cilja F': P(A,2) — R, zadana je s

F) = 3> [la' —al*+ X o' —clff,  T={m,m}

atem atEms
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Primjer 6. Koristeéi princip najmangih kvadrata, za skup tocaka (vektora) u ravnini
A={a; =(-1,-1), a2 = (1,-1), ag = (1,1), ay = (—1,1)},

treba odrediti sve dvoclane particije, koje zadovoljavaju (33), odgovarajuce centroide i
vrijednosti funkcije cilja.

I, = {{a1},{as,as,a4}}, c1 =ay, Co = (%, é) , F(Il;) =0+ 1?6 ~ 5.3
Iy = {{as},{a1,as,a4}}, c1 = as, cy = (—%, %) , F(II) =0+ % ~ 5.3
I3 = {{as}, {a1,as,a4}}, c1 = as, Co = (—%, —%) , F(Il3) =0+ 1—36 ~ 5.3
I, = {{as},{a1,a2,a3}}, c1 = aq, Cy = (%, —%) , F(ly) =0+ ~53
II5 = {{a1, a2}, {as,as}}, c1=(0,—1), co=(0,1), F(Il;) =2+2=14
g = {{a1, a3}, {az,as}}, c1=1(0,0), ¢ =(0,0), F(Ilg) =4+4=28
II; = {{a1,a4},{az,a3}t}, c1 =(-1,0), 3 =(1,0), F(Il;)=2+42=14

Dakle, postoje dvije optimalne particije: 1I5, I1;

Zadatak 17. Odredite sve dvoclane particije, koje zadovoljavaju (33), odgovarajuée centre
1 vrijednosti funkcije cilja za tocke iz Primgjera 6 uz primjenu li, odnosno lo, norme.

Zadatak 18. Koliko ima troclanih particija osnovnog skupa iz Primjera 6 koje zadovol-
Javaju (33) ¢ Ispisite ih, izracunajte odgovarajule centre i vrijednosti funkcije cilja uz
primjenu ly, 1y 7 oo norme.

Zadatak 19. Na podatke iz Primjera 6 i pocetnu particiju 11y primijenite standardni k-
means algorithm.

Zadatak 20. Napisite odgovarajuci k-means algorithm (1 <k < m).

3.4.1 Princip maksimalne kvadratne udaljenosti centara klastera

Neka je A = {a’ = (x;,y,)7 € R? : i =1,...,m} skup tocaka (vektora) iz R? i neka su
c1, ¢y centri klastera my, mp. Tada za svaki @ € R? vrijedi

Yollat =zl = > lla' —¢ll* +mylle; — 2, 5=1,2. (43)
a; Em; aieﬂ—j
> e’ — x| = > @ =¢) + (e — 2)|
a‘em atem
= > lla" —cl® + myller — ),
atem
jer je Z (¢ — x)T(ai —c)=(c — :L‘)T Z (ai —c)=0.
atem a; €M
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a' i zbrojimo obje jednakosti, dobivamo

3

Ako u (43) umjesto z stavimo ¢ = -
1

i
Zwﬂw%EHW%W=(ZwﬂwW+§jW—m@+mwrWHMMwW
atem at€my atem atEmy

odnosno
>l eff = F(I) + G, (44)
G(IT) = malles — cf]® + males — el

Teorem 2. Uz prethodne oznake vrijedi:

argmin F'(II) = argmax G(II).
EP(A,2) eP(A2)
To znaci da u cilju pronalazenja optimalne LS particije, umjesto minimizacije funkcije
(28) mozemo maksimizirati funkciju (vidi Primjer 1)

G(IT) = mller — c]|* + mallez — c|? (45)

Zadatak 21. Za podatke iz Primjera 6 odredite LS-optimalnu particiju prema principu
maksimalne kvadratne udaljenosti centara klastera.

Zadatak 22. Neka je A = {a' = (a\”,..., a7 € R" : i = 1,...,m} skup vektora iz

vektorskog prostora R™. Definirajte LS-optimalnu particiju TI° = {r¢,... .72}, 1 <k <m
prema principu maksimalne kvadratne udaljenosti centara klastera.
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