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1 Reprezentant podataka iz R

Zadani su podaci y1, ¥, ..., Ym € R.
Treba odrediti realni broj ¢* € R (reprezentant podataka) koji ¢e Sto bolje reprezentirati

podatke.

Definicija 1. Funkciju d: R x R — R, koja ima svojstvo pozitivne definitnosti
Ve,y e R d(z,y) >0 & d(z,y)=0 & z=y,
zovemo kvazimetricka funkcija (funkcija slicnosti, funkcija razli¢itosti)

Primjer 1. Dva najcescéa primjera:

(a) drs(z,y) = (x —y)*> - Least Squares (LS) kvazimetricka funkcija

(b) di(z,y) = |x —y| -1 metricka funkcija (Manhattan metrika)

(c) Primijetite da u R vrijedi di(x,y) = do(z,y) = doo(z,y) = dp(x,y), p>1

Zadatak 1. PokaZite da funkcija drs iz prethodnog primjera nije metrika na R, a da su

funkcije dy, ds, ds metrike na R.

Definicija 2. Neka je d: R x R — R, kvazimetricka funkcija. Kazemo da je ¢* € R

najbolji reprezentant podataka yi,vs,...,yn € R u odnosu na kvazimetricku funkciju d
onda ako je
¢* = argmin » _d(c,y;), (1)
ceR  ;—q

tj ako je ¢* € R tocka globalnog minimuma funkcionala F': R — R,

m

F(e)=>_d(c,y). (2)

i=1
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Primjer 2. Za LS-kvazimetricku funkciju najbolji reprezentant podataka y1,ys, ..., Ym €

R je obicna aritmeticka sredina

m
1
Clg = argmandLS (c,yi) = Z

ceR i=1 i=1

a odgovarajuci funkcional glasi
Frs(e) =Y (g — ).
Za li-kvazimetricku funkciju najbolji reprezentant podataka yy,ys, ..., Ym € R je obicni
medijan
¢t = argmin » _dy(c,y;) = medy;,
ceR i=1 t

a odgovarajuci funkcional glasi

= Z |yi — cl.
=1

Zadatak 2. Dokazite tvrdnje iz Primjera 2 i nacrtajte grafove funkcija Frs i Fy.
Uputa: vidi (Sabo and Scitovski, 2008; Scitovski, 2004)

Definicija 3. Neka je d: R x R — R, kvazimetricka funkcija. Kazemo da je ¢* € R
najbolji reprezentant podataka yq, vy, ..., yn € R s tezinama wy, ..., w,, > 0 u odnosu na

kvazimetricku funkciju d onda ako je

¢ = argmin Z wid (e, i), (3)

ceR i=1

tj ako je ¢* € R tocka globalnog minimuma funkcionala F': R — R,
Flo) = Y wid(c,y). (4)
i=1

Primjer 3. Za LS-kvazimetricku funkciju najbolji reprezentant podataka yi,ysa, ..., Ym €

R s tezinama wy, ..., w,, > 0 je tezinska aritmeticka sredina
m m m
_ 1 _
Clg = argmmezdLS C,Yi) = W Zwiyi, W = Zwi
ceR i=1 =1 =

a odgovarajuci funkcional glasi

Frs(e) = Zzwz(yZ — )%
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Za ly-kvazimetricku funkciju nagjbolji reprezentant podataka yq,vs, ..., Ym € R s teZinama

Wi, ..., Wy, > 0 je tezinski medijan

c’{ = argminz wid1(c, yz> = med(wi, yz‘),
ceR =1 !

a odgovarajuci funkcional glasi
Fi(c) = Zw,|yZ —cl.
i=1

Zadatak 3. DokaZite tvrdnje iz Primjera 3 za neki slucajno izabran skup podataka yi, vy, ..., Ym €
R s tezinama wy, ..., w,, > 0. Nacrtajte grafove funkcija Frg i F}.
Uputa: vidi Sabo and Scitovski (2008)

2 Reprezentant podataka iz R?

Neka su A, Ay, A3 € R? tri nekolinearne tocke u ravnini. Tocka cf¢ € R?, za koju je
suma kvadrata euklidskih udaljenosti do vrhova trokuta minimalna zove se centroid ili

Steinerova tocka (povezano s pojmom centra masa u fizici). Naka je

A= (xl,yl), Ay = (x2,y2), Az = ($3,y3)‘
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Slika 1: Centroid (c}g), Medijan (c}) i Geometrijski medijan (c3)

Tada je centroid ¢j ¢ = (z.,y.) tocka za koju se postize minimum

3
d2(T Az — i t7. —x; 2 — 2] i
1=1 2( ’ ) THSR%’ J zgl[(x x) + (y y) ] (a:gl)lenR2

Mee

3
odakle dobivamo: =z, = %z; Ti, Ye = % 2. Yie

Tocka ¢} za koju se postize minimum

3 3
ST A) = i, ti (- @il +ly—u) — min

i=1 i=1 (w.y)ER



Reprezentant 4

naziva se medijan tocaka A;, Ay, A3 € R2. Lako dobivamo
¢f = (med z;, med y;) .

Tocka ¢ za koju se postize minimum

3 3
ds(T Az — i , t7. — Z; 2 — Y; 2 5 i
R (T A) = min,  th 3w w) (- y)? > min

naziva se geometrijski medijan tocaka A, Ay, A3 € R? i ne moZe se eksplicitno izraziti.

Geometrijski medijan ¢5 moze se dobiti geometrijskim konstrukcijama na dva nacina:
e kao sjeciste Torricellijevih kruznica;

e kao sjeciste Simpsonovih pravaca.

a

Slika 2: Sliku izradile: D. Jankov, S. Sugi¢

2.1 Kvazimetricke funkcije i reprezentanti

Zadan je skup tocaka A = {a' = (z;,y;) € R*: i =1,...,m}, odnosno
vektora A = {a' = (x;,y;)T € R?:i=1,...,m}.
Treba odrediti tocku C* (odnosno vektor ¢*) koja ¢e sto bolje reprezentirati skup tocaka

A (odnosno skup vektora A).

Definicija 4. Funkciju d: R? x R? — R, , koja ima svojstvo pozitivne definitnosti
Vo,y €R? d(z,y) >0 & d(z,y)=0 < z=y,

zovemo kvazimetricka funkcija (funkcija sliénosti, funkcija razli¢itosti) na R2.
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(a) drs(z,y) = ||lr —yll3 = (x —y)T(x —y) - Least Squares (LS) kvazimetricka funkcija
(b) da(x,y) = ||z — y||2 = \/(x — )Tz —y) - Iy euklidska metricka funkcija
(c) di(z,y) = ||lr —y|li - metricka funkcija (Manhattan metrika)

(d) doo(z,9) = |7 — Yllew ~ loo Cebisevljeva metricka funkcija
(e) dy(x,y) = (x —y)TS ™ (x —y) - Mahalanobis kvazimetricka funkcija

(S € R**2 je simetricna pozitivno definitna matrica)

Zadatak 4. Pokazite da su sve funkcije iz prethodnog primjera kvazimetricke funkcije na
R2, da funkcije drs i dy iz prethodnog primjera nisu metrike na R?, a da su funkcije

dy, ds, ds metrike na R?.

Zadatak 5. Neka je S € R**2 je simetricna pozitivno definitna matrica. PokaZite da je
d,:R*xR* > R,

du(z.y) = \Jdu(z,y) = /(x — ) TSz — y)

metrika na R?. Udaljenost d,(x,y) u literaturi se moze naci pod nazivom Mahalanobis

udaljenost.

Definicija 5. Neka je d: R? x R? — R, kvazimetricka funkcija. KaZemo da je ¢* € R?

najbolji reprezentant (centar) skupa A u odnosu na kvazimetricku funkciju d onda ako je

¢* = argmin Y _d(c,a’), (5)

ceR2 ;1

tj. ako je ¢* € R? toc¢ka globalnog minimuma funkcionala F': R? — R

F(c) = Z d(c,a"). (6)
Zadatak 6. [20 bodova]

(a) Ako su fi,..., fm: R = R konveksne funkcije i wy, ..., w, >0, pokaZite da je tada
> wifi: R — R konveksna funkcija.
i=1

(b) Vrijedi li obrat prethodne tvrdnje ¢ Ako je f = f1 + fo: R — R konveksna funkcija,

moraju li onda i funkcije fi, fo biti konveksne ?

(¢) Neka su yi,...,ym € R podaci s tezinama wy,...,w, > 0. PokaZite da su tada

sljedece funkcije konveksne

() 1(0) = S wily =) (i0)9(e) = S wihe—ul; (i) h(z) = max wie—yl.

=1l,...
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Korist¢i prethodni zadataka moze se pokazati da vrijedi:

(a) Za LS-kvazimetricku funkciju najbolji reprezentant skupa A je centroid (teZiste)

skupa

m

m m m
Clg = argmmZdLS c,a") % Z (7711 ZSC@', % Z%) )
i=1 i=1 i=1

ceRZ ;1
a odgovarajuci funkcional glasi

Frs(c ZHC—G [E2

(b) Za ly-kvazimetri¢ku funkciju najbolji reprezentant skupa A je medijan skupa

A= argmmZdl c,a') = meda' = (med x;, med yl> ,
ceR2 i 7 ) 4

a odgovarajuci funkcional glasi

m .
=2 _lle=d'[ls.
i=1

Zadatak 7. DokaZite prethodno navedene tvrdnje, nacrtajte ContourPlot funkcija Frg

i Fy i napisite minimizirajuce funkcionale za preostale kvazimetricke/metricke funkcije.

Definicija 6. Neka je d: R? x R? — R, kvazimetricka funkcija. KaZemo da je ¢* € R?

(7)

najbolji reprezentant skupa A s tezinama ws,...,w,, > 0 u odnosu na kvazimetricku
funkciju d onda ako je
m
¢* = argmin »_w;d(c,a’),
cER? ;=1

tj. ako je ¢* € R? tocka globalnog minimuma funkcionala F': R? — R

= wd(c,a’).
i=1

Vrijedi:

(a) Za LS-kvazimetricku funkciju najbolji reprezentant skupa A s tezinama wy, . . .

0 je centroid (teziste) skupa

m

m m
Clg = argmanwldLS(c a') = % Zwiai, W = Zwi, tj.
i=1

ceRZ ;1 i=1
m m
* 1 1
CLs = <W Z Wi, 357 Z wi%‘) ;
i=1 i=1
a odgovarajuci funkcional glasi

Fs(c szllc—a 13-

, Wiy, >
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(b) Za l;-kvazimetricku funkciju najbolji reprezentant skupa A je medijan skupa

A= argmanwzdl(c a') = med(w;, a') = (med(wi,xi),med(wi,yi)> ,

ceR? ;1

a odgovarajuci funkcional glasi
m .
= wllc —d'||s.
i=1

2.2 Reprezentant podataka iz R”

Zadan je skup tocaka A = {a' € R": i =1,...,m}, odnosno

vektora A = {a' = (a},...,a’)T € R":i=1,...,m} s teZinama wy, . .., w, > 0.

Najbolji LS-reprezentant skupa A je tezinski centroid skupa vektora A C R"

* : S ) o ai12 [ 1L S P i “ z
¢ig =argmin Y willc—d'll; = 5> wai, ...+ Z ay,
i=1 i=1

ceR™ ;4

jer se na njemu postize globalni minimum funkcionala
Frs(c sz|c—a 5.

Najbolji [;-reprezentant skupa A je tezinski median skupa vektora A C R”

m . . . T
¢t = argmin » w||c — a'[l; = <j:InL?§m(wj, ai),..., med (wy, agz))

oS —— j=1,....m

jer se na njemu postize globalni minimum funkcionala

m .
= ZwiHc— a'lly.
i—1

Naime, vrijedi

gﬁ%Zlex —a'|, = min Zwl (Z |z — ak|)
n

n m
in ) <sz’|xk — aﬂ) = Z;ﬂé{ézwilxk — ak

k=1

|
e
%)—‘

Il
M:

e
Il

1:=1

w;||c* —aiHl.

o

@
Il
—

m m n . .
Zw@| med (w;, at) ZZ med (wj, a},) — ay
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3 Mahalanobis kvazimetricka funkcija

Primjenu Mahalanobis kvazimetricke funkcije razmotrit ¢emo najprije u ravni. Zadan
je skup skup tocaka A = {a’ = (x;,3;) € R": 7 = 1,...,m}, odnosno skup vektora
A= {a' = (x;,5,)"7 € R%: i = 1,...,m}, s odgovarajuéim tezinama wy,...,w, > 0.
Mozemo shvacati da su x; vrijednosti nezavisne varijable, a y; odgovarajuce vrijednosti

zavisne varijable.

3.1 Pravac u ravnini kao reprezentant podataka

Za dani skup podataka A = {a' = (z;,y;) € R*: i =1,...m} s teZinama wy, ..., w,, >0
treba odrediti afinu funkciju
L(x)=ax+p

Ciji graf prolazi §to blize tockama a’ = (z;,v;), i = 1,...,m. TraZenje ovog pravca mozemo
shvatiti kao trazenje najboljeg reprezentanta podataka u formi pravca.

Ako su pogreske u izmjerenim vrijednostima nezavisne varijable zanemarive, a pogre-
ske u izmjerenim vrijednostima zavisne varijable normalno distribuirane nezavisne slu-
cajne varijable s oc¢ekivanjem 0, onda parametre «, 3 afine funkcije mozemo odrediti u

smislu obi¢nik najmanjih kvadrata (OLS) minimizirajuéi funkcional
S(e, ) =Y wilys — aw; — B).
i=1

Minimizacija funkcionala S je jednostavni linearni LS problem.

Ako se znacajne pogreske mogu ocekivati u izmjerenim vrijednostima nezavisne vari-
jable i u izmjerenim vrijednostima zavisne varijable, onda parametre «, 3 afine funkcije
odredujemo u smislu potpunih najmanjih kvadrata (total least squares — TLS) minimizi-

rajuéi funkcional
T(Oé,ﬁ,d) - sz |:(y2 - Oé(.?j’i + 5@) - 5)2 + 57,2] ) 0= (517 s agm)T S Rm?
i=1

(vidi (Jukié¢ et al., 1999, KOI1998)). Minimizacija funkcionala 7" je nelinearni minimiza-
cijski problem s m + 2 varijable.

U geometrijskom smislu kod TLS pristupa minimizira se suma kvadrata ortogonalnih
udaljenosti tocaka podataka do pravca. Buduci da se u nasem slucaju radi o procjeni
parametara najjednostavnije linearne model-funkcije, trazenje odgovarajuceg najboljeg

TLS-pravca moze se znacajno pojednostaviti.
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Opéenito, trazeni pravac zadan je u implicitnom obliku
ur + vy +c = 0. (10)

Kvadrat udaljenosti tocke T; = (z;,y;) do pravca (10) zadana je formulom'

. (uz; + vy; + ¢)?
v u2 + v2

, (11)

Primjedba 1. Uvjek mozemo pretpostaviti da za parametre u, v pravca (10) vrijedi u? +

v? = 1. Naime, kako u i v ne mogu istovremeno is¢ezavati, mnoze¢i jednadzbu (10) s

1/v/u? + v2, dobivamo

~ ~ A c A w A v A c A2 A2
uxr + vy + ¢ =0, gdje je u = o V= Jamer CF o u” 407 = 1.

Zato formula za kvadrat udaljenosti tocke T; do pravca (10) s uvjetom u? + v? = 1
postaje jednostavnija
d? = (ux; +vy; +¢)?, (12)

a umjesto minimizacije funkcionala 7" mozemo minimizirati funkcional

Glu,v,¢) =Y wid; = wi(ux; + vy; +¢)* uz uvjet u®+0v* = 1. (13)
i=1 i=1

Lema 1. Zadani su podaci a' = (x;,9;), i = 1,...m s tefinama w; > 0. Nagjbolji TLS

pravac prolazi centroidom podataka ¢ = (z,y), gdje je

52&/2101'%, gj:;/_g;wiyi, W:Zwi.
Dokaz. Uoc¢imo najprije da pravac zadan jednadzbom
ur +vy +c =0, w40t =1,
prolazi centroidom podataka ¢ = (z,y), onda ako njegova jednadzba glasi

u(zr —z) +v(y—y) =0, u? +v? = 1. (14)

! Ako je jednadzba pravca dana u eksplicitnom obliku y = kz +1, onda je udaljenost tocke a® = (x;, ;)
do pravca dana formulom:
lyi — axi — B

d; =
a?+1
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Kako je
G(u,v,c) = sz(u% +vy; — (_C))2
i=1
> Y wi(ua; + vy — (uZ +v7))° =Y w; (ulz; — ) + vy — §))°
i=1 i=1

Sto znaci da izmedu svih pravaca ux + vy +c¢ = 0, u? 4+ v* = 1, pravac koji prolazi
centroidom podataka ima najmanju mogucéu tezinsku sumu kvadrata ortogonalnih odstu-

panja. O

Sukladno Lems I najbolji TLS-pravac trazit ¢emo u obliku
u(zr —x) +v(y—y) =0, u? +0? = 1. (15)

minimizirajuci funkcional

Flu,v) =Y w;lu(z; — ) + v(y; — 97, uzuviet u?4+0?=1. (16)
i=1

Uz oznake

(r1 —7) (%1 —9)

B = : : , D =diag(wy,...,wy), t:[Z]

(Tm = %) (Ym — )

funkcional F' moze se zapisati u obliku
F(u,v) = VD Bt|3, |t] = 1.

Sukladno Nievergelt (1994), vrijedi sljedeéi teorem. Potrebni koriSteni pojmovi mogu se
pronaci kod Truhar (2010).

Teorem 1. Funkcional F zadan s (16) postiZe svoj minimum na svakom jedinicnom
vektoru t = (u,v)T koji odgovara najmanjoj (manjoj) svojstvenoj vrijednosti simetricne

pozitivno definitne matrice

5SS wiz; — 7)? S wilw: — 7) (g — )
BTDB — 17711 ’Lﬁl (17)

lwz‘(%‘ —)(yi — y) wi(y; — 9)°

.
Il
—_

1=

Zadatak 8. Dokazite Teorem 1.
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Primjer 5. Zadani su podaci

w; |11 1 11
|1 2 3 45
yvill 3 4 2 3
Centroid podataka je u tocki ¢ = (3, %), a matrice B, D i BT DB u ovom sluéaju su
-2 -8/5
-1 2/5 0 3
B=| 0 7/5 |, D = diag(1,1,1,1,1), BTDB:[ g 26/5].
1 =3/5
2 2/5

Svojstvene vrijednosti matrice BTDB su A\, = 11.4419, Ay = 3.75813, a jedini¢ni svoj-
stveni vektor koji odgovara manjoj svojstvenoj vrijednosti je t = (—0.433189,0.901303)7.
Zato jednadzba najboljeg TLS-pravca glasi (vidi Sliku 3a)

13
—0.433189 (x — 3) + 0.901303 (y — E) =0, odnosno y = 0.480625x 4 1.15813.

Ako tezinu ws = 1 promijenimo u w5 = 6, centroid podataka postaje tocka ¢ = (4, %),
a matrice B, D i BT DB u ovom sluéaju su

-3 —-9/5

—2 1/5 20 5
B=|-1 6/5 |, D = diag(1,1,1,1,6), B'DB = l 5 28/5 ] :

0 —4/5

1 1/5

Svojstvene vrijednosti matrice BT DB su A\; = 21.5658, Ay = 4.03416, a jedini¢ni svoj-

@ w={1,1,1,1,1} i (b) w={1,1,1,1,6}

Slika 3: Najbolji TLS-pravac

stveni vektor koji odgovara manjoj svojstvenoj vrijednosti je t = (—0.298856, 0.954298)7".
Zato jednadzba najboljeg TLS-pravca glasi (vidi Sliku 3b)

14
—0.298856 (x — 4) 4 0.954298 (y — g) =0, odnosno y = 0.3131692 + 1.54733.
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Primjedba 2. Matrica %BTDB je uz neke uvjete na podatke (vidi Lemu 2) pozitivno
definitna simetri¢na matrica. Njezine svojstvene vrijednosti su realni brojevi, a odgovara-
juci svojstveni vektori medusobno okomiti. U smjeru svojstvenog vektora, koji odgovara
vecoj svojstvenoj vrijednosti usmjeren je i najbolji TLS-pravac. Pravac okomit na najbolji
TLS-pravac ima smjer svojstvenog vektora, koji odgovara manjoj svojstvenoj vrijednosti
ove matrice.

U statistickoj literaturi ova matrica naziva se kovarijacijska matrica (en.: covariance
matrix) slucajnih varijabli z, y, a smjerovi svojstvenih vektora nazivaju se glavni smjerovi
(en.: principal components). U smjeru svojstvenog vektora, koji odgovara vecoj svojstve-
noj vrijednosti varijanca podataka je veca, a u smjeru svojstvenog vektora, koji odgovara

manjoj svojstvenoj vrijednosti varijanca podataka je manja.

3.2 Mahalanobis kvazimetricka funkcija u ravnini

Neka je §: Xy — Xy linearni operator kontrakcije/dilatacije kome u bazi e = {e, es}

pripada dijagonalna matrica

S(e):[g g] a, 3> 0.

Operator S jedini¢nu kruznicu (uz primjenu ly-udaljenosti) sa sredistem u ishodistu
K={zeR?*: ||z]|3 =1} = {(21,22) € R*: 2% + 23 =1},
preslikava na elipsu
S(K)={t=(6.6) eR*: S+ % =1},

jer je
S(z1e1 + x9e3) = axieq + fraes =: 161 + Eaen.

Primjer 6. Linearni operator S: Xo — Xo u bazi e = {e1,es} zadan je matricom

S(e) = [ g 8 ] On ravninu (x,y) u smjeru baznog vektora ey produljuje 3 puta, a

2
u smjeru baznog vektora ey skracuje na pola. Jedinicnu kruinicu K sa sredistem u ishodi-

stu transformira u elipsu s glavnom poluosi duljine 3 u smjeru baznog vektora ey i sporedne

poluosi duljine % u smjeru baznog vektora ey (vidi Sliku 4).

Treba definirati takvu kvazimetricku funkciju dy;: R? x R? — R, primjenom koje ée
tocke na elipsi S(K) biti jednako udaljene od ishodista O, odnosno primjenom koje ¢e

elpsa S(K) postati jedini¢na kruznica u prostoru snabdjevenom kvazimetrickom funkecijom
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dyr. To ¢emo postiéi tako da udaljenosti u smjeru svojstvenih vektora uzimamo obrnuto
proporcionalno veli¢ini odgovarajuc¢e svojstvene vrijednosti operatora S. Upravo takvo
djelovanje ima inverzni linearni operator S~*.

Zato mozemo definirati novu normu || - [|,: R? x R? — Ry,
|zl = 157 22]l2 = VaTS1a. (18)
u kojoj ée elipsa S(K) postati kruznica
Ky = {o € R [jall, = 1}.
Odgovarajucu kvazimetricku funkeciju
dy(z,y) = llo —yllf = 18722l = (2 )" S (2 —y), zyeR’  (19)

nazivamo Mahalanobis kvazimetricka funkcija, a udaljenost dys(x, y) zvat cemo M-udaljenost
tocaka z,y € R

Primjer 7. LS-udaljenost tocke T = (1.5,0.25) do ishodista je dps(T,0) = 2.3125, a
M-udaljenost definirana s (19) ¢ matricom S iz Primjera 6 iznosi dy (T, 0) = 0.875.

(a) LS-udaljenost (b) M-udaljenost

ah
N

Slika 4: Udaljenost tocke T' = (1.5,0.25) do ishodista O

T

N

3.2.1 Mahalanobis udaljenost inducirana skupom toéaka podataka u R?

Zadan je skup A = {a' = (z;,y;)" € R*: i = 1,...,m} podataka/tocaka s teZinama
Wi, ..., Wy > 0. Kako pronadi linearni operator kontrakcije/dilatacije koji ée “otkriti”

smjerove izduzenja ?
1. Odrediti centroid

m m m
c=(7,9), =55 Y Wiy, Y= Wy, W=> w.
i=1 i=1 =1
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2. Prema Teoremu 1 smjer TLS-pravca, a onda i glavnog smjera podataka (first prin-
cipal component) je u smjeru svojstvenog vektora koji pripada vecoj svojstvene
vrijednosti matrice (17). Sporedni smjer (second principal component) uzima se
okomito na prvi, dakle, u smjeru svojstvenog vektora koji odgovara manjoj svoj-
stvenoj vrijednosti iste matrice. Zbog toga glavne smjerove trazit ¢emo u smjeru

svojstvenih vektora kovarijacijske matrice

% > wiw; — z)? % > wi(w; — 2)(yi — v)
S — , 1%1 B ) ) 1%1 ., (20)
W El wi(zi — ) (Y —Y) izlwi(yi )

Prema Lemi ?? matrica S je pozitivno definitna pa mozemo definirati Mahalanobis

kvazimetricku funkciju dy;: R? x R? — R, ,
du(w,y) = |z =yl = (& — )" S (z —y). (21)

Lema 2. Neka je A = {a' = (z;,y;) € R*: 4 = 1,...,m} skup vektora s centroidom
¢ = (z,%), pri cemu su vektori (x1 — ZT,...,Tm — )T, (Y1 — Yy, Ym — §)* linearno
nezavisni. Tada je kovarijacijska matrica S zadana s (20) simetricna pozitivno definitna

matrica.

Simetric¢nost je ocigledna, a pozitivna definitnost slijedi iz Cauchy-Schwarz-Buniakowsky

nejednakosti.

Zadatak 9. Neka suu,v € R proizvoljni brojevi ia = (x1,...,%m), b= (y1,...,Ym) € R™

vektorsi.

(a) Ako su wvektori a,b € R™ linearno nezavisni (zavisni), moraju li i vektori (x; —

Uyoooy Ty — ), (Y1 — Uy ..o, Y — v) € R™ biti linearno nezavisni (zavisni) ?

(b) Ako su vektori (x1 — wu,..., Tpm —u), (Y1 — V,...,Ym — V) € R™ linearno nezavisni

(zavisni), moraju li i vektori a,b € R™ biti linearno nezavisni (zavisni) ¢

1
1 2

a odgovarajuci jedinicni svojstveni vektori u; = ?(1, 1), us = ?(—1, 1). Pomocu ove

matrice u okolini ishodista O = (0,0) generirali smo m = 500 slucajnih tocaka naredbom

(Slika 5)

Primjer 8. Svojstvene vrijednosti simetricne matrice S = [ ] su X =3, A =1,

SeedRandom [23]
RandomReal [MultinormalDistribution[0, S],m]
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LS-centroid ¢ = (z,y) i kovarijacijska matrica prema (20) je

1.95989 0.97467

¢ = (0.0154519,-0.0510907),  cov = | oo o oo |-

Svojstvene vrijednosti su A\ = 2.92145, Ay = 0.971928. Odgovarajuéi svojstveni vek-
tori su u; = (—0.71188,—-0.702301) (glavni smjer - first principal component), us =
(0.702301, —0.71188) (sporedni smjer - second principal component).

(a) LS-udaljenost (b) M-udaljenost

Slika 5: Skup tocaka generiran kovarijacijskom matricom S

[zaberimo tocku A; = (1.3, 1.3) na glavnom smeru. Njena LS-udaljenost do ishodista
O = (0,0) jedrs(A;,O) = 3.38, anjena M-udaljenost do ishodista je dp;(A;, O) = 1.15707
(Slika 5a). Tocku Ay = (—.7,.7) izaberimo na sporednom smjeru. Njena LS-udaljenost do
ishodista je dps(Az, O) = 0.98, a njena M-udaljenost do ishodista je dp(Ag, O) = 1.00827
(Slika 5b).

Kao $to se moze vidjeti u ravnini snabdjevenoj LS-kvazimetrickom funkcijom tocka
A; je daleko od jedini¢ne kruznice, a tocka As blizu jedini¢ne kruznice. U ravnini snab-

djevenoj M-kvazimetrickom funkcijom obje tocke A;, Ay su blizu jedini¢ne kruznice.

Teorem 2. Neka je A = {T; = (z;,y;) € R*: i = 1,...,m} skup tocaka, a A = {a' =
(v, y)T € R?2: i =1,...,m} odgovarajuéi skup vektora s odgovarajucim teZinama w; > 0
i S € R**2 8 > 0 simetricna pozitivno definitna matrica. Tada se LS-centroid podudara

s M-centoidom.

Dokaz. U skladu s Definicijom 5 M-centroid skupa A je vektor

m m
chy = argmin > widy(c,a’) = argmin > w;(c — a’)"'S7 (¢ — a*),
c€R? =1 ceR?

na kome se postize minimum funkcionala

Fu(e) = iwidM(c, a’) =Y wi(c—a)'S™Hc—a).

=1 i=1
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Stacionarna tocka cj,; funkcionala F); odredena je s

> w;S™ (¢ —a') = 0.
i=1

Kako je Hessian funkcionala Fy; pozitivno definitan (Hp,, = 257! 3 w;), na vektoru

m
_ 1 ik
T > wiad =g,

postize se globalni minimum funkcionala Fj;. Dakle, M-centroid i LS-centroid skupa A

se podudaraju. O

3.2.2 Mahalanobis udaljenost inducirana skupom tocaka podataka u R”

Opéenito neka je A = {a' = (al,...,a}) € R": i =1,...,m} skup tocaka, a A= {a' =

(ai,...,al)T € R*:i=1,...,m} odgovarajuci skup vektora s tezinama w, ..., w,, > 0.

(i) Centroid skupa A zadan je s

m m m
c* —argmmesz c, a %Z W:Zwi;
ceR™ ;1 i=1 =1
(ii) Neka je
¢y —al s —al
B = : : , D = diag(wy, . .., wy);

* m * m
C]. - al st C’ﬂ - a/,n

(iii) Tada je kovarijacijska matrica S = %BTDB zadana s
Tl —a)? - Dwilc—a)(c—ay) o Dwilel - ah)(e; — )
Y wi(c; — a3)(e] — ay) sz( a) -

1
Wl IR
Ywi(e, —ay)(cf — ay) sz‘(CZ —ay)(c;—ay) - Xwile, —ay,)?
(iv) Mahalanobis udaljenost definira se s dj;: R” x R® — R, (Durak, 2011),

du(z,y) = (z — )" Sz —y).
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4 Geometrijski medijan

Tocku c3 € R?,
s = argmin Y w;ds(c,a’), (22)

ceER? ;1

u kojoj se postize globalni minimum funkcionala

:Zwidg(c,a sz\/$—$z + (y — yi)? ZwZHc—aH (23)
i=1

zovemo tezinski geometrijski median skupa vektora A (odnosno skupa tocaka A) u

ravnini i ne moze se eksplicitno izraziti.

4.1 Weiszfeldov algoritam za trazenje geometrijskog mediana

Stacionarne tocke funkcionala F' iz (23) odredene su s %—I; = g—g = 0, iz ¢ega dobivamo

sustav
r — T

i’tl)i\/ =0, iwl\/ Y Yi =0, (24)

(z —2:)? + (y — yi)? (z —2:)* + (y — vi)?

odnosno u vektorskom obliku

grad F(c) Zw,”c—a” Yc—da")=0. (25)

Sustav (24) mozemo zapisati u obliku

=1 (-I xz z) =1 (1' xz 1)
Wy
; TV (@—2) 2+ (y—ys)? 521 V (—25)2+(y—ys)?
odnosno uz oznake
=) % +(y—y;)? .
wi(z,y) = Ve u-w) , 1=1,...,m. (27)

u obliku . .
=Y wilz,y)w, y=> wiz,y)y: (28)
i=1 i=1

Slicno u vektorskom obliku iz (25) dobivamo

wifle —a'|~a’

= . (29)

m

L wslle — a7

MS

CcC =
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sto mozemo zapisati kao

m X a1
=Y ule, )= ol (30)
= e — o]
s=1

Uz povoljan izbor pocetne aproksimacije (xg,1y) € R? sustav nelinearnih jednadzbi
(26), odnosno (28), rjesava se metodom jednostavnih iteracija Scitovski (2004) i poznat

je pod nazivom Weiszfeldov algoritam (1936)

kD = iwi(:c(k), y Nz, D = iwi(az(k), y* Ny, k=0,1,..., (31)

i=1 =1
odnosno u vektorskom obliku
kD) — iwi(c(k))ai. (32)
i=1
Zadatak 10. PokazZite da za teZinske funkcije (x,y) — w;(z,y) zadane s (27) vrijedi
0 < wi(z,y) <1, iwi(x,y) =1.
i=1

Zadatak 11. Konstruirajte Weiszfeldov algoritam za traZenje najboljeq reprezentanta za
Mahalanobis udaljenost d,(x,y) = \/(x —y)TS—Yz —y), gdje je S € R**? simetricna

pozitivno definitna matrica. MoZete li algoritam generalizirati za R™ ¢

5 Reprezentant podataka na jedinicnoj kruznici

Zadan je skup realnih brojeva tq,...,t, € [0,2x], pomocu kojih gradimo skup tocaka
A = {a'(t;) = (cost;,sint;) € R*: t; € [0,27]}, na jedini¢noj kruznici K = {(z,y) €
R%: 22 +4? =1}
Treba odrediti tocku ¢*(t*) € K koja Ce sto bolje reprezentirati skup tocaka A.

Funkcija dg: A x A — R,

t1 — tof, if [ty —to| <,
dﬂmmwwnz{;_uﬁ%% Ah_4>ﬂ' (33
je metricka funkcija na K.
Tocka c*(t*) € K je najbolji reprezentant skupa A s tezinama wy, . . ., w,, > 0 u odnosu
na metricku funkciju dx onda ako je
c*(t*) = argmin i widg(c(t), a' (L)), (34)
t€[0,27] =1

tj. ako je ¢*(t*) € K tocka globalnog minimuma funkcionala F': [0, 27| — R,

F(t) = iwid[((c(t), ai(t)). (35)
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6 Prepoznavanje rijeci

A={a" = (21,...,2,)7 €{0,1}":i=1,...,m} CR"
d: Ax A— R, — kvazimetricka funkcija, primjerice
drs, di, d.(z,y) =1— % (kosinus).

U nekom tekst prisutnost neke rijeci kodira se s 1, a odsutnost te rijeci iz teksta s
0. Postavlja se pitanje o sli¢nosti/razli¢itosti dva teksta obzirom na prisutnost/odsutnost
promatranih rije¢i. Tekst u kome je prisutno/odsutno n > 1 izabranih rije¢i prikazat

¢emo vektorom iz R™ s komponentama 0 ili 1.
0,1 .

01 °

(1,0) (1,0

Slika 6: Skup Azan=2in=3

Primjer 9. Promatramo tekstove u kojima se mogu pojaviti rijeci: A,B,C. Neka je pri-
mjerice (vidi Sliku 6):
a' = (1,1,0): tekst u kome se pojavljuju rijeci A,B, a ne pojavljuje rije¢ C

a* = (1,0,0): tekst u kome se pojavijuje rije¢ A, a ne pojavljuju rijeci B,C
a® = (1,0,1): tekst u kome se pojavijuju rijeci A, C, a ne pojavijuje rije¢ B
a*=(0,0,1): recenica u kojoj se pojavljuje rije¢ C, a ne pojavljuju rijeci A, B

U svrhu ispitivanja sli¢nosti/razli¢itosti tekstova obzirom na prisutnost/odsutnost ne-
kih rije¢i mozemo pokusati iskoristiti ranije spomenute metricke funkcije dq, ds, ds. U
znanstvenoj literaturi (vidi primjerice (Berry and Kogan, 2010; Zhang, 2009)) u tu svrhu

koriste se neke tzv. kvazimetricke funkcije, kao sto su

drs(z,y) = ||z —y||* — Least Squares (LS) kvazimetricka funkcija

(z,y)

dc(‘r7y) =1-
]l -yl

— kosinus kvazimetricka funkcija

Za prethodno spomenuti primjer dobivamo

drs(at,a?) =1, drs(at,a®) =2,  drs(a,a*) =3
dl(GJl? a2> = 17 dl(a17 a3) = 27 dl(a17 a4) =3
de(a',a?) =1 - %2 =029, dc(a*,a®) =1, de(a',at) =0
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Prema LS-kvazimetrickoj funkciji (a takoder i prema [;-metrickoj funkciji) tekstovi a' i a?
su najslicniji (najblizi), a tekstovi a' i a* najrazlicitiji
rijeci A B,C.

[ prema kosinus-metrickoj funkciji d, tekstovi a' i a® su najslicniji (najblizi), a tekstovi

a' i a* potpuno razli¢iti (maksimalno udaljeni) obzirom na pojavu rijec¢i A,B,C.

Primjer 10. Promatramo tekstove u kojima se mogu pojaviti rijeci: A,B,C,D,FE. Neka je
primjerice:
a' =(1,0,0,0,1): tekst u kome se pojavijuju rijeci A, E, a ne pojavijuju rijeci B,C,D

a’=(0,1,1,0,0): tekst u kome se pojavljuju rijeci B, C, a ne pojavijuju rijeci A,D,E
a®=(1,0,0,0,0): tekst u kome se pojavijuje rijece A, a ne pojavijuju rijeci B,C,D, E

dps(a’,a?) | a* a® d di(a’,a?) | a* a* o de(a',a) | a* a* d®
a' 0 4 1 a' 0 4 1 al 0 1 0.29
a? 4 0 3 a’ 4 0 3 a? 1 0 1
a? 1 3 0 a® 1 3 0 a? 029 1 O

Iz ovog primjera vidi se da kosinus-kvazimetricka funkcija puno bolje identificira slic-
nosti/razli¢itosti tekstova obzirom na prisutnost/odsutnost rijec¢i A,B,C,D,E (objasnite to

na osnovi brojeva iz tablica!).
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