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METRICKI PROSTORI
Vjezbe uz drugo poglavlje: Metricki prostori

. Dokazi Cauchyjevu nejednakost: za sve aq,...,an, b1, ..., b, € R vrijedi

n 2 n n
(Sawbe)” < (Xai)(20})
ili u vektorskom zapisu, uz a = (a,..., an)ib = (by,...,b,), |a-b| < |a] ||b]l.
Jednakost vrijedi ako i samo ako su vektori a i b kolinearni.

. Dokazi da su di, d» i d. iz primjera 6.4 zaista metrike na R?, i slicno na R".

. Dokazi da su funkcije d; i ds na str. 36 zaista metrike na skupu neprekidnih realnih

funkcija na [a, b].

. Dokazi da je funkcija d. metrika na skupu omedenih preslikavanja skupa X u

metricki prostor Y.

. Za fiksan prost broj p definirajmo funkcijud: ZxZ - R s

0, zam=n

dim,n) := {1

)

gdjejem —n =p" "k, zar € N, k € Z, k nije djeljivs p

Dokazi da je d metrika na Z.

. Dokazi da su funkcije d na ¥ i d na I® (definicije 6.18 i 6.19) zaista metrike.

. DokaZzi da za proizvoljne tocke t, x, v i z u metrickom prostoru (X, d) vrijedi:

dx,y) z |d(x,z) —d(y,2) ]| ()
d(x,z) +d(y,t) = |d(x,y) —d(z,t)]. (% %)

. DokaZi teorem 6.22: Unija od konacno mnogo omedenih skupova je omeden skup.

. Neka su A i B omedeni podskupovi metrickog prostora (X,d) t.d. je AnB # @.

DokaZzi da je diam(A U B) < diam A + diam B.

DokaZzi propoziciju 7.16: Presjek konatno mnogo otvorenih skupova u metrickom
prostoru je otvoren skup.

Dokazi propoziciju 7.18: Unija bilo koje familije otvorenih skupova u metrickom
prostoru je otvoren skup.

Dokazi da je Lipschitz-ekvivalencija metrika zaista relacija ekvivalencije.

Dokazi nejednakosti u primjeru 8.6, i time ujedno da su sve tri metrike d4, d- i
d. na R", i na bilo kojem produktu od n metri¢kih prostora, Lipschitz-, dakle i
topoloski, ekvivalentne.

Neka je (X, d) metricki prostor. DokaZi da je metrika d, kao funkcijad: X X X — R,
neprekidna (X x X je metricki prostor s bilo kojom od metrika d;, ds ili d«
definiranim na str. 32).

Neka je (X, d) metricki prostor i neka su funkcije p i p’ definirane s

a(x,y)

plx,y) =min{l,d(x, )} 1 p'Ce,y) =720

DokaZi da su p i p” metrike na X, i da su topoloski ekvivalentne metrici d.
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Neka je f: X — R neprekidna realna funkcija na metrickom prostoru X i neka je
f(x0) > 0 za neku tocku xy € X. Dokazi da postoje ¢ >0id > 0 t.d. je f(x) > ¢
za sve x € K(xq;90).

Dokazi propoziciju 8.9: Metrike d i d’ na skupu X su topoloski ekvivalentne ako i
samo ako je identiteta 1x: (X,d) — (X,d’) homeomorfizam.

Fiksirajmo (a, b) € R?i @ € R. Translacija ravnine za vektor (a, b) je preslikavanje
T: R? — R? definirano s

T(x,y):=(x+a,y+Db),
a rotacija za kut @ je preslikavanje p: R? — R? definirano s
R(x,y) :=(xcos@ — ysin@, xsin@ + ycos) .

Dokazi da su translacija i rotacija izometrije s obzirom na euklidsku metriku d.
Jesu li one izometrije i s obzirom na metrike d; i/ili d?

2 Vjezbe uz drugo poglavlje



