
METRIČKI PROSTORI

Vježbe uz sedmo poglavlje: Uniformna konvergencija

1. Obrazloži tvrdnju (str. 196):

Ako je 𝑋 kompaktan, onda je uniformna konvergencija u skupu svih
neprekidnih preslikavanja s 𝑋 u metrǐcki prostor (𝑌 ,𝑑), isto što i konver-
gencija s obzirom na max-metriku u prostoru 𝒞(𝑋, 𝑌) svih neprekidnih
preslikavanja s 𝑋 u 𝑌 .

2. Neka je 𝑋 = 𝐴1 ∪𝐴2 ∪ · · · ∪𝐴𝑘 i neka je 𝑓𝑛 : 𝑋 → R, niz funkcija koji uniformno
konvergira na svakom 𝐴𝑗 , tj. niz restrikcija

(︀
𝑓𝑛|𝐴𝑗

)︀
𝑛 uniformno konvergira za

𝑗 = 1, . . . , 𝑘. Dokaži da tada niz (𝑓𝑛)𝑛 uniformno konvergira na cijelom 𝑋.

3. Dokaži da niz funkcija 𝑓𝑛 : [0,1⟩ → R definiranih s 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛 (primjer 26.3)
konvergira konstantnoj funkciji 0: [0,1⟩ → R, ali da ne konvergira uniformno.

4. Neka su funkcije 𝑓𝑛 : [0, 1]→ R, 𝑛 ∈ N, definirane s 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥 e−𝑛𝑥
2
. Pokaži da niz

(𝑓𝑛)𝑛 uniformno konvergira konstantnoj funkciji 0.

5. Koji od sljedećih nizova (𝑓𝑛)𝑛 realnih funkcija na [0,1] konvergira uniformno?

(𝑎) 𝑓𝑛(𝑥) =
𝑥

1+𝑛𝑥 ;

(𝑏) 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑛𝑥 e−𝑛𝑥
2

;

(𝑐) 𝑓𝑛(𝑥) =
√
𝑛𝑥

(︀
1− 𝑥2

)︀𝑛
;

(𝑑) 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑛𝑥
(︀
1− 𝑥2

)︀𝑛2

;

(𝑒) 𝑓𝑛(𝑥) =
𝑥𝑛

1+ 𝑥𝑛 ;

(𝑓 ) 𝑓𝑛(𝑥) =
𝑥𝑛

𝑛𝑥
cos𝑛𝑥.

6. Dokaži da je, uz uobǐcajeno zbrajanje funkcija i množenje funkcija skalarom, skup
uniformno konvergentnih nizova realnih funkcija na 𝑋, vektorski prostor.

7. Neka je 𝑓𝑛 : 𝑋 → R, 𝑛 ∈ N, niz omed̄enih funkcija koji uniformno konvergira
funkciji 𝑓 : 𝑋 → R, (𝑓𝑛)𝑛 ⇒ 𝑓 .

(𝑎) Dokaži da je funkcija 𝑓 omed̄ena.

(𝑏) Dokaži da je niz funkcija (𝑓𝑛)𝑛 uniformno omed̄en, tj. postoji 𝐾 > 0 takav da
je
⃒⃒
𝑓𝑛(𝑥)

⃒⃒
< 𝐾 za sve 𝑥 ∈ 𝑋 i sve 𝑛 ∈ N.

8. Neka su (𝑓𝑛)𝑛 i (𝑔𝑛)𝑛 uniformno konvergentni nizovi omed̄enih realnih funkcija
na 𝑋 s limesima 𝑓 odnosno 𝑔. Dokaži da niz produkata (𝑓𝑛 𝑔𝑛)𝑛 uniformno
konvergira produktu 𝑓 𝑔. [Uputa: Iskoristi zadatak ??.]



9. Definirajmo funkcije 𝑓𝑛, 𝑔𝑛, ℎ𝑛 : R → R formulama

𝑓𝑛(𝑥) =
(︀
1+ 1

𝑛

)︀
𝑥

𝑔𝑛(𝑥) =

⎧⎨⎩
1
𝑛 za 𝑥 = 0 ili 𝑥 ∉ Q

𝑞 + 1
𝑛 za 𝑥 = 𝑝

𝑞 , 𝑝 ∈ Z, 𝑞 ∈ N, 𝑝 i 𝑞 relativno prosti

ℎ𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥)

Dokaži da nizovi (𝑓𝑛)𝑛 i (𝑔𝑛)𝑛 uniformno konvergiraju na svakom segmentu
[𝑎, 𝑏] ⊆ R, ali niz (ℎ𝑛)𝑛 ne konvergira uniformno niti na jednom segmentu (osim
na „segmentima” oblika [𝑎,𝑎] kada se zapravo niti ne može govoriti o uniformnoj
konvergenciji).

10. Konstruiraj niz funkcija 𝑓𝑛 : R → R, 𝑛 ∈ N, tako da niti jedna nije neprekidna u 0,
ali da niz (𝑓𝑛)𝑛 uniformno konvergira neprekidnoj funkciji 𝑓 : R → R.

11. Neka su (𝑋,𝑑𝑋) i (𝑌 ,𝑑𝑌 ) metrički prostori a 𝑓𝑛 : 𝑋 → 𝑌 , 𝑛 ∈ N, niz uniformno
neprekidnih funkcija koji uniformno konvergira funkciji 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 , (𝑓𝑛)𝑛 ⇒ 𝑓 .
Dokaži da je tada i 𝑓 uniformno neprekidna funkcija.

12. Dokaži Dinijev teorem (teorem 26.11)

Neka je 𝑋 kompaktan topološki prostor a 𝑓𝑛 : 𝑋 → R, 𝑛 ∈ N, niz nepre-
kidnih funkcija takvih da je 𝑓𝑛(𝑥) ≥ 𝑓𝑛+1(𝑥) za sve 𝑥 ∈ 𝑋 i sve 𝑛 ∈ N.
Ako niz (𝑓𝑛)𝑛 konvergira (obično, po točkama) neprekidnoj funkciji
𝑓 : 𝑋 → R, onda on konvergira uniformno.
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