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. Dokazi da je formulom p(x,y) =

METRICKI PROSTORI
Vjezbe uz osmo poglavlje: Potpuni metricki prostori

| 5% — 17557 | zaista definirana jedna metrika
na R i da je ona topoloski ekvivalentna standardnoj metrici d (primjer 27.4).

. Neka je ((xn,n)), Cauchyjevniz u X x Y s bilo kojom od metrika d;, ds ili d«.

Dokazi da su tada i nizovi (xy)y i (¥)n Cauchyjevi nizovi u X odnosno Y.

. Neka je f: (X,dx) — (Y,dy) bijekcija metrickih prostora takva da je f uniformno

neprekidno a f~! : Y — X neprekidno preslikavanje.

(a) Dokazi da ako je (xy), Cauchyjev niz u X onda je (f(xy)),, CauchyjevnizuY,
pa zakljuci da ako je (Y, dy) potpun onda je i (X, dx) potpun.

(b) Za metricke prostore (X,dx) i (Y, dy) kazemo da su uniformno ekvivalentni
ako postoji bijekcija f: X — Y takva da su f i f~! uniformno neprekidna
preslikavanja.

DokaZi da je potpunost invarijanta uniformne ekvivalencije.

(a) Konstruiraj primjer dviju topoloski ekvivalentnih metrika na skupu X i niza
(xn)n u X koji je Cauchyjev s obzirom na jednu od tih metrika, a s obzirom
na drugu nije.

(b) Neka je f: X — Y uniformno neprekidna bijekcija potpunog metrickog pros-
tora (X, dy) na metricki prostor (Y, dy). PokaZi primjerom da, unatoc unifor-
mnoj neprekidnosti preslikavanja f, i neprekidnosti inverza f~!, (Y,dy) ne
mora biti potpun.

. Dokazi da ako je produkt X X Y metrickih prostora potpun, onda su X i Y potpuni.

. Dokazi da uz Ly-metriku do>(f,g) = \/f‘f (f(x) - g(x))2 dx, prostor neprekidnih

funkcija [a, b] — R nije potpun.

. Neka je X prostor omedenih nizova realnih brojeva sa sup-metrikom d.,, i neka je

A < X podskup svih konvergentnih omedenih nizova. Dokazi da je A zatvoren.

. Konstruiraj primjer skupa X, funkcije f: X — X i dviju topoloski ekvivalentnih

metrika na X, tako da je s obzirom na jednu od tih metrika, funkcija f kontrakcija,
a s obzirom na drugu, nije.

(a) Pokazi da je funkcija f: (0, i) - {0, i) definirana s f(x) = x2, kontrakcija, ali
da nema fiksnu tocku.

(b) Neka je funkcija f: [1,0) — [1, ) definirana s f(x) = x + % Pokazi da iako
je [1, ) potpun i za sve x # y vrijedi | f(x) — f(y)] < |x — y/|, funkcija f
nema fiksnu tocku.

Neka je X potpun metricki prostor i neka je f: X — X preslikavanje za koje
postoji k takavdaje f¥) = fo fo--.o fkontrakcija. Dokazi da f ima jedinstvenu
| |

k
fiksnu tocku x* i da za svaki x € X niz (" (x)),, konvergira ka x*.

Dokazi da funkcija cos: R — R nije kontrakcija, ali cos'® = cos o cos je kontrakcija.



12. Neka je X kompaktan metric¢ki prostor i neka je f: X — X preslikavanje takvo da je
d(f(x), f(y)) <d(x,y) zasve x # y. Dokazi da f ima jedinstvenu fiksnu tocku.
[Uputa: Pokazi da postoji min {d(x, f(x)) : x € X}, i da je jednak nuli.]

13. (a) Konstruiraj primjer silaznog niza zatvorenih podskupova A,, < (0, 1) takvih
da je lim diamA, =0ali (| A, = J.
n—eo nenN

(b) Konstruiraj primjer silaznog niza nepraznih podskupova B,, < R takvih da je
lim diamB, =0 alije () B, = @.
n—co nenN

(c¢) Konstruiraj primjer silaznog niza nepraznih zatvorenih podskupova C,, < R
takvih daje ) C, = Q.

neN

14. Dokazi sljedecu tvrdnju (obrat Cantorova teorema o presjeku, teorem 28.9):
Neka je (X,d) metricki prostor sa svojstvom da je za svaki silazan

niz F; 2 F, 2 F3 2 - - - nepraznih zatvorenih podskupova takvih da je
Tllim diam F,, = 0, presjek () F, neprazan. Tada je prostor (X, d) potpun.
- nenN

15. Neka je (X, d) metricki prostori A, B < X dva potpuna potprostora. DokaZzi da je i
unija A U B potpun potprostor.
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