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UVOD U ALGEBARSKU TOPOLOGIJU
uvoD

Strukture, ekvivalencije, klasifikacije

@ Skup s nekom strukturom
o ureden skup (A, <)
Abelova grupa (G, +)
realni vektorski prostor
topoloski prostor (X, T)

@ ekvivalencije i klase ekvivalencije

sukladnost trokutova u ravnini poucci o sukladnosti: SSS, SKS, KSK
vektori u ravnini dijagonale se raspolavljaju
racionalni brojevi 7~g e ad=bc
izomorfizam vektorskih prostora: M,,, = R™" dimenzija*

homeomorfizam topoloskih prostora to je mnogo teze

o klasifikacija

*Samo za konacnodimenzionalne vektorske prostore.
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Ekvivalentnost topoloskih prostora

Osnovno problemi u topologiji su ustanoviti jesu li dva topoloska
prostora ekvivalentna— moze li se jedan bez trganja i/ili lijepljenja
deformirati u drugi, tj. jesu li oni homeomorfni ili nisu, klasificirati
pojedine klase topoloskih prostora, te prepoznati topoloski prostor
na osnovu nekih podataka o njemu.

Naprimjer, ravnina E? je topoloski razli¢ita od prostora R realnih
brojeva, i oba su prostora razli¢ita od euklidskog prostora E3.

Ali kako to dokazati?

Ako se iz R izvadi jedna toCka ostatak vise nije povezan —raspada
se na dva komada, dok ako se to¢ka izvadi iz E? ili iz E3, ostatak
ostaje povezan. Dakle, R nije homeomorfan niti prostoru E? niti E3.

Da E? i E3 nisu medusobno homeomorfni— mnogo je teze dokazati.
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Primjeri homeomorfnih i nehomeomorfnih prostora

Promotrimo klase homeomorfnih i nehomeomorfnih slova u (ovom fontu):

eCGIJLMNSUVZ
CCLINJSZ

DO

b

DZ

EFT

H K

P

Sva slova u istom redu su medusobno homeomorfna,
i nehomeomorfna svim slovima iz ostalih redova. ZASTO?
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Cime se bavi algebarska topologija ?

U algebarskoj topologiji se topoloskim prostorima pridruzuju
izvjesne invarijante, prvenstveno algebarske: brojevi, grupe,
prsteni, ili jo$ slozenije algebarske strukture.

Ukoliko je neka od invarijanata za dva prostora razlicita
(neizomorfna) onda ta dva prostora nisu homeomorfna.
Obratan zaklju¢ak najcesce ne vrijedi.

Mi ¢emo se u ovom kolegiju baviti klasifikacijom ploha, i pritom

upoznati neke tehnike i neke osnovne algebarske invarijante
topoloskih prostora.
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Sto ¢emo u kolegiju obraditi

@ KLASIFIKACIJASKI TEOREM — NEFORMALNO
© PLOHE

© TRIANGULACIJA

@ FUNDAMENTALNA GRUPA | ORIJENTABILNOST
© HOMOLOSKE GRUPE

@ KLASIFIKACIJSKI TEOREM ZA KOMPAKTNE PLOHE
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@ KLASIFIKACIJASKI TEOREM — NEFORMALNO
@ Problem kojim ¢emo se baviti
@ Neformalni dokaz klasifikacijskog teorema

25. svibnja 2016.
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Opis problema

Zelimo definirati $to smatramo ekvivalentno$¢u dviju ploha,
i saCiniti potpunu listu reprezentanata klasa ekvivalencije, tako da
svaki reprezentant ima eksplicitan opis, tzv. normalnu formu.

Klasifikacijski teorem za kompaktne plohe kaze da se plohe, iako se
pojavljuju u najrazli¢itijim oblicima, mogu klasificirati, tj. da je
svaka kompaktna ploha ekvivalentna jednoj i samo jednoj
reprezentantnoj plohi, tj. plohi u normalnoj formi
(to otprilike odgovara Cinjenici da je svaki racionalan broj
reprezentiran jedinstvenim do kraja skracenim razlomkom).
Za preciziranje navedene tvrdnje, potrebno je to¢no definirati:

@ Sto su plohe,

@ Sto znadi da su dvije plohe ekvivalentne,

@ Sto su normalne forme ploha.
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Neformalno o prva dva pitanja

@ Preciznu definiciju plohe dat ¢emo u §4, a zasada ¢emo
plohom zvati topoloski prostor koji je lokalno homeomorfan
euklidskoj ravnini, tj. prostor koji oko svake tocke ima okolinu
koja je homeomorfna otvorenom krugu u ravnini, i koji je
povezan.

@ Nadalje, dvije plohe smatramo ekvivalentnima ako medu
njima postoji homeomorfizam, tj. neprekidna bijekcija Ciji je
inverz takoder neprekidan; dakle, ako su one homeomorfne.

@ Sto je normalna forma objasnit ¢emo kasnije.
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Primjeri nekih orijentabilnih ploha

sfera torus  torus s dvije rupe torus s tri rupe
‘ ~ =
Razlic¢ite plohe: L \ < -
—~ —
Orijentabilna ploha
roda (genusa): g=0 g=1 g=2 g=3

Plohe ekvivalentne sferi:

Plohe ekvivalentne torusu:
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A ovo?
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O dokazu

Dokaz klasifikacijskog teorema odvija se u dvije etape:

@ Topoloski dio sastoji se u tome da se dokaze kako se svaka
kompaktna ploha moZe triangulirati

@ Kombinatorni dio sastoji se u tome da se dokaze kako se
svaka triangulirana kompaktna ploha moZe, pomocu izvjesnog
skupa od kona¢no mnogo transformacija, u kona¢no mnogo
koraka transformirati u normalnu formu.

Intuitivno, plohu je mogude triangulirati ako je ona homeomorfna
topoloskom prostoru koji moZemo sastaviti lijepljenjem trokutova
duz njihovih bridova (stranica). To éemo precizno napraviti
definirajuéi 2-dimenzionalne komplekse u treCem poglavlju.

Prvi dokaz da je svaka ploha triangulabilna dao je 1925. Radé.
Dokaz je prilicno dugacak, kompliciran i ne-intuitivan.
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O kombinatornom koraku

Postoji vise nacdina da se rijesi kombinatorni dio. Jednom, kada se
uvjerimo u to kako se triangulirana ploha moZze razrezati tako da se
moze izravnati i poloziti u ravninu, onda je prili¢no intuitivno kako
se ona moze dovesti u normalnu formu. Ipak, detalji su prilicno
mukotrpni. Detaljan dokaz napravit éemo u Sestom poglavlju,

a neformalan ¢emo prikaz vidjeti u §2.

Razli¢ite normalne forme ploha moguce je razlikovati pomoéu dvije
jednostavne invarijante:

@ orijentabilnosti, i
o Euler—Poincaréove karakteristike— cijelog broja koji oznacava
broj ,,rupa” u plohi.

Nazalost, nije jednostavno precizno definirati orijentabilnost ploha,
niti dokazati topolosku invarijantnost Euler—Poincaréove
karakteristike.
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Orijentabilne i neorijentabilne plohe

Sve plohe na stranici 9 su orijentabilne.

Najjednostavniji primjer neorijentabilne plohe je Mébiusova traka:

Napomena: Mébiusova traka je takozvana ploha s rubom (svaka tocka
ima okolinu homeomorfnu nekom otvorenom skupu u poluravnini
{(x,y) € E2:y > 0}). Mi takve plohe uglavnom ne¢emo promatrati,
pa kao primjer neorijentabilne plohe navodimo Mobiusovu traku jer
se niti jedna neorijentabilna ploha bez ruba ne moZe smjestiti u 3,
pa ju ne mozemo niti jednostavno prikazati.
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Globalni pogled na plohe

Prije Riemannovih radova sredinom 19. stoljeca, na plohe se
gledalo lokalno, kao na parametrizirane plohe.

L

¢ | |w

1
1

Istom su oko 1930. Alexander i Whitney na plohe pocelo gledati kao
na topoloske prostore koji su lokalno homeomorfni euklidskoj ravnini
(iako je takve ideje imao ve¢ i Weyl oko 1913.).
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~Peglanje”

Nakon Riemanna su se Listig, Mébius i Jordan poceli baviti
topoloskim svojstvima (kompaktnih) ploha, na koje su gledali kao
da su napravljene od elasti¢nog, vrlo rastezljivog materijala.

Dvije plohe smatrane su ekvivalentnima ako se jedna moze
neprekidno preslikati na drugu bez , kidanja i lijepljenja”

(i uzimali su ,,zdravo za gotovo"” da se svaka ploha moze triangulirati).

Mobius i Jordan su prvi shvatili kako je glavni problem nadi, po
mogucénosti numericke, invarijante, koje bi odlucivale o ekvivalenciji
odnosno ne-ekvivalenciji dviju ploha.

Klju¢na Cinjenica koja omogucuje klasifikaciju kompaktnih ploha je
da se svaka (povezana) kompaktna triangulabilna ploha moze,
rezanjem duZ pogodno odabranih krivulja, , otvoriti” i rastegnuti
tako da se polozZi u ravninu kao jedan povezan komad.

Naprimjer, sferu mozemo razrezati duz jednog meridijana (pola
neke glavne kruznice), i rastezanjem ,izravnati”, ,ispeglati”.
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Ispeglana ploha kao celijski kompleks

Ispeglanu plohu mozemo podijeliti na nekoliko (konveksnih) poligona,
koje nazivamo Celijjama, eventualno sa zakrivljenim bridovima
(stranicama), a bridove tih ¢elija obiljezimo oznakama pridruzenim
krivuljama po kojima smo plohu bili razrezali kako bi ju ispeglali.
Svaka se oznaka pojavljuje dvaput, na jednoj ili na dvije razlicite ¢elije.

Razmatrajudi obratno, svaka se kompaktna ploha moZe dobiti od
skupa (konveksnih) poligona (s eventualno zakrivljenim rubovima)
lijepljenjem parova odgovarajucih bridova.

Takvi se skupovi Celija koji predstavljaju plohe nazivaju éelijski kompleksi.

Stovise, moZe se pokazati kako se krivulje duZ kojih se vréi rezanje
plohe, mogu odabrati tako da sve prolaze istom tockom, pa je
svaku kompaktnu plohu mogudée dobiti od jedne Celije, tj. od

jednog konveksnog poligona, s parnim brojem bridova, i Ciji svi
vrhovi odgovaraju jednoj jedinoj tocki na plohi.
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Sfera i torus kao Celijski kompleksi

a
Celija s dvije
obiljezene stranice,
predstavlja sferu
a
aa!

Torus

- Lo}

abalh?!
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Orijentabilna ploha roda 2 (torus s dvije rupe)
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Plohe tipa (1)

Dakle, torus s 2 rupe, tj. orijentabilna ploha roda 2, moze se
reprezentirati kao osmerokut s 4 para sparenih bridova.

Sli¢no se orijentabilna ploha roda 3 reprezentira dvanaesterokutom
sa 6 pari sparenih bridova, i opcenito, orijentabilna ploha roda g
reprezentirana je 4g-terokutom s 2g pari sparenih bridova.

Rub ovog pravilnog 4g-terokuta je oblika

ragbga; b, ! ()

alblaflbfla2b2a;1b;1 .t
i to ¢emo zvati normalnom formom tipa ().

Sfera je orijentabilna ploha roda 0, i reprezentirana je jednom
¢elijom s rubom aa~! = e (prazan izraz).
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Rucke

~Modul" oblika aba=—1b~1 nazivamo rucka, i geometrijski predstavlja

lijepljenje cijevi ili, ekvivalentno, spoj s torusom.

Spoj dviju ploha dobije se tako @ | o
da se iz svake plohe izvadi po \
jedan otvoren disk, te se takve 0 I A
" . v 0
plohe s ,rupom” zalijepe duz % e

dobivenih kruznica.
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Sfere s ru¢kama

y )

Sfera s 3 rucke
(orijentabilna ploha roda 3)

Sfera s 5 rucki
(orijentabilna ploha roda 5)
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Orijentirane cCelije i bridovi

Kljuéni korak u dokazu klasifikacijskog teorema je pokazati kako se
svaka triangulirana kompaktna ploha moze, koristeéi jednostavne
transformacije rezanja i lijepljenja, dovesti u normalan oblik
reprezentiran pravilnim poligonom s 4g bridova u orijentabilnom, i
2g bridova u neorijentabilnom slu¢aju, gdje je g rod (genus) plohe.

Kako je ploha vec triangulirana, moZzemo smatrati da je dana konacnim
skupom S ravninskih poligona (¢elija) sa zakrivljenim bridovima.
Oznacimo s B skup bridova svih tih ¢elija. Svakoj Celiji 0 € S
pridruzen je rub 00, na koji gledamo kao na konacan niz
orijentiranih bridova. Prakti¢no je uvesti oznake B~ za skup
suprotno orijentiranih bridova, i S™1 za skup suprotno orijentiranih
¢elija 01, pa imamo funkciju 3: SUS™! — BU B!, definiranu s
do)=aar...a,i0(0c ) i=ayt. . a,ta;t a5 € BUBTL

Takoder, ne razlikujemo rubove dobivene ciklickom zamjenom bridova.
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Celijski kompleksi

Svaki konacan skup ¢elija koji predstavlja neku plohu zadovoljava
sljedec¢a dva uvjeta:
(K1) Svaki se orijentirani brid a € BU B! pojavljuje dvaput u
skupu rubova (bilo kao a ili a=1).
Specijalno ako se pojavljuje dvaput u rubu neke Celije, onda se
ne pojavljuje u rubu niti jedne druge Celije.
(K2) Skup ¢elija je povezan, tj. nije unija dvaju disjunktnih skupova
¢elija koji zadovoljavaju (K1).
Konacan skup ¢elija, s pridruzivanjem rubova, koji zadovoljava
uvjete (K1) i (K2) nazivat ¢emo Celijskim kompleksom.
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Projektivna ravnina

Primjer 2.1 (Projektivna ravnina)

cross-cap (ukrstena kapa) Steinerova ploha
(jedna imerzija projektivne ravnine u E3) (jo$ jedna imerzija projektivne ravnine u [E%)
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Kleinova boca

Primjer 2.2 (Kleinova boca)

b b bl ¢ |b bl K |b 3 b||b £ a c
a a a c (o)

Kleinova boca
kao unija dviju Mébiusovih vrpci
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Orijentabilnost Celijskih kompleksa

Intuitivno je jasno Sto znadi orijentabilnost plohe.

Ali definirati orijentabilnost Celijskog kompleksa, tako da on

reprezentira orijentabilnu plohu, malo je delikatnije.

Orijentacija Celijskog kompleksa K = (S, B, ) je svaki skup

(izbor) éelija {A¢ : A € S}, gdje je A®ili Aili A1, zasve A€ S.

Za orijentaciju kazemo da je koherentna ako se svaki brid a € BUB™!
pojavljuje to¢no jednom u skupu rubova svih éelija orijentacije {A¢: A€ S},
Konacno, celijski kompleks je orijentabilan ako ima neku

koherentnu orijentaciju.

a a
neorijentabilan m orijentabilan m
Celijski kompleks p - b Celijski kompleks p £ b
(Kleinova boca) : (torus) O)

a a
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Plohe tipa (I1)

U Sestom ¢emo poglavlju pokazati kako se sve neorijentabilne plohe
roda g > 1 mogu reprezentirati 2g-terokutom s rubom oblika

ajaiaay - - - agag )
Sto nazivamo normalnom formom tipa (Il).

»Modul" aa naziva se cross-cap (ukrstena kapa) i geometrijski
predstavlja zamjenu jednog diska Mdbiusovom trakom,
ili, ekvivalentno, spoj s projektivnom ravninom.

Primjer: Kleinova boca je ekvivalentna sferi s dvije ukrstene kape,
tj. spoju dviju projektivnih ravnina
(vidi sliku u donjem desnom uglu na stranici 25).
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Normalne forme celijskih kompleksa

Dakle, postoje dvije vrste normalnih formi Celijskih kompleksa.
Takvi Celijski kompleksi K = (S, B, 0) imaju jednu ¢eliju, S = {A},
a skup bridova i rub ¢elije A su ili
(|) B:{al,az,...,ag,bl,bz,...,bg}i
0(A) = a;byay by 'aybyay byt agb,a, Tyt
gdjeje g = 0, ili je
(I B={a1,az,...,ag}i
0(A) = a1a1a0a2 - - ag
pri Cemu je g > 1.
Kanonski kompleksi tipa (1) su orijentabilni, a tipa (I1) su
neorijentabilni.
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Kombinatorni oblik klasifikacijskog teorema

Svaki se Celijski kompleks moZe kona¢nim nizom transformacija (P2)
i njezinih inverza, prevesti u normalni oblik.

Transformacija (P2) sastoji se u tome da se Celijski kompleks K
zamijeni Celijskim kompleksom K’ koji se dobije elementarnom
subdivizijom primjenom sljedece operacije:

Jedna se Celija A kompleksa K s rubom 0A = a;---ajaj41---an
(P2) zamijeni s dvije ¢elije A" i A” kompleksa K’ s rubovima ay - - - a;d
i daji1---ap, gdje je d brid u K’ koji nije u K.
Odgovarajuc¢a zamjena napravi se i za A~
Inverz se sastoji u tome
da se dva jednako oznacdena
brida zalijepe, postujudi
@ orijentaciju i dobiveni ,brid”
izbrise (ukloni).
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Skica dokaza teorema 2.3

Dokaz provodimo u nekoliko koraka.

1. korak: Redukcija na jednu celiju.

(P2) (P2) ]:/( (P2)—1 (P2)—1
e e —> —>
I

(P2)— 1 (P2) (P2)— 1 (P2)—1

«— <« <« «—

(°2)|

S J S %

e e
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1y rubu

2. korak: eliminacija izraza oblika aa™

Ovaj korak je jednostavan —sve se vidi iz sljedeleg crteza:

Ovaj postupak ponavljamo sve dok ne eliminiramo sve izraze oblika aa~*.

Ukoliko smo time eliminirali sve bridove, dobiveni Celijski kompleks
je tipa (1), i predstavlja sferu.
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Vrhovi ¢elijskog kompleksa

Jasno je Sto je vrh u triangulaciji plohe. Ali vrh na plohi se moze
pojaviti na vise mjesta kao vrh pripadnog Celijskog kompleksa.
Definicija: Ako se izraz ab pojavljuje u rubu neke Celije onda kaZzemo da
brid b slijedi brid a, ili da je b sljedbenik od a.
Intuitivno, vrh je niz ,,ulazeéih” bridova. Tocnije,
Vrh je svaka ciklicki uredena n-torka koja zadovoljava jedan od uvjeta:
= Jednodlan niz « = (a) je vrh ako se aa~ ! pojavljuje u rubu neke celije
(pa se a, zbog (K1) u definiciji ¢elijskog kompleksa na stranici 23,
ne pojavljuje nigdje drugdje).
= Par « = (a, b), a # b, je vrh ako je ili b = a~! i postoji Celija
kojoj je rub aa, ilije b # a—1 i ab~! se pojavljuje dvaput u skupu rubova.
= n-torka o = (a1,...,ap), n = 3, je vrh ako se svaki a; pojavljuje
dvaput u skupu rubova, sljedbenik svakog a; se nalazi u «, i oba
ajill i aj:fl su sljedbenici od a;.

Smatramo da n-torke (a1, a2,...,an) i (an, ..., a, a1) reprezentiraju isti vrh.
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Primjeri vrhova

x a x [ a x 4 a B
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(a) (b
Kompleks (a) ima jedan vrh o« = (a, b1, a7 1, b).
Kompleks (b) ima jedan vrh o = (a, b b~ b, at).
Kompleks (c) ima dva vrha o« = (a,b™1) i B = (a1, b).
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3. korak: redukcija vrhova

Izraza oblika aa—!

jednim vrhom.

Neka je o« = (b1, ..., bm), m = 2 (inale bi blbfl bilo u rubu). Ako «
nije jedini vrh, postoji jos neki vrh, (3, i BSO pretpostavimo da je b; brid
od B do . Uodimo u rubu izraz b, b; 1. Rub je oblika b; by 1X;, pa
transformacijom (P2) dobivamo dva ¢elijska kompleksa s rubovima b, b, ¢
icIX.

viSe nema, i cilj je dobiti Celijski kompleks sa samo

1

by

X . by X

Uocimo by u rubu, koji neka je oblika X;byX5. Kako je b, # by, bfl, ¢, ¢c 1,
moZemo by eliminirati transformacijom (P2)~!. Time smo , premjestivsi”
trokut cby b;l, u rubu smanjili broj vrhova oznacenih « i jedan vise oznacen f3.

To ponavljamo tako dugo dok ne ostane & = (b1 ), tj. u rubu se pojavi bflbl.
Tada primjenom 1. koraka eliminiramo by, a time i vrh «.
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4. korak: uvodenje ukrstenih kapa (cross-caps)

Ako se u rubu brid a pojavljuje dvaput, tj. ako je rub oblika aXaY,
X, Y # € (ako se pojavi izraz aa to ne diramo—to ve¢ je jedan
cross-cap i njega ostavimo), onda postupamo sli¢no kao pri
redukciji vrhova.

Y Y
‘ ‘ b a &

“ a (P2)a a (P2)71

—_— . _—
b

Y 1
X

X X

Tako smo dobili cross-cap bb. Ponavljajuéi taj postupak, svako
dvostruko pojavljivanje (s istom orijentacijom) nekog brida u rubu
rezultira jednom ukrStenom kapom.
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5. korak: uvodenje rucki
Cilj je konvertirati rub tipa aUbVa=1Xb~1Y u rub tipa cdc—td 1 YXVU.

| " ( ' ’ Primijetimo da ovaj

JF/J . postupak, i njegove
: 7\ iteracije, ¢uvaju vel

\. postojece rucke i
\ ukrstene kape (cross-caps).
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Jesmo li gotovi?

Ako u rubu nema niti jedan cross-cap, dobili smo normalnu formu
tipa (1), pa smo gotovi.

Ako u rubu ima barem jedan cross-cap i nema rucki, dobili smo
normalnu formu tipa (Il), pa smo i u tom sluéaju gotovi.

A Sto ako u rubu imamo barem jedan cross-cap i barem jednu rucku?
To nije normalna forma niti tipa (I) niti tipa (Il), a jasno je da
takav ¢elijski kompleks predstavlja neorijentabilnu plohu.

Pokazat ¢emo kako se u tom slucaju jedna rucka i jedan cross-cap
mogu zamijeniti s tri cross-capa.

Ponavljanjem tog postupka nestaju rucke a ostaju samo ukrstene

kape, pa dobivamo normalnu formu tipa (Il). Time ¢e teorem 2.3
biti dokazan.
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6. korak: transformacija rucke i cross-capa u 3 cross-capa
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Sto dalje ?

Teorem 2.3, Ciji smo dokaz upravo prikazali, pokazuje kako se
svaki Celijski kompleks koji reprezentira plohu (kompaktnu,
povezanu i bez ruba), moze dovesti u normalnu formu.

Sljedeéi korak je pokazati kako razli¢ite normalne forme
predstavljaju razliCite, tj. nehomeomorfne plohe.

= Prvo, pokazuje se kako transformacije (P2) i (P2) ! koriétene pri
redukciji Celijskog kompleksa na normalnu formu, ¢uvaju
orijentabilnost, ili neorijentabilnost.

= Drugo, ako su dvije plohe homeomorfne, onda su ili obje
orijentabilne ili su obje neorijentabilne, ali problem je kako precizno
definirati orijentabilnost plohe. Time ¢emo se baviti u ¢etvrtom poglavlju.
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Klasifikacijski teorem za kompaktne plohe

= Trele, svakoj ¢emo plohi pridijeliti numeric¢ku invarijantu —
Euler—Poincaréovu karakteristiku.
Za trianguliranu plohu K oznacimo s ng broj vrhova, s ny broj
bridova, i s ny broj trokutova. Tada se Euler—Poincaréova
karakteristika definira kao

X(K) :=ng— ny + no.

Treba pokazati da Euler—Poincaréova karakteristika ne ovisi o
triangulaciji plohe, da homeomorfne plohe imaju istu Euler—

—Poincaréovu karakteristiku, i da razlic¢ite normalne forme istog tipa
orijentabilnosti, imaju razli¢ite Euler—Poincaréove karakteristike.

Sve to zajedno onda dokazuje sljededi klasifikacijski teorem:

Teorem 2.4 (Klasifikacijski teorem za kompaktne plohe)

Dvije kompaktne plohe su homeomorfne ako i samo ako su istog tipa
orijentabilnosti i imaju jednake Euler—Poincaréove karakteristike.
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§3. KVOCIJENTNA TOPOLOGIJA

Priprema

Trebat ¢e nam neke osnovne stvari iz topologije:

topoloski prostor; otvoreni i zatvoreni skupovi
baza topologije i aksiomi prebrojivosti
neprekidno preslikavanje

Hausdorffovo svojstvo

kompaktnost

e kompaktan Hausdorffov je normalan

o X, Y metricki, f: X — Y neprekidno, X kompaktan
= f uniformno neprekidno

o X metricki, A, B C X zatvoreni, A kompaktan
= (d(A,B)=0& ANB#£0)

povezanost

povezanost putevima i lukovima
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Kvocijentna topologija

Na plohe gledamo kao na prostore dobivene identificiranjem
(lijepljenjem) bridova u rubu ravninskih poligona. Kako bismo to
lijepljenje precizno opisali, potrebna nam je kvocijentna topologija.

Definicija 3.1

Neka je X topoloski prostor, Y neki skup, i f: X — Y surjektivna
funkcija. Kvocijentna topologija na Y definirana funkcijom f se
definira tako da skup V C Y proglasimo otvorenim ako i samo ako
je njegova praslika f~1(V) otvoren skup u X.

Primijetimo da ako Y ima kvocijentnu topologiju s obzirom na
surjekciju f: X = Y, onda je f neprekidno preslikavanje.

Napomena: Funkcija i preslikavanje zapravo znace isto. Medutim, kao
Sto je uobicajeno, mi ¢emo preslikavanje uvijek smatrati neprekidnim.
Dakle kada kazemo da je f: X — Y funkcija, to znadi da ili X i/ili
Y nisu topoloski prostori, pa pojam neprekidnosti nema smisla, ili
f nije neprekidna, ili ne znamo ili nije vazno je li f neprekidna.
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Kvocijentni prostor i kvocijentno preslikavanje

Definicija 3.2

Neka je ~ neka relacija ekvivalencije na topoloskom prostoru X,

p: X — X/~ projekcija koja svakom x € X pridruzuje njegovu
klasu ekvivalencije [x] € X/~, te neka je skup X/~ snabdjeven
kvocijentnom topologijom s obzirom na projekciju p. Tada kazemo
da je X/~ kvocijentni prostor od X po relaciji ~, a za

p: X — X/~ kazemo da je kvocijentno ili identifikacijsko
preslikavanje.

v

Dakle, skup V C X/~ je otvoren ako, i samo ako je njegov original
p~ (V) otvoren podskup u X.

Ekvivalentno, skup G C X/~ je zatvoren ako, i samo ako je
p—1(G) zatvoren podskup u X.



UVOD U ALGEBARSKU TOPOLOGIJU
2. PLOHE
§3. KVOCIJENTNA TOPOLOGIJA

Torus kao kvocijentni prostor
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Otvorena i zatvorena preslikavanja

Ako je f: X — Y neprekidna surjekcija to ne mora znaciti da Y
ima kvocijentnu topologiju s obzirom na f, tj. skup V C Y ne
mora biti otvoren ako je f (V) otvoren u X (iako bismo mi to
Cesto zeljeli). Ipak, u dva vazna sludaja to Ce biti tako.

Definicija 3.3

Neka su X i Y topoloski prostori. Za funkciju f: X — Y kazemo
da je otvorena ako je za svaki otvoren skup U C X, njegova slika
f(U) otvoren skup u Y. Analogno se definiraju zatvorene funkcije.

Svojstva otvorena, zatvorena i neprekidna su medusobno sasvim
nezavisna. Nikoja dva ne impliciraju tre¢e. Medutim, iako je obicaj
preslikavanjem nazivati samo neprekidne funkcije, u literaturi su
uobicajeni nazivi otvoreno preslikavanje i zatvoreno preslikavanje i
kada se radi o samo otvorenoj odnosno zatvorenoj funkciji.
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Svojstva koja kvocijentna preslikavanja cuvaju

Vrijedi sljedea Cinjenica koju je lako dokazati:

Ako je f: X — Y surjektivno otvoreno ili zatvoreno neprekidno
preslikavanje, onda Y ima kvocijentnu topologiju s obzirom na f,
tj. f je kvocijentno preslikavanje. (Obrat ne vrijedi, tj. kvocijentno
preslikavanje ne mora biti niti otvoreno niti zatvoreno.)

Medu pozeljnim svojstvima koja bismo zeljeli da kvocijentna
preslikavanja ¢uvaju, su kompaktnost, povezanost, putevna
povezanost i Hausdorffovo svojstvo. Kako su kvocijentna
preslikavanja neprekidna, ona ¢uvaju prva tri od navedenih
svojstava. Ali Hausdorffovo svojstvo opéenito nije saCuvano.

Ipak, sacuvano je u nekim posebnim, ali vaznim sluéajevima.
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Dovoljan uvjet za Hausdorffovo svojstvo kvocijenta

Teorem 3.4

Neka je X kompaktan Hausdorffov prostor, a f: X — Y zatvorena
neprekidna surjekcija. Tada je i prostor Y Hausdorffov.

Dokaz: Za svaki y € Y je jednoclan skup {y} zatvoren.
Zaista, f je surjekcija, pa postoji x € X t.d. jey = f(x), tj. {y} = F({x}).
Ali X je Hausdorffov prostor, pa je jednoélan skup {x} zatvoren,
a jer je f zatvoreno preslikavanje, skup {y} = f({x}) je zatvoren u Y.
Neka su a, b € Y dvije razlicite to¢ke. Tada su f—1(a) = f1({a})
i f71(b) = f~1({b}) disjunktni zatvoreni skupovi u X, koji je, kao
kompaktan Hausdorffov prostor, normalan. Stoga postoje disjunktni
otvoreni skupovi U,V C X t.d. UD f1(a)i V D f1(b).
Njihovi komplementi su zatvoreni, a kako je f zatvoreno
preslikavanje, (X \ U) i f(X\ V) su zatvoreni podskupovi od Y.
Dakle, W, := Y\ f(X\U) i Wy := Y\ f(X\ V) su otvoreni
skupovi u Y.
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/Zavrsetak dokaza

Tvrdimo da su skupovi W, i W,, disjunktni i da sadrze tocke a odnosno b.
Pretpostavimo da dy € W,NW,, = (Y\ X\ U)) N (Y\f(X\ V)).
Tada y ¢ f(X\ U), paje fHy)n(X\U) =0, tj. f1(y) C U.
Analogno se, zbog y € W, pokazuje da je f~1(y) C V.

Kako je UN V =0, zaklju¢ujemo da je i f~1(y) = (), $to ne moze
biti jer je f surjekcija. Dakle, W, i W}, su disjunktni.

Ostaje pokazatida je aec W, i b e W,.

Pretpostavimo da a ¢ W,. Tada je a € Y\ W, = f(X \ U),
paje f~1(a)N (X \ U) # 0, $to je u kontradikciji s f~1(a) C U.
Analogno se pokazuje kako je b € W), Sto dokazuje teorem. []

Napomena: Pretpostavka da je f zatvorena surjekcija, u prethodnom se
teoremu ne moZe zamijeniti pretpostavkom da je f otvorena surjekcija.



UVOD U ALGEBARSKU TOPOLOGIJU
2. PLOHE
§4. PLOHE

Definicija plohe

Grubo receno, ploha je topoloski prostor koji se moze pokriti
otvorenim skupovima koji su homeomorfni otvorenim podskupovima
euklidske ravnine E2. To&nije,

Definicija 4.1

Ploha ili povezana topoloska 2-mnogostrukost je povezan
Hausdorffov prostor M koji zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti,
zajedno s familijom otvorenih skupova Uy C M, A € A, koji
pokrivaju M, i familijom homeomorfizama @x: Ux — Qx, A € A,
gdje su Qj otvoreni podskupovi od E2.

DOGOVOR: Mi ¢emo se baviti samo kompaktnim plohama, pa ¢e nam
termin ploha uvijek znaciti kompaktnu plohu.

Napomena: Ovako definirane plohe Cesto se nazivaju plohe bez ruba ili
zatvorene plohe. Plohe s rubom ne¢emo definirati niti se njima baviti.
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Napomene i komentari

= Parovi (Ux, @A), A € A, nazivaju se koordinatne karte na M,
homeomorfizmi @y : Uy — Qj koordinatna preslikavanja,
a njihovi inverzi (p{lz Qx — Ux parametrizacije od Us.
Familija {(U)\, Qer):ANE /\} naziva se atlas na M, a za svaku
kartu (U, @) za koju je p € U, kazemo daje @ 1: Q — U
parametrizacija plohe M oko tocke p.

= Kako ¢e ,nase’ plohe uvijek biti kompaktne, moéi ¢emo
pretpostaviti da je skup indeksa, A, konacan.

= Prethodna definicija plohe je prilicno apstraktna. Plohe nisu
definirane kao izvjesni podskupovi nekog euklidskog prostora E".
Cak nisu definirane niti kao metri¢ki prostori. Ipak, pokazuje se da
se sve plohe ,,mogu smjestiti” u E*, a orijentabilne ¢ak u E3.

= S druge strane, mnogo toga je lak3e raditi s ovako apstraktno
definiranim plohama nego s odredenim potprostorima od E”.
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Geometrijska nezavisnost tocaka

Kako bismo mogli govoriti o triangulaciji plohe, potrebno je
definirati simplicijalne komplekse, a kako ¢e nam oni trebati i pri
definiciji homoloskih grupa u petom poglavlju, ne mozemo se
ograniciti samo na dimenziju 2. Ali najprije malo afine geometrije.

Za skup tolaka {ag, . .., a,} € EN kaZemo da je geometrijski ili
afino nezavisan ako su jednakosti
n n
thaj:O i tj:O, tJER,
j=0 j=0
istovremeno moguce jedinoza tgy =t =---=1t, =0.

Lako se vidi da je to ekvivalentno zahtjevu da su vektori

a1 — ao,...,anp — ap linearno nezavisni.

n-Dimenzionalna hiperravnina razapeta geometrijski nezavisnim
skupom tocaka {ag, . .., a} definira se kao skup

n n
{X:thathJER, th:1}.
=0 =0
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Simpleksi

Definicija 5.1

Neka je {ap, ..., a,} geometrijski nezavisan skup to¢aka u EV.
n-Simpleks o razapet tockama ap, ..., a, je skup

n n
{x:thaj:thzl,tj>0}-
=0 =0

Brojevi t; jednoznacno su odredeni tockom Xx, i nazivaju se
baricentricke koordinate tocke x.

ap
as

a0
ape———o a7 ao ai a2
ai

1-simpleks 2-simpleks 3-simpleks
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Osnovne cCinjenice o simpleksima

= Tocke ag, ..., a, koje razapinju simpleks o nazivaju se vrhovi simpleksa,
a broj n je njegova dimenzija, pa ¢emo ga ponekad oznacivati o”.

= Svaki simpleks o’ razapet nekim podskupom od {ag, ..., a,} naziva
se stranica od o, i pifemo 0’ < 0. Za (n— 1)-dimenzionalnu
stranicu razapetu s {ag, ..., aj—1, dj+1,. .., an) kaZze se da je
stranica nasuprot vrha aj, i to je skup tocaka x € o za koje je t; = 0.

= Unija svih pravih stranica, naziva se rub simpleksa o, oznaka 00.
To je skup tocaka x € o kojima je barem jedna baricentricka
koordinata jednaka nuli.

= Nutrina simpleksa je skup 6 = o\ 0. To je otvoren podskup
hiperravnine razapete skupom {ag, ..., a,}, i nekad se naziva
otvorenim simpleksom (otvoren je u EN samo kada je n = N).

= 0 i G su konveksni podskupovi od EN.

= Postoji homeomorfizam ¢” — B" = {x € E": ||x|| < 1} koji prevodi
rub 3o na jedini¢nu sferu S" ! = 0B" = {x € E": ||x|| = 1}.
Zapravo, dokazat ¢emo vise:
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Konveksan otvoren skup u [E” homeomorfan je kugli

Neka je U C E™ omeden otvoren konveksan skup i w € U.

(a) Svaki polupravac s pocetkom u w sijee rub dU = U\ U
u tocno jednoj tocki.

(b) Postoji homeomorfizam U —s B" koji prevodi 9U na S"1.

Dokaz: (a) U i proizvoljan polupravac p ={w +Av : A > 0} 2/
su konveksni skupovi, pa je p N U konveksan zatvoren
podskup od p, dakle segment {w +Av:0 < A < u} za
neki w > 0. Lako se pokaze dajea=w+puv € 0U, i
da je w+Av € U za A < . Kada bi p sjekao dU u jos
nekoj tocki b = w +nv, bilobin>un. =<«
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Dokaz tvrdnje (b)

(b) Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostavitidajew = 0i U C B".
Preslikavanje f: E"\ {0} — S"~! definirano s f(x) = ﬁ je
neprekidno, i restrikcija flay je bijekcija s U na S"1.

Kako je U kompaktan, ta je restrikcija homeomorfizam, i neka je
g:S"1 — dU njezin inverz. Prosirimo g do bijekcije h: B" — U
tako dazas € S™1, h preslikava segment [0, s] na segment [0, g(s)].

Formalno, definiramo

o (Il x 20
0 ., x=0
Preslikavanje h je neprekidna bijekcija, a kako je B” kompaktan,
h je homeomorfizam koji prosiruje g, pa je njegov inverz
h=': U — B" trazeni homeomorfizam. Ol
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ProSirenje homeomorfizma ruba

Dokaz tvrdnje (b) pokazuje kako se svaki homeomorfizam

g: St =5 9U moze prosiriti do homeomorfizma h: B" =T,

i obratno, svaki se homeomorfizam dU —» S moze prosiriti do
homeomorfizma U —» B". Kao posljedicu dobivamo

Neka je U C E" omeden otvoren konveksan skup. Tada se svaki
homeomorfizam f: 90U — 09U moZe prosiriti do homeomorfizma
h: U— U. Ol
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Simplicijalni kompleksi

Simpleksi sluze kao ,cigle” za izgradnju slozenijih prostora.

Definicija 5.4
Simplicijalni kompleks K u EN je familija simpleksa takva da

(1) stranica svakog simpleksa iz K je simpleks u K;
(2) presjek svaka dva simpleksa iz K je stranica svakog od njih
(moguce prazna).

Primijetimo da simplicijalni kompleks moze biti beskonacan,
tj. familija K moze biti beskonacna.

Dimenzija simplicijalnog kompleksa K je najve¢a dimenzija
simpleksa u familiji K.
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Karakterizacija simplicijalnog kompleksa

Za provjeru Cini li neka familija simpleksa simplicijalni kompleks,
Cesto je korisna sljedeéa

Familija K simpleksa cini simplicijalni kompleks ako i samo ako vrijedi
(1) stranica svakog simpleksa iz K je simpleks u K;
(2") svaka dva razli¢ita simpleksa u K imaju disjunktne nutrine.

Za dokaz, koji nije tezak, vidi [Munkres].

Familije simpleksa
koje ne Cine
simplicijalni kompleks
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Potkompleks

Neka je o neki n-simpleks. Prema prethodnoj lemi, familija koja se
sastoji od o i svih njegovih pravih stranica, je simplicijalni kompleks.
Otito je ispunjeno (1), a (2/) slijedi iz &injenice da za svaku toc¢ku
X € 0 postoji jedna jedina stranica koja sadrzi x u svojoj nutrini.
Ako je L C K potfamilija od K koja sadrzi sve stranice svojih
¢lanova, onda je i L simplicijalni kompleks — potkompleks od K.
Naprimjer, familija svih simpleksa iz K kojima je dimenzija < g

je potkompleks od K koji se naziva q-skelet od K, u oznaci K(9).
Totke O-skeleta K(©) su vrhoviod K, i oznativat ¢emo ih «, B, itd.

n—1)

Naprimjer, (n—1)-skelet o n-simpleksa o je upravo njegov rub 00.
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Politopi i poliedri

Definicija 5.6

Neka je K simplicijalni kompleks u EV, i neka je [K| € EN unija svih
simpleksa iz K. Svaki simpleks neka ima topologiju naslijedenu od EV,
a na |K| neka je topologija definirana tako da je podskup od A C |K]|
zatvoren ako i samo ako je AN o zatvoren u o za svaki 0 € K.
Tako dobiven topoloski prostor |K| naziva se politop ili
geometrijska realizacija od K. Topoloski prostor koji je politop
nekog simplicijalnog kompleksa naziva se poliedar.

Napomena: Ovako definirana topologija na |K| naziva se CW ili slaba
topologija, i ona je opéenito finija od topologije naslijedene od EV.
Ali kada je K lokalno konacan onda se obje topologije podudaraju.

Primjer: K je familija segmenata {[(0,0), (1, 1)] : k € N}.
Skup A = {(% %) : n € N} C |K]| zatvoren je u K
|K| sa CW topologijom, ali nije zatvoren u |K]| kao
potprostoru ravnine E2.

X1




UVOD U ALGEBARSKU TOPOLOGIJU
3. TRIANGULACIJA
§5. SIMPLEKSI | SIMPLICIJALNI KOMPLEKSI

Zatvorenost potkompleksa

Trebat ¢e nam nekoliko jednostavnih topoloskih Cinjenica.

Neka je L potkompleks od K. Tada je |L| zatvoren potprostor od |K|.
Specijalno, svaki je o € K zatvoren potprostor od |K|.

Dokaz: Neka je A zatvoren u |L|. Za svaki simpleks* o € K je o N L]
unija onih stranica 0’ < o koje su u L, pa, jer je A zatvoren u L,
ANo’ je zatvoren u ¢/, dakle i u 0. Kako je Ano= |J Ando’

kona&na unija zatvorenih skupova, on je zatvoren u @. © S

Jer to vrijedi za svaki 0 € K, zakljuéujemo da je A zatvoren u |K|.

Dakle, svaki zatvoren podskup A C |L| je zatvoren i u |K],

tj. relativna topologija na |L| je finija od CW topologije na |L|.

Obratno, ako je B zatvoren u |K| onda je BN o zatvoren u o za

sve 0 € K, paondaizasve 0 € L. Stoga BN|L| zatvoren u |L|,

pa je CW topologija na |L| finija od relativne topologije na |L|. [

*Politop |o] simpleksa ¢ najées¢e ¢emo oznadivati jednostavno o.
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Neprekidnost preslikavanja f: |[K| — Y

Glavni razlog za uvodenje CW topologije, umjesto da se rabi
metricka topologija, tj. topologija potprostora od E”, je sljededi:

Propozicija 5.8

Preslikavanje f: |K| — X je neprekidno ako i samo ako je
restrikcija f|s neprekidna za sve o € K.

Dokaz: |= Ocito: restrikcija neprekidnog preslikavanja je uvijek neprekidna.
< Neka je restrikcija f|; neprekidna za sve 0 € K. Treba pokazati
da je praslika f~1(C) svakog zatvorenog skupa C C X zatvorena u |K]|,
tj. da je f1(C) N o zatvoren u 0 za sve 0 € K.
No, f1(C)No = (flg) 1(C), a to je zatvoren skup u o jer je
restrikcija f|s neprekidna. ]
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Baricentricke koordinate

Ako je x tocCka politopa |K| onda je x u nutrini to¢no jednog
simpleksa 0 € K. Neka su «y, ..., &, njegovi vrhovi. Tada su
jedinstveno odredeni brojevi t; >0, j =0, ..., n, takvi da je

x =3 L otjoji 3 I ot; =1. Za proizvoljan vrh o od K definiramo
baricentricku koordinatu tocke x s obzirom na vrh « kao

0, ako je ¢ # g, ..., &y
to(x) = t ako ie o — o 7 [ — .
i, ako jex =ajzaj=0,...,n

Baricentri¢ke koordinate su neprekidne funkcije fy: |K| — R.
Zaista, fiksirajmo vrh o. Restrikcija funkcije ty na proizvoljan
simpleks 0 € K je neprekidna, jer je to ili konstantna funkcija O
(ako o nije vrh od 0), ili je to baricentri¢ka koordinata iz definicije 5.1.
Stoga je ty neprekidna funkcija prema propoziciji 5.8.
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Hausdorffovo svojstvo i kompaktnost

Ako je K beskonacan simplicijalni kompleks u EV, onda se
topologija na |K| ne mora podudarati s metrickom topologijom
potprostora od EV. Stoga je vazna sljedeca &injenica:

Politop |K| svakog simplicijalnog kompleksa K je Hausdorffov prostor.

Dokaz: Neka su a, b € |K] dvije razli¢ite toc¢ke. Tada postoji barem
jedan vrh o t.d. je to(a) # to(b). BSO* neka je ty(a) < to(b), i
neka je r t.d. je ty(a) < r < ty(b). Tadasu U ={x:ty(x) < r}i
V = {x: ty > r} disjunktni otvoreni skupovi oko a odnosno b. [
Ako je K konacan simplicijalni kompleks onda je njegov politop |K]
konacna unija simpleksa, koji su kompaktni. Stoga vrijedi

Propozicija 5.10

Politop |K| konacnog simplicijalnog kompleksa K je kompaktan. []

*Bez smanjenja opcenitosti
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Kompaktan podskup je sadrzan u konaénom potkompleksu

Vrijedi i neka vrsta obrata.

Ako je A C |K| kompaktan podskup, onda postoji konacan
potkompleks L C K t.d. je A C |L|.

Dokaz: Pretpostavimo da kompaktan skup A nije sadrzan u politopu
niti jednog konacnog potkompleksa. Za svaki simpleks 0 € K t.d.
je AN G # (), odaberimo to¢ku xg € AN . Skup B svih tako
odabranih tocaka je beskonacan, i svaki njegov podskup je zatvoren
jer je njegov presjek sa svakim simpleksom ili prazan ili konacan.

B C A je dakle, beskonacan, zatvoren i diskretan skup pa nema
gomiliSte, u suprotnosti s ¢injenicom da u kompaktnom
Hausdorffovom prostoru svaki beskonacan skup ima gomiliste. [
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Zvijezde i linkovi

Neka je o vrh simplicijalnog kompleksa K. Zvijezda vrha « u K,
oznaka St &, je unija nutrina svih simpleksa od K kojima je o vrh.
Njeno zatvorenje, zatvorena zvijezda, u oznaci St «, je unija svih
simpleksa od K kojima je o vrh, i politop je potkompleksa od K.

Skup St o\ St « je link vrha o, oznaka Lk «.

Skup St « je otvoren u |K] jer je to skup toCaka x € |K|t.d. je to(x) > 0.
Lk o = St o N (|K]\ St &) je politop potkompleksa od K.
Skupovi St ¢ i St « su putevima povezani, dok Lk o« ne mora biti povezan.
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Lokalna konacnost i lokalna kompaktnost

Za simplicijalni kompleks kazemo da je lokalno konacan ako svaki
vrh pripada samo konac¢nom broju simpleksa.

Svaki je konacan simplicijalan kompleks ocito i lokalno konacan.
Nadalje, kompleks K je lokalno konacan ako i samo ako je svaka
zatvorena zvijezda St « politop konacnog potkompleksa od K.

Simplicijalni kompleks K je lokalno konacan ako i samo ako je
njegov politop |K| lokalno kompaktan topoloski prostor.

Dokaz: |= Neka je K lokalno konacan. Toc¢ka x € |K| leZi u St « za
neki vrh «, pa je St « trazena kompaktna okolina od x.
< Neka je |K| lokalno kompaktan i & € K vrh od beskonacno
mnogo simpleksa iz K. Tada svaka okolina od o u |K| sijece
beskonacno mnogo simpleksa, pa njeno zatvorenje ne moze biti sadrzano
u politopu nekog konacnog potkompleksa, te, prema lemi 5.11, ne
moze biti kompaktno. O
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Triangulacija kompaktnih ploha

Triangulacija plohe je poseban tip 2-dimenzionalnog simplicijalnog
kompleksa i funkcije s njega na plohu.
Definicija 6.1
Triangulacija kompaktne plohe M je par (K, 1), gdje je K
konacan 2-dimenzionalan simplicijalni kompleks, a funkcija
T: K — % (M)* svakom simpleksu 0 € K pridruzuje zatvoren
podskup t(o) C M, tako da vrijedi:

(t1) t(o1) Nt(02) = T(01 N 02) za sve 01,07 € K;

(12) za svaki 0 € K postoji homeomorfizam @ : |o| — T(0) takav da
za sve stranice 0/ < 0 vrijedi @s(0’) = 1(0’);

(13) Ugex T(0) = M, tj. skupovi (o) pokrivaju M;

Ako je (K, ) triangulacija plohe M, onda ¢emo i sdmu funkciju
T: K — % (M), a ponekad i sam K, zvati triangulacijom od M.

*9 (M) je partitivni skup odM.
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Homeomorfnost plohe i politopa njezine triangulacije
Triangulacija plohe nije jedinstvena. Ali,

Teorem 6.2

Za svaku triangulaciju T©: K — % (M) kompaktne plohe M postoji
homeomorfizam h: |K| — M t.d. je h(|o]) = t(0) za sve 0 € K,
tj. h preslikava svaki geometrijski simpleks |o| homeomorfno na (o).

Dokaz: Na vrhovima « € K(© definiramo h(x) := t(w).
Na 1-simpleksima definiramo h kao bilo koji od homeomorfizama
koji postoje prema (T2), i primijetimo da Ce slike nutrina razli¢itih
1-simpleksa biti disjunktne zbog (t1). Time je h definiran na rubu
svakog 2-simpleksa o € K, islika h(d0) je homeomorfna kruznici S,
Treba jo$ h prosiriti na nutrine svih 2-simpleksa o € K.
Prema (12) postoji homeomorfizam @q: |o] — T(0), ali se @5 ne
mora na rubu 00 * podudarati s ve¢ definiranim h.

*Oznaku 00 rabimo i za politop [00]|, a ne samo za simplicijalni kompleks 90.
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/Zavrsetak dokaza

Restrikcija 00 ﬁ h(0o) = 1(00) —> aGJe homeomorfizam, pa se,

prema korolaru 5.3, moze prosiriti do homeomorfizma \: 0 — ©.
Tada je @5 o U: |o| = T(0) homeomorfizam koji se na rubu 9o
podudara s h. Time je h definiran na cijelom |K].

Tvrdnja: h je neprekidno preslikavanje: Zaista, za proizvoljan zatvoren
skup C C M i svaki simpleks 0 € K je h"1(C) N o = (hlg)1(C),
a to je zatvoren skup u o jer je h|s neprekidno, pa je, prema
propoziciji 5.8, preslikavanje h neprekidno.

Na svakom o € K je h injektivno, pa je zbog (Tl), h injekcija na
cijelom |K|, a surjektivnost slijedi iz (13), pa je h: |K| — M bijekcija.
Kako je kompleks K konacan, to je, prema propoziciji 5.10, politop
|K| kompaktan.

Dakle, h: |[K| — M je neprekidna bijekcija, a kako je |K| kompaktan
i M je Hausdorffov, zaklju¢ujemo da je h homeomorfizam. O
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Primjeri triangulacija

Politopi (geometrijske realizacije) ovih triangulacija dobiju se lijepljenjem
parova bridova s istim vrhovima.

X o Y 9 X o« B Y o
€ €

3 A
5 B 5 5

L K
[ B By [

o
torus
sfera
5 Y B o o B Y o
€ 9 ) 1 8 5 A ¢
n L K £ £ L K 5
o 5 o4 o
B Y B Y

projektivna ravnina Kleinova boca
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Karakterizacija kompleksa koji trianguliraju plohe

T: K — % (M), gdje je K konacan 2-dimenzionalan simplicijalni
kompleks, je triangulacija kompaktne plohe M = |K| t.d. je
1(0) = |o| za sve 0 € K, ako i samo ako vrijedi sljedece:

Al Svaki brid a € K je stranica to¢no dvaju trokutova A € K.

A2 Za svaki vrh o« € K se bridovi a; i trokuti Ay kojima je « vrh,
mogu svrstati u ciklicki niz a1, A1, as, Ao, ..., am, Am, tako da je
ag=Ai1NAjzasve2<j<m,iag=A,NA, zam23.

A3 K je povezan, sto znaci da se ne moZe prikazati kao unija dvaju
disjunktnih nepraznih kompleksa.

v

Komplekse koji zadovoljavaju uvjete gornjeg teorema nazivat ¢emo
triangulirani 2-kompleksi bez ruba; oni korespondiraju trianguliranim
plohama. Pokazuje se da se svaka ploha moze triangulirati, pa je klasa
geometrijskih realizacija trianguliranih 2-kompleksa bez ruba isto Sto i
klasa svih ploha. Dokaz ¢emo, ili neéemo, napraviti kasnije.
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Ulancane kruznice

»Znamo" da kruznice A i B na slici ne mozemo
rastaviti nikakvim stezanjem/rastezanjem, gura-
njem/povlacenjem i sl. Fundamentalna grupa ce

omoguciti strog dokaz te Cinjenice. A g
No kruznica B moze i vise puta obilaziti A,

a i orijentacija moze biti vazna. (’ )
Dogovorimo se da je obilazak B oko A pozititivan A = B
ako B prolazi ,,odostrag prema naprijed” kroz A,

negativan ako je obratno, i da je taj broj jednak

nuli ako A i B nisu ulancane. (/ )
Dakle, svakoj orijentiranoj kruznici B pridruzen je A < B>
neki cijeli broj, i obratno za svaki n € Z imamo

kruznicu B, koja n puta obilazi A. QA

Ali, htjeli bismo viSe, jer cijeli brojevi nisu samo kl") B,

skup—oni se mogu zbrajati, Cine grupu.
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»Zbrajanje” petlji

Na orijentiranu kruznicu mozemo gledati kao na petlju—put s
istim pocetkom i zavrSetkom, a petlje iz iste tocke xg mozemo
,zbrajati” nadovezivanjem.

Npr. ako su B; i B dvije petlje koje jednom obilaze A, njihov zbroj
Bi + B obilazi A dva puta, kao i petlja By na koju se By + By
moze deformirati. Sli¢no se petlja By + B_1 deformira u petlju By
koja uopce ne obilazi A (nije ,zapetljana” s A).

(o=~ (=
(=~ (=
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Borromeovi* prsteni

Pogledajmo jedan kompliciraniji primjer s 3 isprepletene kruznice:

A B

(N\N\/ (l_)
\
c C

Kao i ranije, na jednu od kruznica, C, gledamo kao na petlju u
komplementu ostale dvije. Mozemo li ju ,otpetljati”"? Najprije
,odvuéemo” A od B. Krenemo |i duz C od istaknute tocke u
oznacenom smjeru prolazimo ,napred” kroz A, ,napred” kroz B,
,hatrag” kroz A, ,,natrag” kroz B. Mjerimo li obilazak oko kruznica

A'i B s dva cijela broja, za svaku od njih ti su brojevi jednaki 0, Sto
reflektira Cinjenicu da C nije zapetljana niti s A niti s B zasebno.

*Vitaliano Borromeo (1620-1690), talijanski arhitekt



UVOD U ALGEBARSKU TOPOLOGIJU
4. FUNDAMENTALNA GRUPA | ORIJENTABILNOST
§7. Motivacija

Nekomutativnost

Oznacimo svaki prolaz petlje C kroz
A'i B slovima a i b ako je ,,napred”,
odnosno a~! i b~1 ako je ,natrag”.
C mozemo deformirati u sumu (pro-
dukt) aba b1 od 4 petlje, tj. ko-
mutator od ai b, i Cinjenica dase C ne
da ,raspetljati” od AU B znadi da taj
komutator nije trivijalan, tj. dobivena
grupa nije komutativna (i obratno).

A /{_ - Q

N\

Ovo je jedna varijanta
Booromeovih prstenova.
| tu je C komutator ,,pro-
laza" petlji a i b kroz A
i B, ali je sada taj komu-
tator trivijalan.
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Usporedba

Usporedimo ove dvije varijante Booromeovih prstenova:

A 5 A N B
(N ™ /\)

C ~

C

A@BW AQ@ 2

U ¢éemu je razlika? Samo u jednom podvoznjaku/nadvoznjaku.

Q
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Putevi i homotopije

Put u prostoru X je preslikavanje f: | — X, I =0, 1.

Homotopija puteva je familija presli-

kavanja f;: I = X, 0 <t <1, td. je

(1) f(0) =xp, (1) =x1 zasve t, i

(2) Pridruzeno preslikavanje F: | x | — X definirano s
F(s, t) = f;(s) je neprekidno.

Kazemo da su putevi fy i 1 homotopni i piSemo fy ~ f;,
f
ili fy ~ f; ako Zelimo naznaditi i samu homotopiju.
U E" svaka su dva puta sa zajednickim krajevima homotopna
linearnom homotopijom f;(s) = (1 —t) fo(s) + t A1(s).
To isto vrijedi i u svakom konveksnom potprostoru od E".
Put f za koji je f(0) = f(1) = xg naziva se petlja u xg.
Svaka je petlja u (konveksnom potprostoru od) E" nul-homotopna,
tj. homotopna konstantnoj petlji.
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Homotopske klase

Propozicija 8.1

Homotopnost puteva sa zajednickim krajevima je relacija
ekvivalencije.

Klasu ekvivalencije puta f nazivamo njegovom homotopskom
klasom i ozna¢avamo [f].

fr .
Dokaz: Tranzitivnost: Ako je fo ~ f1 i f; = g & g1,

81
e e 0<t<} /\A
onda je f = g1, gdje je hy == 1 e
0

Refleksivnost i simetrija su ocite. O
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Produkt puteva

Za puteve f,g: | — X za koje je f(1) = g(0) definira se

: _Jf2s)  0<s<3
produktni put f « g formulom (f«g) (s) := {g(2s _), % <s<1
Produkt puteva ,dobro se ponasa” prema ho-

. . fr . 8t . fi 81
motopijama, tj. ako su fop ~ A1 i g = g1 i

fo(1) = go(0) t.d. je produkt fyegp definiran, @@

onda f; « g; definira homotopiju fosgo ~ f1 * g1. fo &0
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Fundamentalna grupa

Neka je X prostor, xg € X fiksirana bazna tocka, i promatrajmo
samo puteve u X koji pocinju i zavrSavaju u xp, dakle petlje u xg.
Oznacimo s 711(X, xg) skup svih homotopskih klasa [f] petlji u xp.

Propozicija 8.2

m1(X, x0) je grupa s obzirom na mnoZenje [f] [g] := [f « g].

To je fundamentalna grupa prostora X u baznoj tocki xg.

Dokaz: Reparametrizacija puta f je kompozicija f¢ gdje je @: [ — |
bilo koje preslikavanje t.d. je (0) =01 ¢(1) = 1.

fo:r ..
Ocito je uvijek fo 2r gdje je @¢(s) = (1 —1t) @(s) + ts.

Asocijativnost: Nekasu f, g, h: | — X putevi t.d. je (1) = g(0)
i g(1) = h(0) pa su definirani produkti (feg)ehife(gsh).
Tada je put fe+(geh) reparametrizacija puta (feg)e+h po-
mocu po dijelovima linearne funkcije ¢ kao na slici.

51




UVOD U ALGEBARSKU TOPOLOGIJU
4. FUNDAMENTALNA GRUPA | ORIJENTABILNOST
§8. Putevi i homotopije

(X, xo) je grupa

Neutralni element: Neka je f: / — X putod xg do x; acq: /= X
neka je konstantan put u x;. Tada je f «c,, reparametrizacija puta f
funkcijom ciji je graf na lijevoj slici. Sli¢no, put ¢, « f,
gdje je ¢, konstantan put u xp, je reparametrizacija
puta f funkcijom ¢Ciji je graf na desnoj slici.
Dakle, [cx,] je neutralni element u 711 (X, xo).

Inverz: Za put f od xp do x; inverzni put f je put od x; do xg
definiran kao f(s) := f(1 —s).
Neka je i: | — [ identiteta, dakle put u /od O0do 1, a ¢g: | — /
neka je konstantan put u 0. Tada je i« ~ ¢y jer je | konveksan,
pa je
foef = (foi)e(foi)="Ffol(isi)=Ffocy=cx.
Sli¢no se vidida je f « f ~ ¢, pa je, kada se radi o petljama, [f] = [f]~1.[J
Primjer: Za svaki konveksan X C E" i svaku tocku xp € X je 11(X,x) =0
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Ovisnost o baznoj tocki

Ovisi li fundamentalna grupa o izboru bazne tocke? OCito da.
Jasno je da se mozemo nadati nekoj vezi izmedu 711 (X, xp) i 711 (X, x1)
jedino ako xg i x1 leze u istoj komponenti povezanosti putevima.

Za put h: | = X od xg do&lipetljufuxl /i'NQ
definirajmo P([f]) :=[hef+h]. Xo X1 f

Propozicija 8.3

Bp: (X, x1) = m (X, xo) je izomorfizam grupa.

Dokaz: Ako je f; homotopija petlji u x; onda je hef; « h homotopija
petlji u xp pa je 35 dobro definirano.
Nadalje, Bs([fegl) = [hefegehl =[hefehehegehl = 4([f]) Ballg]),
pa je B4 homomorfizam.
Konagno, B+ Br([f]) = B([hefhl) =[hehefeheh] =[f],

i slicno je By Bp(lgl) = [g], za sve [g] € m(X, xo),
pa je 5 izomorfizam s inverzom 3. O
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Jednostavno povezani prostori

Dakle, ako je prostor X putevima povezan onda je grupa 71 (X, xo),
do na izomorfizam, neovisna o baznoj tocki xp, pa se Cesto
oznacava jednostavno 711 (X) ili samo 711 .X.

Za prostor X kazemo da je jednostavno povezan ili 1-povezan
ako je putevima povezan i 7t (X) = 0. OCcito vrijedi

Propozicija 8.4

X je jednostavno povezan ako i samo ako za svake dvije tocke postoji
jedinstvena homotopska klasa puteva koji povezuju te tocke. [

Primjer povezanog

(ne putevima povezanog)

prostora kod kojeg 4
fundamentalna grupa

ovisi 0 baznoj tocki
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Fundamentalna grupa kruznice

Oznac¢imo s w,: | — S petlju s — (cos27mns, sin27tns) u tocki
(1,0) € S, i neka je ®: Z — m1(S?) definirano s ®(n) := [w,].

Teorem 9.1

Preslikavanje ®: 7 — m1(S') je izomorfizam grupa.

Dokaz: Ozna¢imos p: R — St presllkavanJe s > (cos 27s, sin 271s). C\/
R
Tada je w,=p w, gdje je W,: | — R definiranos w,( —nsd
Kaze se da je put w, podizanje petlje Wp. Zbog konvek— d
snosti prostora R je ®(n) = [po f] za bilo koji put f u R

od 0 do n, jer je f ~ W, za svaki takav put.

p
Neka je Tpy: R — R translacija Tpm,(x) := x + m. l o
Tada je Wme(Tmo w,) put uR od 0 do m+ n, pa je Ql,o)
O(m+n) = [po (Gpme(Tm o )] = [(p© D) (p 0 Tm 0 @)

=[(po Wm)+(powy)] =@(m)D(n).
tj. @ je homomorfizam. /
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D je izomorfizam

Kako bismo dokazali da je @ izomorfizam, dokazat ¢emo:
(a) Za svaki put f: | — St iz tocke xo € S! i svaku tocku
%0 € p~(x0), postoji jedinstveno podizanje f: | — R
s pocetkom u Xp.
(b) Za svaku homotopiju f;: [0, 1] — S! puteva s pocetkom u xg
i svaku to¢ku % € p~1(xg), postoji jedinstvena homotopija
puteva f:[001] > Rs pocetkom u Xy koja podize f;.
Pokazimo najprije kako iz ovih dviju tvrdnji slijedi teorem:
Surjektivnost: Za [f] € my(S!) = my(St, (1,0)) neka je £:00,1] =R
podizanje od f s pocetkom u 0 € R.
Tada je ?(1) =neZCRzanekin i ®(n)=[po f1 = [f]. V4
Injektivnost: Neka je ®(m) = @(n), tj. fo ;= Wy, = w, =: f1. Neka je
ﬁ podizanje te homotopije s pocetkom u 0 € R. Zbog
jedinstvenosti podizanja je fy = W i fi = Wp. Jer je f;
homotopija puteva, krajevi miruju, pa je
m= wn(l) =f(1) = A(l) =w,(l)=n
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Dokaz tvrdnji (a) i (b)

Obje ¢emo tvrdnje dobiti kao posljedicu sljedece tvrdnje:

(c) Za svaku homotopiju F: Y x | — S i podizanje Y x {0} i:R
7-_;: Y x {0} — R restrikcije Fo = FlY x {0}, B lp
postoji jedinstveno podizanje F: Y X | — R od F _

Cija je restrikcija na Yx{0} zadano preslikavanje Fp, Y x I L
tj. I:_g = /,':6

Odavde slijedi tvrdnja (a) za Y = x, a tvrdnja (b) dobije se ovako:

Neka je Y = [0, 1]. Homotopiji f; u (b) pridruzeno je preslikavanje

F:[0,1] x I — S definirano s F(s, t) := f(s).

Jedinstveno podizanje I?a: [0,1] x {0} — R dobije se primjenom (a).

Tada (c¢) daje jedinstveno podizanje F:00,1] x I = R,

Restrikcije FHO} x I'i FI{1} x I su podizanja konstantnih puteva u S,

pa su to, zbog jedinstvenosti u (a), konstantni putevi u R.

Znadi, f(s) := F(s, t) je homotopija puteva, i f je podizanje od f;

jerje poF =F. V4
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Dokaz tvrdnje (c¢)

Za dokaz (c) rabit éemo sljedece svojstvo preslikavanja p: R — St

Postoji otvoren pokrivaé {Uy} od S t.d. se za svaki «, skup
p~1(Uy) sastoji od disjunktne unije otvorenih podskupova u R = (*)
t.d. je restrikcija od p na svakog od njih, homeomorfizam na U.

Najprije éemo za proizvoljnu tocku y € Y konstruirati podizanje
I:_y: N, x I — R za neku okolinu N, > y. Za svaki t, tocka

(y,t) € Y x I ima produktnu okolinu N; x (a, by) t.d. je

F(N; x (at, b)) C Uy za neki «. Zbog kompaktnosti, kona¢no
mnogo takvih okolina pokriva {y} x I. Stoga postoji okolina N > y
i0=tg<ti <-- - <tm=1td. jezasvakii, F(N x [t;, ti11])
sadrzan u nekom Uy, kojeg ¢emo oznaditi U;.
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Nastavak dokaza tvrdnje (c)

Pretpostavimo induktivno da smo ve¢ konstruirali F na N x [0, &].
Kako je F(N x [t;, ti11]) C U;, prema (%) postoji otvoren skup
U; C R kojeg p homeomorfno preslikava na U;, t.d. je F(y, t;) € U;.

Mozemo postiéi da je F(N x {t;}) C U;, jer ako nije onda
zamijenimo N x {t;} s presjekom (N x {t;}) N F~1(J;)

t.j. smanjimo N tako da bude F(N x {t;}) C U..

Sada mo¥emo definirati F i na N x [t;, ti+1] kao kompoziciju
preslikavanja F i homeomorfizma (p|U;)~t: U; — U..

Nakon kona¢no mnogo koraka dobivamo podizanje l:'y: N, x1—R
za neku okolinu Ny, > y. /
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Jedinstvenost podizanja u slucaju Y = *

Dokazimo sada jedinstvenost podizanja u specijalnom slucaju kada

je Y samo jedna tocka. U tom slucaju ne trebamo Y niti pisati, pa
pretpostavimo da su F, F l—> R dva podizanja preslikavanja

F:1— S'td. je F(O) F (0). Kao ranije, odaberimo
O=th<ti<---<tp=1td. jeza sve/ F([t;, tix1]) C U;.
Pretpostavimo induktivno da je F= F na [0, t;].

Zbog povezanosti, cijeli skup I-:([t,, ti+1]) mora lezati u jednom od
disjunktnih otvorenih skupova U; koji se homeomorfno projiciraju na U;.
Zbog istog razloga i jer je F ( ;) = F(t;), mora biti [ F/([t,, tir1]) C U
Kako je p|U; injekcija i poF = poF, mora biti F = Fna [t tis1],
odakle indukcijom slijedi trazena jedinstvenost. /
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Kraj dokaza tvrdnje (c) i teorema 8.1

Dakle, oko svake tocke y € Y postoji okolina N, i podizanje

IN-_y: N, x I — R, i zbog dokazane jedinstvenosti, ta se podizanja
podudaraju na {y} x / kad god je y € Ny N Ny». Tako dobivamo
dobro definirano jedinstveno podizanje F na cijelom Y x [.
Podizanje F je neprekidno jer je neprekidno na svakom N, x [,

a skupovi N, x [ su otvoreni i pokrivaju Y x [. []

Napomena: Preslikavanje p: R — S definirano s p(s) := (cos 27s, sin 271s)
iz dokaza teorema 8.1 obic¢no se naziva eksponencijalno preslikavanje.
Naime, ako na S! gledamo kao na jedini¢nu kruZnicu u
kompleksnoj ravnini, onda je p(s) = 7.
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Primjena: osnovni teorem algebre

Teorem 9.2 (Osnovni teorem algebre)

Svaki nekonstantni polinom s kompleksnim koeficijentima ima
nultocku u C.

Dokaz: Pretpostavimo da p(z) = z"+a;z" 1+ - -+a, nema nultocke u C.

27tis
Tada je za svaki r > 0 formulom £,P(s) := %, s e [0,1],

definirana petlja u S! bazirana u 1. Variranjem r unutar [0, r]
vidimo da su sve te petlje homotopne petlji fo(p), koja je

konstantna petlja u 1, pa je [f,(p)] =0 ¢c m(Sh) za sve r.

Neka je r > max{1, |a1| + - - -+ |anl}. Tada za |z| = r vrijedi

2 =r"=r- "> (lal - lan) 1277 > a2 4 4 anl.
Zbog |z"|>|a1z" M- - 4ay|, pe(z) := z"+t(a1z" 1+ - -+a,) nema
zat € [0, 1] nultodaka na kruznici |z| = r. Familija £.**) je homotopija
od petlje ™ (s) =2 = w,(s) do £7), pa je [wal = [£] =0,
tj. n=0. O
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Primjena: Brouwerov teorem o fiksnoj tocki u dimenziji 2

Teorem 9.3 (Brouwer ~ 1910.)

Svako neprekidno preslikavanje h: D? — D?, dvodimenzionalnog
diska D? u sama sebe, ima fiksnu tocku.

Dokaz: Pretpostavimo da je h(x) # x za sve x € D?. st
Neka je r(x) presjek sa S! = 0D?, zrake iz h(x)
kroz x. Time je definirana retrakcija* r: D?> — S!.
Pokazimo da takva retrakcija ne moze postojati:

Neka je fy bilo koja petlja u S bazirana u xp € S™. r(x) %0

U D? postoji homotopija petlje fy do konstantne petlje u xp, pa ¢e

kompozicija retrakcije r s tom homotopijom dati homotopiju u S!

od fy do konstantnog preslikavanja u xg, $to bi znacilo da je svaka

petlja u S' nulhomotopna (u S*), u kontradikciji s 77 (St) #0. [

*Neka je A C X. Za neprekidno preslikavanje r: X — A kazemo da je
retrakcija ako je r|a = 14, tj. r(x) = x za sve x € A.
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Primjena: Borsuk-Ulamov teorem u dimenziji 2

Teorem 9.4 (Borsuk-Ulam)

Za svako neprekidno preslikavanje f: S*> — E? postoji par
antipodnih todaka x i —x t.d. je f(x) = f(—x).

Dokaz: Pretpostavimo da je f(x) # f(—x) zasve x. Tadajes g(x) := M

dobro definirano preslikavanje g: S — S!. Petljan(s) := (cos 27s, sin 27ts, 0)
jednom obilazi ekvator od S?> C E3, i neka je h:=gomn: [ — St
Zbog g(—x) = —g(x) in(s + 3) = —n(s), vrijedi

hs+1) = g(n(s+1)) = g(—n(s)) = —g(n(s)) = —h(s) zasve s € [0, 1.

Neka je h: | — R podizanje petlje h. Tada je h(s + 1) h(s)+ 4 za

neki neparan broj g (jer se E(s+%) i h(s) projiciraju u duametralne tocke).
Zbog neprekidnosti, g ne ovisi 0 s, pa je specijalno h(1) = 71(%)4—% = h(0)+q
Znadi h predstavlja g-struki generator od 711 (S1), a kako je g neparan, h 0.
Ali h je kompozicija | - S2 5 St i oéito je 1 ~ 0, pa mora biti h~0. [J
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Rastav sfere S? na tri zatvorena skupa

Korolar 9.5 (Lusternik=Schnirelman—Borsuk)

Neka je S?2 = A; UA U Az gdje su skupovi A1, Ay, As zatvoreni.
Tada barem jedan od njih sadrzi par antipodnih tocaka.

Dokaz: Za x € S? neka je dj(x) :=d(x, A;), i=1,2,3.
Preslikavanje x — f(x) := (di(x), d»(x)) je neprekidno
preslikavanje S> — E? pa, prema Borsuk-Ulamovu teoremu, postoji x
t.d. je f(x) = f(—x), tj. di(x) = di(—x) i do(x) = dz(—XL
Ako je jedan od tih brojeva jednak 0, onda x i —x leze u A; = Ay
ili oba leze u Ay = As.
Ako su pak oba broja pozitivna, onda niti x niti —x ne leze niti u
A1 niti u Ap, pa oba moraju lezati u As. ]
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Fundamentalna grupa produkta

Propozicija 9.6

Ako su X i Y putevima povezani prostori onda je
(X X Y)=m(X) xm(Y).

Dokaz: Svaka je petlja f = (g, h): | — X x Y ekvivalentna dvjema
petljama: jednoj u X i jednoj u Y. Isto je tako svaka homotopija f;
petlji u X x Y ekvivalentna dvijema homotopijama petlji u X
odnosno Y. Tako dobivamo bijekciju

(X XY, (x0, y0)) = (X, x0) x (Y, yo)

danu s [f] — ([g], [h]), koja je olito izomorfizam grupa. O]
Primjer: Fundamentalna grupa torusa. Prema propoziciji je
m (St x SY) = Z x Z. Paru (p,q) € Z x Z odgovara
petlia wpq = (wp, wy) koja obilazi p puta oko jednog
Sl-faktora i g puta oko drugog. Ta petlja moZe biti i
zauzlana, kao Sto pokazuje primjer p = 3, g = 2 na slici.
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Inducirani homomorfizmi

Neka je @: (X, xp) — (Y, o) preslikavanje punktiranih prostora.
Tada ¢ inducira homomorfizam ¢, : 71 (X, x0) — m (Y, yo)
definiran s @, ([f]) = [ f].

Presllkavanje @, dobro je definirano jer ako je fo “ f; onda je

@ fy = ¢ fi, paje o.([f]) = lo ] = [p Al = ¢.([A]).

Nadalje, @, je homomorfizam jer je @o(feg) = (pof)e(pog), paje
¢« ([f1lg]) = [@o(f < g)] = [(pof) +(9g)] = [pof] [pog] = @.([f]) @ (lg]).

Direktno iz definicije slijedi

Propozicija 10.1 (Funktorijalnost)

(1) Za kompoziciju (X, x0) 5 (Y, y0) = (Z, z0) je (b @) =y @
(2) 1, =1, tj. identiteta 1x: X — X inducira identitetu
1711(X,X0)Z7'[1(X,X0) —)7‘[1(X,X0). L]

Drugim rije¢ima 71 : Topg — Gp je (kovarijantan) funktor.
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Fundamentalna grupa sfera

Odavde, tzv. , general nonsense” argumentacijom, slijedi

Korolar 10.2

Ako je @: (X, x0) — (Y, vo) homeomorfizam onda je
©«: 11 (X, x0) = (Y, o) izomorfizam.

Specijalno, fundamentalna grupa je topoloska invarijanta. [

Teorem 10.3

m1(S") =0zan> 2.

Dokaz: Neka je f petlja u S” bazirana u toc¢ki xp € S”. Ako f nije
surjekcija, tj. ako postoji to¢ka x # xp koja nije u slici petlje f,
onda je f zapravo petlja u S" \ {x} = E” pa je nul-homotopna.
Dakle, kako bismo dokazali teorem, dovoljno je dokazati da je
svaka petlja f homotopna nekoj petlji koja nije surjekcija.
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»,Odmicanje” petlje od neke tocke

Neka je X # xp neka tocka i B C S" otvorena kugla oko X,
dovoljno mala da ne sadrZi xy. Skup f—1(B) sastoji se od, mozda
beskonacne, familije disjunktnih intervala (a;, b;). Zbog
kompaktnosti, f ~1(X) je sadrzan u konacnoj uniji tih intervala.
Neka je (a;, b;) jedan od njih, tj. (a;, b;) N F~1(%) # (), i neka je
fi == fllai, bil.

Put f; lezi u B injegove krajnje tocke f(a;), f(b;) leze na 0B
Zan > 2je dB = S"~! putevima povezan, pa neka je g put
udB C Bod f(a;) do f(b;). Kako je B= D", toje g ~ f;.

dobit ¢éemo petlju u xp koja ne prolazi tockom X, dakle nije
surjekcija, a homotopna je zadanoj petlji f. O

Za bilo koju tocku x € E" je E™\ {x} = S"! x R, pa je

m(E"\ {x}) = m (") x m(R) = {% Zig
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E2 2 E" za n#2

Kao posljedicu dobivamo ovaj ,,svakom jasan” ali netrivijalan rezultat:

Korolar 10.4
Za n # 2 prostori E? i E" nisu homeomorfni.

Dokaz: Pretpostavimo da postoji homeomorfizam f: E? — E".
Tada je i restrikcija flg2\(0): E2\ {0} — E"\ {f(0)} homeomorfizam.
Ali, za n =1 prostor E! \ {f(0)} nije povezan, dok E? \ {0} jeste,

azan>2jem(E"\{0}) =0, dok je 7y (E?\ {0}) = Z. O
| 1
=Sn—1xR =S1xR

Koristeci se visim homotopskim ili homoloskim grupama, pokazuje
se da je E" 2 E™ za n # m.

Stovise, vrijedi tzv. teorem o invarijanciji dimenzije da neprazni
otvoreni podskupovi od E" i E™ mogu biti homeomorfni jedino
kada je n=m.
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Stupanj preslikavanja iz ravnine u ravninu

Neka je U C [E? otvoren podskup. Za neprekidno preslikavanje

f: U — E? kazemo da je regularno u tocki a € U ako postoji
okolina V C U oko tocke a t.d. je f(x) # f(a) za sve x € V \ {a}.*
Neka je R > 0t.d. je probugeni disk D* = {x € E2: 0 < ||x—al|| < R}
sadrzan u V. Tada je f(D*) C E?\ {f(a)} pa f inducira
homomorfizam f,: 71 (D*) —» m (E2 \{f(a)}).

Nekasuvy: [0,1] — D*iu: [0,1] — E2\{f(a)} petlje t.d. su [y] i [u]
generatori beskona&nih cikli¢kih grupa 71 (D*) i 711 (E? \ {f(a)}),
tj. m(D*) = (yl) i m (B2 \ {f(a)}) = ([u)).

Kako je f, homomorfizam grupa, postoji d € Z t.d. je f.([y]) = d [ul.
Broj d naziva se stupanj preslikavanja f u toc¢ki a, oznaka d(f),.
Nije tesko pokazati da je definicija dobra, t.j. da ne ovisi o odabranom
disku D niti o odabranim reprezentantima generatora [y] i [u].

*Uoci da ovo ne znadi injektivnost na V, veé samo da se niti jedna toc¢ka iz
V' \ {a} ne preslikava u f(a)!
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Multiplikativnost stupnja preslikavanja

Neposredno iz definicije slijedi

Propozicija 11.1

Ako je preslikavanje f regularno u tocki a i g je regularno u tocki f(a),
onda je g o f regularno u a i vrijedi d(gof)y = d(g)fs) - d(f)a. [

Potprostor I' C E? koji je homeomorfan kruZnici naziva se
Jjednostavno zatvorena krivulja. VVazna je sljedeCa Cinjenica:

Teorem 11.2 (Jordanov teorem o jednostavno zatvorenoj krivulji)

Svaka jednostavno zatvorena krivulja T C E? dijeli ravninu na dva
otvorena povezana skupa (podrudja), i T' im je zajednicki rub.
Jedno od tih podruéja je omeden skup (zovemo ga unutarnje
podrucje), a drugo je neomeden skup.

lako je iskaz Jordanova teorema intuitivno vrlo prihvatljiv, dokaz
nije jednostavan (vidi npr. [Munkres]).
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Teorem o invarijanciji domene

Trebat ¢e nam sljedeéa slaba verzija teorema o invarijanciji domene
u dimenziji 2:

Teorem 11.3 (Brouwer)

Neka je U C [E? otvoren podskup a h: U — E? smjestenje, t.j.
h: U — h(U) je homeomorfizam, pri cemu h(U) ima topologiju
potprostora od E?. Tada je skup h(U) otvoren u E2.

Dokaz: Neka je y € h(U) proizvoljna tocka, x € U t.d. je h(x) =y,
i neka je D otvoren disk oko x t.d. je D C U. Rub 9D je kruznica,
pa, jer je restrikcija hl5: D — h(D) homeomorfizam, h(dD) je
jednostavno zatvorena krivulja u E?. Prema Jordanovom teoremu 11.2,
unutarnje podrucje odredeno s h(0D) je otvoren skup.
Ali ovo unutarnje podruéje je upravo h(D), i to je otvoren skup u E?,
pa, jerje D C U, tojey = h(x) € h(D) C h(D) C h(U), paje h(D)
otvorena okolina od y sadrzana u h(U), tj. h(U) je otvoren skup. [J
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Teorem o invarijanciji domene u dimenziji 2

Poboljsanje prethodnog Brouwerovog teorema je sljededi:

Teorem 11.4 (Teorem o invarijanciji domene)

Neka je U C E? otvoren podskup a h: U — E? neprekidna injekcija.
Tada je h smjestenje, tj. h: U — h(U) je homeomorfizam (pri cemu
h(U) ima topologiju potprostora od E?), i skup h(U) je otvoren uE?.

Dokaz: Dovoljno je vidjeti da je h otvoreno preslikavanje. Neka je V C U
otvoren podskup, y € f(V) neka to¢ka, x € Vtd.jef(x)=y,i D
otvoren disk oko x t.d. je D C V. Zbog kompaktnosti i injektivnosti
je restrikcija hlp: D — h(D) homeomorfizam, a kako je rub D
kruZnica, to je h(dD) jednostavno zatvorena krivulja u E2.

Prema Jordanovom teoremu 11.2, unutarnje podruéje odredeno s h(0D)
je otvoren skup. Ali ovo unutarnje podrudje je upravo h(D) C h(V),

i to je otvoren skup u E?, pa je skup h(V) otvoren, tj. h je

otvoreno preslikavanje. []
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Stupanj homeomorfizma

Homeomorfizam je ocito regularno preslikavanje u svakoj tocki.
Vrijedi

Neka je U C E? otvoren povezan skup, i h homeomorfizam s U na
h(U) C E?. Tada je u svim to¢kama a € U stupanj d(h), jednak 1
ili je u svim tockama jednak —1.

Dokaz: Prema Brouwerovom teoremu 11.3, h(U) je otvoren skup, pa je
za inverzni homeomorfizam h~1: h(U) — U definiran stupanj u
tocki h(a). Zbog multiplikativnosti stupnja preslikavanja,
propozicija 11.1, je d(h™)p(,) - d(h)s = d(1y)a. Medutim, stupanj
identitete je olito jednak 1, pa je stupanj d(h), jednak ili 1 ili —1.
Konstantnost stupnja slijedi iz povezanosti od U i Cinjenice da je h
homeomorfizam (oko toga ima ipak malo posla). O
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Orijentacija planarnih podrucja na plohi

Za otvoren povezan podskup U plohe M kazemo da je planarno
podrucje na M, ako postoji homeomorfizam @: U — Q s U na
neko podrudje, tj. otvoren povezan podskup, Q C E2.

Za homeomorfizme @1: U — Q1i @2: U — Q) kazemo da su
ekvivalentni ako je stupanj kompozicije @ o (pfl: Q71 — Q5 jednak 1.
Postoje to¢no dvije klase ekvivalencije. Zaista, ako je ¢: U — Q
kompozicija homeomorfizma @: U — Q i zrcaljenja s obzirom na
prvu koordinatnu os (konjugiranje), tada je stupanj kompozicije
®o @ !jednak —1, pa @ i @ pripadaju razli¢itim klasama, i svaki
drugi takav homeomorfizam je ekvivalentan ili s ¢ ili s .

Izbor jedne od dviju klasa ekvivalencije je orijentacija podrucja U.
Orijentacija podrudja U inducira (restrikcijom) orijentaciju na
svakom potpodrucju V C U, a za orijentacije planarnih podrucja
U1 i Uz kazemo da su kompatibilne ako induciraju iste orijentacije
na svim potpodrucjima presjeka Uy N Up.*

*Presjek povezanih skupova ne mora biti povezan!
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Orijentabilnost ploha

Sada, kona¢no, mozemo definirati orijentabilnost ploha:
Definicija 11.6

Za plohu kazemo da je orijentabilna ako se svako njezino planarno
podrucje moze orijentirati tako da su orijentacije svaka dva
podrucja kompatibilne.

Homeomorfizmi ocito ¢uvaju orijentabilnost. Stoga postoje dvije
klase ploha: orijentabilne i neorijentabilne. Orijentabilna ploha ima
toc¢no dvije orijentacije.

Kako bi se orijentirala orijentabilna ploha, dovoljno je kompatibilno
orijentirati sve Clanove nekog pokrivaca planarnim podrudjima.

Definicija 11.7

Za triangulirani 2-kompleks K bez ruba (vidi teorem 6.3) kazemo
da je orijentabilan ako je njegova geometrijska realizacija |K]|
orijentabilna ploha.
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U ovom ¢emo poglavlju upoznati jo$ jednu, zapravo Citav niz
topoloskih invarijanata— homoloske grupe. Bavit ¢emo se
simplicijalnim homoloskim grupama, koje su prilagodene
simplicijalnim kompleksima, a singularne homoloske grupe ¢emo
samo spomenuti u vezi topoloske invarijantnosti homoloskih grupa.

Prednost homoloskih grupa pred fundamentalnom grupom je
¢injenica da su homoloske grupe abelovske* i, Cesto, lako izracunljive.
U tu svrhu ponovimo neke Cinjenice o konaéno generiranim
abelovskim grupama.f

*Kod nas se najcesée kaze Abelova grupa, ali je ispravno abelovska grupa;
isto kao Sto kazemo euklidski prostor a ne Euklidov prostor (a i engleski je
abelian group, a ne Abel’s group).

fU ovom ¢ée poglavlju sve grupe biti abelovske, pa nekada to neéemo
posebno naglasavati.
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Abelovske grupe

Abelovska ili komutativna grupa (G, +) je skup G s binarnom operacijom

+: G x G — G (zovemo ju zbrajanje), koja ima ova svojstva:
asocijativnost: Va,b,c € G vrijedia+ (b+c)=(a+b)+c
neutralni element: 30 € G t.d. Va€ G vrijedia+0=0+a=a
postojanje inverza: Vae G, 3(—a) e Gtd. jea+ (—a)=(—a)+a=0
komutativnost: Va,b € G vrijedia+ b=>b+ a.

a+---+a ,n>0

L 1

n sumanada
Zane€Ziac Gdefinirase n-a:= 0 , n=0,

—(a+---+a) ,n<0
|n|] sumanada
Lako se pokazuje da za ovako definiranu funkciju (n, a) — na
saZxG — Gvrijedi:  (m+n)a= ma+ na n(a+ b) =na+nb
(mn)a= m(na) la=a

pa su abelovske grupe isto Sto i Z-moduli.
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Konacno generirane i slobodne abelovske grupe

Definicija: Za podskup A ={a;: j € J} abelovske grupe G kazemo da
generira G ako za svaki g € G postoje a1,...,ak € Ainm,...,nc €7Z
td. jeg = Zj-;l njaj. Pisat ¢emo G = (A).

Ako postoji konacan skup koji generira G onda kazemo da je grupa G
konacno generirana.

Prikaz g = Zjlle njaj, aj € A, nj € Z, opcCenito nije jedinstven, ali
ako postoji podskup A C G za koji je takav prikaz jedinstven, onda
se kaze da je G slobodna abelovska grupa, a za skup A kaze se
da je baza grupe G. Pokazuje se da sve baze slobodne abelovske grupe G
imaju istu kardinalnost, i ona se naziva dimenzijom grupe G.

Kao za vektorske prostore, slobodne abelovske grupe imaju sljedece
univerzalno svojstvo: Neka je A baza slobodne abelovske grupe G
i f: A— H funkcija u proizvoljnu abelovsku grupu H. Tada postoji
jedinstven homomorfizam grupa f:G—H koji prosiruje f,

tj. takav da je ?(g) = f(g) za sve g € A.



UVOD U ALGEBARSKU TOPOLOGIJU
5. HOMOLOSKE GRUPE
§12. KONACNO GENERIRANE ABELOVSKE GRUPE

Konstrukcija slobodne abelovske grupe nad nekim skupom
Neka je A={a;:j € J} neki skup i neka je F(A) skup svih funkcija
©: A— Ztd.je p(a) # 0za samo kona¢no mnogo elemenata a € A.
Zbrajanje u F(A) definiramo po tockama: (@+W)(a) := @(a)+W(a),
@ itime F(A) postaje abelovska grupa. Njezini elementi imaju
jedinstven prikaz kao konacne sume @ = Zle nj@;, nj € Z, gdje

su @;: A — Z funkcije definirane s @;(x) = { 1ox=3 5o je F(A)

0, x;éaj

slobodna abelovska grupa s bazom {@; :j € J}.
Identificiramo li a; € A s funkcijom @;, F(A) postaje slobodna
abelovska grupa s bazom A, a njezini elementi su formalne konaéne

k
sume ) ;. njaj, nj € Z, aj € A.
Nije tesko vidjeti da je slobodna abelovska grupa F(A) generirana*
skupom A ={aj : j € J} izomorfna direktnoj sumi @jeJ Z;, gdje je
Zj=Zzasve j€ J(pidese F(A) =P ,Z).

*Kada kazemo da je slobodna abelovska grupa G generirana skupom A, to
ée uvijek znaditi da je A baza, tj. da je G slobodno generirana skupom A.
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Torziona podgrupa

Za element a abelovske grupe G kaZzemo da je konacnog reda ako
postoji n € N, (n #0), t.d. je na = 0. Najmanji takav n naziva se
red elementa a. Lako se vidi da je podskup T(G) C G svih elemenata
konacnog reda podgrupa grupe G, i naziva se torziona podgrupa.
Ako je T(G) ={0} kaze se da grupa G nema torzije.
OCcito je torziona podgrupa bilo koje konacne abelovske grupe, cijela grupa.
S druge strane, svaka slobodna abelovska grupa je bez torzije, ali
ne vrijedi obratno, tj. nije svaka abelovska grupa bez torzije
slobodna. Naprimjer, aditivna grupa (Q, +) racionalnih brojeva
nema torzije ali nije slobodna. Zaista, odito je da jedan racionalan
broj nije dovoljan da generira Q. Neka su g i Z—j dva razli¢ita, do
kraja skracena razlomka. Tada je

L’qur (lq’)% =p'p—pp' =0

€L €L

/
pa £ i % ne mogu biti elementi neke baze za Q.

Qo
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Rang abelovske grupe

Za podskup A C G abelovske grupe G kazemo da je linearno nezavisan
ako je za svaki konacan podskup {as, .. ., ak} C A jednakost Zlenjaj =0,
nj € Z, moguca jedino za ny = --- = n, = 0. Najveca kardinalnost
linearno nezavisnih podskupova grupe G naziva se rangom grupe G, r(G).
Rang slobodne abelovske grupe jednak je njezinoj dimenziji.

Ako je svaki element abelovske grupe G konacnog reda, posebno
ako je grupa G konacna, onda je r(G) = 0.
Lako se vidi da je r(G ® H) = r(G) + r(H).
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Struktura konacno generiranih abelovskih grupa

Navest ¢emo, bez dokaza, dva klju¢na teorema o konac¢no
generiranim abelovskim grupama.

Teorem 12.1
Neka je G konacno generirana abelovska grupa. Tada:
(i) G je izomorfna konacnoj direktnoj sumi ciklickih* grupa.
(if) Postoji jedinstven r € N t.d. je broj beskonacnih ciklickih
grupa u svakoj dekompoziciji grupe G u direktnu sumu
ciklickih grupa, jednak r. )

Dakle, ako je G konacno generirana slobodna abelovska grupa,
onda postoji jedinstven re Ntd. e G=ZZ & --- P Z.
I — |

r sumanada

*Beskonaéna cikli¢ka grupa je grupa izomorfna aditivnoj grupi (Z,+), a
konacne cikli¢cke grupe su grupe izomorfne kvocijentnoj grupi Z/mZ za neki
m € N. Najc¢esée oznake za grupu Z/mZ su Z,, ili, danas cesée, Z/m.
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§12. KONACNO GENERIRANE ABELOVSKE GRUPE

Strukturni teorem za konacno generirane abelovske grupe

O strukturi konacno generiranih abelovskih grupa govori sljedeci teorem.
Teorem 12.2 (Strukturni teorem za kona&no generirane abelovske grupe)

Neka je G konacno generirana abelovska grupa.

(i) lli je G slobodna abelovska grupa pa postoji jedinstven r € N
td jeG=Z®---®Z, ili postoje jedinstven cijeli broj r >0 i
r sumanada
Jjedinstveni prirodni brojevimy, ... ,my, my>1, my|my|---|my,
td G220 QLS L @ ©Lm,.
I — |
r sumanada
(i) lli je G slobodna abelovska grupa pa postoji jedinstven r € N
td jeG=Z®---®Z, ili postoje jedinstven cijeli broj r >0,
I — |

r sumanada

jedinstveni prosti brojevi p1, . . ., pe i jedinstveni prirodni brojevi

ny,...,ng, t.d.jeGEZ@---@Z@prl @--'@Zpge.

r sumanada

Napomena: Brojevi my, ..., my nisu nuzno razliciti. Isto vrijediza py,...p¢izang, ..., ng
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Nekoliko komentara uz strukturni teorem

Strukturni teorem pokazuje da je svaka konacno generirana
abelovska grupa G izomorfna direktnoj sumi Z" ® T(G), a torziona
se podgrupa T(G) moze na dva jedinstvena nacina zapisati kao

T(G)Zlm® &L, m>1, my|mal | my

i kao

:prl@"'@ngé
pri Cemu su brojevi r, k, £, my, ..., myg, p1,...,pei N, ..., Ng
jedinstveno odredeni grupom G.
Brojevi my, ..., my nazivaju se torzioni koeficijenti ili invarijantni
faktori grupe G, a potencije prostih brojeva p*, ..., pg“ su njezini

elementarni divizori.

Broj r, dimenzija slobodnog sumanda Z" grupe G, jednak je rangu
grupe G, i naziva se Bettijev broj grupe G.



UVOD U ALGEBARSKU TOPOLOGIJU
5. HOMOLOSKE GRUPE
§12. KONACNO GENERIRANE ABELOVSKE GRUPE

O rangu grupe, podgrupe i kvocijenta

Trebat ¢e nam sljedeéi teorem o rangu grupe, podgrupe i kvocijenta:

Neka je G abelovska grupa konacnog ranga, a H njezina podgrupa.
Tada jer(G) =r(H) +r(G/H).

Dokaz je straightforward
(vidi npr. Lars V. Ahlfors and Leo Sario. Riemann Surfaces,
Princeton Math. Series, No. 2, Princeton University Press, 1960, p. 51).

Korolar 12.4
Neka je 0 — E s F & G — 0 kratki egzaktni niz* abelovskih
grupa, i F je konacnog ranga. Tada jer(F) =r(E) + r(G). O

*To znadi da je f monomorfizam, g epimorfizam i Im(f) = Ker(g).
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Orijentirani simpleksi

Svakom ¢emo simplicijalnom kompleksu K pridruziti niz abelovskih
grupa H,(K). Pokazuje se da su te, homoloske grupe topoloske
invarijante, t.j. da ovise samo o geometrijskoj realizaciji |K| kompleksa K.
Za homologiju e biti vazan redoslijed vrhova u simpleksu, tj.
orijentacija. Neka je n-simpleks o razapet vrhovima «y, ..., &,.

Dva redoslijeda vrhova smatrat ¢emo ekvivalentnim ako se razlikuju
za parnu permutaciju, a o zajedno s jednom od dviju klasa ekvivalencije,
zvat ¢emo orijentirani simpleks i oznadivat emo ga 0 = [xg, ..., X,).
Za orijentirani simpleks 0 = [xg, o1, X, . .., &), isti je geometrijski
simpleks ali sa suprotnom orijentacijom jednak —o = [&1, &g, &2, . . ., Xnl.
Ako je 0 = [xg, ..., &) orijentirani simpleks onda je i svaka stranica

o’ < o orijentirana na uskladen na&in. Ovako orijentirana stranica
nasuprot vrhu o je [otg, ..., &, ..., &p] i= [0tg, ..., Xj—1, 01, .., Kpl.
Odsada ¢e svi simpleksi biti orijentirani pa to najces¢e neCemo
posebno naglasavati.
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Simplicijalni lanci

Za simplicijalni kompleks K neka je C,,(K) slobodna abelovska grupa
kojoj bazu cine svi orijentirani n-simpleksi u K. Elemente grupe
C,(K) zovemo n-lanci i zapisujemo ih kao sume { = ZjeJ n;joj.
Na koeficijent nj uz o; Cesto je dobro gledati i kao na ((0;), t.j.

kao na vrijednost lanca ¢ na simpleksu o;.

Rub simpleksa [ag, . . ., otn)
sastoji se od svih stranica o o o | o] (o]
(X0, ... Ry ey Ol o fal=lalTice

X2

Pokazalo se da je za rub oo, ox1, ] = [oxr, o] — [, o]+ [exg, &1
korisnije  umjesto sume -

o
uzeti alterniranu  sumu o«

S (DKo, ..., 0, - 0] o
dleg, 1, X2, 03] = [ox1, 2, 3] — [exg, X2, 3]
&g

o1 +[oeo, o1, 3] —lexp, o1, 2]
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Homomorfizam ruba

Homomorfizam ruba 9,,: C,(K) — C,_1(K) jezan >
na bazi* formulom

dnlloo, -y o) =3 7 _o(=1) Koo, ..., Ok, - ooy o,
azan=0je dg: Co(K) — 0=: C_1(K) nul-homomorfizam.

1 zadan

Lema 13.1 (osnovno svojstvo homomorfizma ruba)

o

Kompozicija Cp(K) L Cr_1(K) == Cr_o(K) je nul-homomorfizam.

Dokaz: 9,(0) = d,([axg, ..., anl) = Y f_o(—1)¥[ex0, ..., Ok, ., &)
paje  0,-104(0) = Z(—l)k(—l)e[oco,...,&\g,...,&;,...,oc,,]
t<k
—|—Z D) Moy, oo DRy ey Oy Ol
>k

Zamijenimo li u drugom sumandu k < {, sumandi se pokrate. [

*Homomorfizam 0, dovoljno je zadati na bazi jer je C,(K) slobodna
abelovska grupa.
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Homologija lan¢anog kompleksa

Niz abelovskih grupa i homomorfizama
n+1

€ c— G — C—>C,,1—> —>C1—>Co 0
t.d. je a,, 0,41 = 0 za sve n, naziva se lanc¢ani kompleks.
Elementi podgrupe Kerd, C C, nazivaju se n-ciklusi a elementi
podgrupe Im 0,41 C C, n-rubovi, a zbog 0,0,+1=0jeIm 9,1 CKerd,.
Kvocijentna grupa H,, := Kerd,/lm 0,1 naziva se
n-ta homoloska grupa lancanog kompleksa ‘6. Elementi od H,
nazivaju se homoloske klase, oznaka [z], z € Ker 0, a za dva ciklusa
(i ¢’ koji pripadaju istoj klasi kaze se da su homologni, i pifemo ¢ ~ (.
Za simplicijalni kompleks K, homoloske grupe lan¢anog kompleksa
o Crar(K) 222 Co(K) 25 Coa(K) — - — Gi(K) 25 Go(K) 20

nazivamo simplicijalnim homoloskim grupama od K, oznaka H,(K),
ili, jednostavno, homoloskim grupama od K.
Rang r (H,,(K)) naziva se n-ti Bettijev broj kompleksa K.

Dogovor: Zbog preglednosti, naj¢esée ¢emo pisati samo 0 (bez indeksa).
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Primjer 1

Co(0?) = Kerdg = (&g, 1, o), ali su svaka dva
O-simpleksa (vrha) homologna, jer je njihova razlika rub
odgovarajuceg brida (1-simpleksa). Stoga je Ho(0?) =7Z.
d(nolowg, 1] 4 nilow, o] + nalxg, x2])

= NgX1 — NgXg + N1X2 — N1 X1 + N2 — N2 X

= —(ng + n2)xg + (no — ny)oxg + (N1 + n2) oz,

pa je to jednako 0 samo za no +ng =ng—ny = n1 +np =0, tj. za
ng = n; = —ny. Dakle, jedini 1-ciklusi su cjelobrojni visekratnici
ciklusa ¢ = [xp, o1] + [ox1, ap] — [oxg, 2], pa je Kerd; = Z.
Ali, kako je 902 = (, to je Im 9, = Kerd1, pa je Hi(0?) =
Nadalje, 902 = ( # 0, pa je Kerd, =0, te je i Ho(0?) = 0.
Konadno, u dimenzijama > 3 nema nicega, pa je H,(0?) =0zan > 3.

Xo X1

0.
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Primjer 2

5 Z,n=0in=1
Hn(ac):{oyn>2
Kao i u prethodnom primjeru, pokazuje se da je &2
Ho(00?) = Z i Hy(00%) =0zan>2.
Isto se tako, kao u prethodnom primjeru vidi da su d0?
jedini 1-ciklusi cjelobrojni visekratnici ciklusa
C = [xo, 1]+ [xx1, xo] —[xxg, o], tj. Kerdy = (C) = Z. o o

Kako u dimenziji 2 nema nicega, to je Im9, =0, pa je
Hl(aO'Z) = Ker 61 = 7.
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Primjer 3

Primjer 13.4

H,(kvadrat) = {Z’ n=0

0,n>1
Kao i ranije zaklju¢ujemo da je Ho = Z i Hys3 = 0. P———1
Nadalje, C; = (A, B), pa je (A4)
0(mB+nA) = ma+mb+nc+nd+(n—m)e = 0 samo d e b
za m=n=0. Stoga je Kerd> =0, te jei H, =0. @
& Xo a X1

Odredimo Hy: a([nla + nob+ n3c+ ngd + n5é)
= N1 01—N1XQ+N20Xp—N2 01 +N30X3—N3 X2+ Ng 09— Na X3+ N5 X2 — N5 X
= (ng —ny — ns)og + (1 — n2) oy + (n2 — N3+ ns)oa + (N3 — ng) oz
paje 0¢=0za Ny =np, N3 ="nN41iN5=nN3—Ny=nN4—nNy = N3—nq,
tj. C=ni(a+ b))+ n3(c+d)+ (n3—ni)e =n 0B+ n30A.

Dakle, svaki 1-ciklus je rub, pa je H; = 0.
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H,(K) za n > dim K i Hy(K) za povezane komplekse K

Ako je K k-dimenzionalan simplicijalan kompleks, t.j. u K nema
simpleksa dimenzija n > k (iznad dimenzije k ,nema nicega"),
onda je C,(K) =0, pajei H,(K) =0, za sve n > k.

Kao i u prethodnim primjerima pokaZe se da je Hy(K) = Z za sve
povezane simplicijalne komplekse K. Naime, neka su « i 3 dva
razli¢ita vrha u K. Zbog povezanosti, postoje bridovi (1-simpleksi)
[, 1], [xq, &2, ..., [ok, Bl u K koji ,povezuju” o i B, i

8([0(, oq] + (o, o] + - - -+ (o, [3]) = — «, t.j. svaka dva
0-simpleksa o i 3 su homologni. Stoga je Hy(K) = Z.

Vrijedi, dakle:

Neka je K povezan k-dimenzionalan simplicijalni kompleks. Tada
je Ho(K)=Z i H,(K) =0 za sve n > k.
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Precica

Pri odredivanju grupe Ho(K) povezanog kompleksa K, nismo se
sluzili originalnom definicijom Hy(K) = Ker 99/ Im 91. Nismo
najprije odredili grupe Ker 0g svih O-ciklusa i Im 01 svih O-rubova,

pa napravili njihov kvocijent. Naime, svaki 0-lanac je ciklus jer

je 09 = 0, t.j. 0g je nul-homomorfizam, pa je grupa Ker 0q velika, to je
slobodna abelovska grupa s onoliko generatora koliko K ima vrhova,

a i njezina podgrupa Im 901, O-rubova, je velika.

Umjesto toga, direktno smo odredili homoloske klase 0-ciklusa, i, kako
je K bio povezan, pokazalo se da su svi 0-ciklusi medusobno homologni,
pa svaki vrh, kao 0-ciklus, reprezentira isti generator grupe Hp(K).

Sliéno mozemo napraviti i pri odredivanju visih homoloskih grupa, i
takav ¢emo postupak zvati precica.

llustrirajmo to sljede¢im primjerom.
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Primjer 4: homologija kvadrata—drugi put

Kazemo da je potkompleks L nosac lanca (, ili da ¢ Zivi na L, ako
je vrijednost od ( na simpleksima koji ne pripadaju L jednaka 0, t.j.
simpleksi izvan L se ne pojavljuju kao sumandi u (. o3 c 2

Promotrimo kvadrat K trianguliran kao na gornjoj slici. X O x4
Neka je ¢ 1-lanac, ((e) = m, inekaje (1 = (+0(mB). 4

. A . L @ ©J1b
C1 i C su homologni, i {1(e) =0, t.j. ¢ smo zamijenili
homolognim lancem (3 u kojem se ne pojavljuje brid e. *@f
Neka je (1(f) = n, i neka je { = {1 +0(nC). Tada *° a *
je Cg(f) = C2(e) =0 CQ ~ Cl ~ C Analogno, Za
lanac (3 = G2 + 0(pD), gdje je p = Ca(g), vrijedi oz ¢
(3(g) =C3(f) =C3(e) =0,i (3~ C.
Tako smo 1-lanac ¢ zamijenili homolognim lancem (3
koji zivi na potkompleksu L prikazanom na donjoj slici.
Ako je C ciklus onda mora biti (3(h) = 0 (inae bi
bilo 9¢3() # 0). Dakle, svaki 1-ciklus je homologan %o a o
1-ciklusu koji zivi na rubu kvadrata.
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Nastavak

Kao i u primjeru 13.2 pokazuje se da svaki 1-ciklus koji zivi na rubu
kvadrata mora biti visekratnik ciklusa a+ b+ c + d, a taj je ciklus
nul-homologan jer je jednak 0(A+ B+ C+ D), pa je Hi(K) =0.
(Primijeti da a+ b+ ¢ + d nije nul-homologan kao ciklus u L!)

Kao u primjerima 13.2 i 13.4 vidi se da je 2-lanac mA+nB+pC+qD
ciklus jedino za m = n = p = q = 0 (kako bi se koeficijenti uz
1-simplekse e, f, g i h pokratili), pa je Ho(K) = Ker 9, = 0.

Zbog povezanosti je Hy(K) = Z, a Hy>3(K) =0 jer je dim K = 2.

Orijentaciju 2-dimenzionalnih simpleksa u ravnini kao u prethodnim
primjerima, t.j. orijentaciju suprotnu kretanju kazaljke na satu,
zvat ¢emo pozitivnom, i u sljedeéim primjerima, pri odredivanju
homoloskih grupa ,,osnovnih” ploha (sfere, torusa, projektivne
ravnine i Kleinove boce), ne¢emo vise stavljati oznaku (.
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Topoloska invarijantnost homoloskih grupa

Uodi da kvadrat K i simplicijalni kompleksi u primjerima 13.2 i 13.4
imaju jednake homologije u svim dimenzijama. To reflektira Cinjenicu da
su homoloske grupe topoloske invarijante, t.j. ovise samo o politopu,
geometrijskoj realizaciji kompleksa K.

Dakle, ako dva simplicijalna kompleksa K i K’ imaju jednake politope,
kao u primjerima 3 i 4, onda su njihove homoloske grupe izomorfne.
Stovide, ako su X = Y homeomorfni topoloski prostori, a K i L
simplicijalni kompleksi takvi da je |K| = X i |[L| = Y, onda je

H,(K) = H,(L) za sve n, pa se u tom sluéaju definira H,(X) := H,(K)
za bilo koji kompleks K t.d. je X = |K]|.

Dokaz topoloske invarijantnosti simplicijalnih homoloskih grupa nije
jednostavan. Najcesce se provodi tako da se definiraju singularne
homoloske grupe, za koje se lako pokaze topoloska invarijantnost. Zatim
se dokaze da i simplicijalna i singularna homologija imaju odredena
svojstva, t.j. da zadovoljavaju aksiome teorije homologije, te se napokon
dokaZe da su sve homoloske teorije koje zadovoljavaju te aksiome,
medusobno izomorfne. Sve to zahtijeva mnogo ozbiljnog posla i uvelike
prelazi okvire ovog kolegija.
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Primjer 5: homologija sfere S?

Neka je S simplicijalni kompleks kao na slici, koji triangulira sferu S?.

b v b o Kaostoznamo, Hyo(S) =Z i Hy>3(S) =0.
Precicom zaklju¢ujemo kako je svaki 1-ciklus
homologan nekom 1-ciklusu koji zivi na ,rubu’.
Neka je, dakle, { = ta+ ub+ vc, t,u,v € Z,
proizvoljan 1-ciklus na ,rubu’. Tada je

0C=1tp —tou+uy—ux+vd—vax

=(—t—u—v)a+tp + vy + vé.
Kako je ( ciklus, t.j. 0¢ =0, mora biti t =u=v =0, pa je ( =0.
Stoga je Kerd; =0 pajei Hi(S)=0.
Neka su o1, 02, 03, 04 2-simpleksi u S. Ako je 2-lanac Q = Zj}:l njo;
ciklus, 9Q) = 0, onda su svi koeficijenti n; jednaki (kako bi se u rubu 9Q
koeficijenti uz ,unutarnje’ bridove pokratili), pa je Q=nw, n€N, gdje je
w:Zj-':l 0j. No, 0w =a—a+b—b+c—c =0, pajeKerd,=(w).
Konacno, kako je Im93 =0, to je Ha(S) = Kerdp = (w) = Z.
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Primjer 6: homologija torusa

Neka je T simplicijalni kompleks kao na slici, koji triangulira torus.
o 2 B by ¢ o

e " Kao i prije, Ho(T) = Z i Hy>3(T) = 0, i kao
s s° kod sfere, dovoljno je gledati proizvoljan 1-ciklus

d d (=tatub+vc+xd+ye+tzf, t,u,v,z,y,z€Z, u,rubu’
o ) b v - o

ol=tp—tax+uy—up+va—vy+xdb—xoc+ye—yd+zo— ze
=(—tt+v—x+zjat+(t—u)p+ (u—Vv)y+(x—y)d+(y—2)e

Zbog 0C=0morabitit=u=v,x=y=zit+x=v+2z paje

(= te+x, gdje je @ = a+b+cip = d+e+f. Dakle, Ker 01 =(p, V).

Neka je Q = Z}il n;o; proizvoljan 2-lanac. Ako 0Q) Zivi na

rubu’, onda je Q = nw za neki n € N, gdje je w = Z}il 0j tzv.

fundamentalni lanac. Kako je 0w =0, tojelmdy =0, t.j. w je

ciklus, pa je Hi(T) = (lo]l, W]) = Z & Z.

Kao i kod sfere zakljucujemo da je svaki 2-ciklus visekratnik

fundamentalnog ciklusa w, pa je zbog Im 93 = 0, Ho(T) = ([w]) = Z.
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Primjer 7: homologija projektivne ravnine

Neka je P simplicijalni kompleks kao na slici, koji triangulira projektivnu ravninu.
5 € y b g2 o

. »" Kao i prije, Ho(P) = Z i Hy>3(P) = 0, i kao
n . ¢ kod sfere, dovoljno je gledati proizvoljan 1-ciklus
d (=tatub+vc+xd+ye+tzf, t,u,v,z,y,z€Z, u,rubu’

s B Yoo ®

0¢ = tbﬁ—toch uy —ufp+vd—vy+xe —x0+yn—ye+za—zn
=(z—ta+(t—u)p+(u—Vv)y+(v—x)0+(x—y)e+(y—2zmn.

Zbog 0C=0morabitit=u=v=x=y =2z paje (= te, gdje
je@=a+b+c+d+e+f. Dakle, Kerd; = (9).
Neka je Q = Z}il n;o; proizvoljan 2-lanac. Ako 0Q) Zivi na
,rubu’, onda je Q = nw za neki n € N, gdje je w = Z}il o
fundamentalni lanac. Kako je 0w = 2¢, zakljucujemo da je
H(P) =)/ (2¢) = Z/2Z = Z>.
Kao i kod sfere zakljucujemo da je svaki 2-ciklus visekratnik
fundamentalnog lanca w, a zbog dw =2¢ # 0, je H,(P) = 0.
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Primjer 8: homologija Kleinove boce

Neka je K simplicijalni kompleks kao na slici, koji triangulira Kleinovu bocu.

o 2y b op N o

‘s " Kao i prije, Ho(K) = Z i Hp>3(K) = 0, i kao
‘. s° kod sfere, dovoljno je gledati proizvoljan 1-ciklus

f d (=tatub+vc+xd+ye+tzf, t,u,v,z,y,z€Z, u,rubu’
o . B b v - o

ol=tp—tax+uy—up+va—vy+xdb—xoc+ye—yd+zo— ze
=(—t+v—x+z)a+(t—u)p+(u—v)y+(x—y)d+ (y — z)e.

Zbog 0(=0morabitit=u=vix=y=z paJeC—t(p—l—x1b

gdiesu p=a+b+cip=d+e+f. Dakle, Kerd; = (@, ).

Neka je Q = Z}il n;o; proizvoljan 2-lanac. Ako 0Q) Zivi na

,rubu’, onda je Q = nw za neki n € N, gdje je w = Z}il 0

fundamentalni lanac. Kako je dw = 21, zakljucujemo da je

H(K) = (@, ) /() =Z S Z/2L =7 & Zo.

Kao i kod sfere zakljucujemo da je svaki 2-ciklus visekratnik

fundamentalnog lanca w, a zbog dw =2y # 0, je Ho(K) = 0.
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Euler-Poincaréova karakteristika
Vratimo se opcenitim simplicijalnim kompleksima i njihovoj homologiji.

Definicija 13.6

Neka je K konacan simplicijalni kompleks dimenzije n, i neka je n;
broj j-dimenzionalnih simpleksa u K, 0 < j < n.
Euler-Poincaréova karakteristika kompleksa K je broj

n

X(K) =} (=1Vn;.
j=0

Vrijedi sljedeéi upecatljiv teorem:

Neka je K konacan simplicijalni kompleks dimenzije n. Tada je
n .
x(K) = 3 (=1 r (Hi(K)),
J:
t.j. Euler-Poincaréova karakteristika jednaka je alterniranoj sumi
Bettijevih brojeva kompleksa K.
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Dokaz

Hij(K) = Kerd;/Im 9,1 paje r(Hj(K)) - r(Kerdj)—r(Im ;1) (teorem 12.3).
Ci(K) je slobodna abelovska grupa ranga nj, pa, prema korolaru 12.4,

a.
iz kratkog egzaktnog niza 0 — Kerd; — C;(K) % Im 0; —0
dobiv,;amo nj = r(Cjn(K)) =r(Ker9;) + r(,|1m 0;). Stoga je

X(K)=> (=1Vnj=> (-1Yr(G(K)) = > (—1Y(r(Kerd;) +r(Imd;))

j:0 j=0 Jj=0
Z r(Ker9;) —i—Z r(Imo;)
Z r(Ker 9;) —|—Z 1Yt r(lm9j+1), jer je Imdg=Imd, 1 =0
() © -
= Z r(Ker 9; )fr(lmajﬂ)) = ) (-1Yr(H(K)). O
j=0

Oprez: Teorem NE tvrdi da je r(H;(K)) = nj, ve¢ samo da su odgovarajuce
alternirane sume jednake.
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Euler-Poincaréova karakteristika ploha

Zbog relene topoloske invarijantnosti homoloskih grupa i
prethodnog teorema, svakom se kompaktnom konacnodimenzionalnom
poliedru X, t.j. topoloskom prostoru koji je homeomorfan geometrijskoj
realizaciji (politopu) nekog kona¢nog simplicijalnog kompleksa,

moze pridijeliti njegova Euler-Poincaréova karakteristika x(X).

Kako svaka ploha dopusta triangulaciju, to znaci da svakoj plohi M
mozemo pridruZiti njezinu Euler-Poincaréovu karakteristiku x(M), i
ona je jednaka ng — ny + n2, gdje su ng, ny i ny brojevi vrhova,
bridova i trokutova u bilo kojoj triangulaciji plohe M.

Kao sSto ¢emo vidjeti, Euler-Poincaréova karakteristika je, uz
orijentabilnost, glavni podatak pri klasifikaciji ploha.

Euler-Poincaréove karakteristike ,,osnovnih” ploha (sfere S?, torusa T,
projektivne ravnine RP? i Kleinove boce K), primjeri 5-8, su:

X(S?) =2, x(T) =0, x(RP?) = 1i x(K) = 0.
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2-poliedri i njihove homoloske grupe

Triangulirani 2-kompleks bez ruba je 2-dimenzionalan simplicijalni
kompleks koji zadovoljava A1-A3 iz teorema 6.3, i njihove geometrijske
realizacije nazivat ¢éemo 2-poliedrima bez ruba, a kako éemo se baviti
iskljucivo takvim poliedrima, kratko ¢emo ih zvati samo 2-poliedri.
Kao sto smo vec rekli, svaka ploha dopusta triangulaciju, pa je

klasa svih 2-poliedara isto $to i klasa svih ploha (povezanih, kompaktnih,
i bez ruba).

Cilj nam je odrediti homoloske grupe trianguliranih 2-kompleksa

bez ruba, pa time i 2-poliedara, t.j. ploha.

Kako je svaki triangulirani 2-kompleks K povezan, prema teoremu 13.5
je Ho(K) = Z, a kako je dvodimenzionalan, H,(K) = 0 za sve n > 3.
Treba, dakle, odrediti Ho(K) i H1(K).
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H>(K)

Propozicija 14.1
Neka je K triangulirani 2-kompleks. Tada je Hy(K) = 0 ili Hy(K) = Z.

Dokaz: Ako je 2-lanac { = ) njo; ciklus onda su koeficijenti uz svaka
dva 2-simpleksa koji imaju zajednicki brid, ili jednaki ili suprotni
(ovisno o orijentaciji tih 2-simpleksa). Zbog povezanosti i svojstva Al
u teoremu 6.3, od svakog 2-simpleksa se do svakog drugog moze
dodi preko kona¢no mnogo susjednih 2-simpleksa. Odatle slijedi da
svi koeficijenti u ¢ imaju istu apsolutnu vrijednost, pa ako je (
netrivijalan ciklus, onda je on viSekratnik 2-ciklusa (g = >_ €;0j,
gdje su €; = 1. Neka jen = ) mjo; neki drugi 2-ciklus. Tada je
¥ =1 — e1m1 (o ciklus u kojem je koeficijent uz o7 jednak nuli, pa
moraju i ostali njegovi koeficijenti biti jednaki nuli, t.j. ® = 0.
Dakle i 1 je neki visekratnik od (g. Stoga je Ker 07 ili O ili
beskonaéna cikli¢ka grupa, pa je Ho(K) =0ili je Ho(K) = Z. [
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H,(K) =7 < K je orijentabilan

Tezi dio posla sadrzan je u dokazu sljedece tvrdnje:
Propozicija 14.2

Neka je K triangulirani 2-kompleks. Hy(K) = 7Z ako i samo ako je
K orijentabilan, t.j. politop |K| je orijentabilna ploha (vidi 11.6).

Dokaz: Ako je Ho(K) = Z onda, prema prethodnoj propoziciji, 2-simplekse
mozemo orijentirati t.d. je w = }_ o ciklus*. Neka je 0 = [xg, 1, 0t2]
neki 2-simpleks s tako odabranom orijentacijom. Njegov politop |o]
je trokut, pa se moZe afinom transformacijom preslikati na trokut u 2
tako da se &g, o1 i o preslikaju redom u, npr., 0 = (0, 0),
e1 =(1,0) i & =(0,1). Ovim preslikavanjem je definirana i
orijentacija na |o| kao dijela plohe |K|. Naime, cikli¢koj permutaciji
vrhova simpleksa odgovara ciklicka permutacija vektora 0, e; i &
eksplicite dana s (x, y) — (1 — x — y, x), koja ima stupanj 1. Tako
dobivamo odredenu orijentaciju nutrine svakog 2-simpleksa od K.

*w je tzv. fundamentalni ciklus—suma svih 2-simpleksa.
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Nastavak dokaza propozicije 14.2

Otvorene zvijezde St o vrhova kompleksa K su planarna podrudja,

jer je svaka homeomorfna disku, i ¢ine otvoren pokrivaé plohe |K].
Pokazat ¢emo da taj pokriva¢ dopusta kompatibilnu orijentaciju.
Svaka zvijezda St « je orijentabilna jer je homeomorfna disku,

i neka je njezina orijentacija odredena nekim trokutom |o| C Stox.
Pokazimo da razliciti trokuti u zvijezdi odreduju istu orijentaciju zvijezde.
Dovoljno je razmotriti dva susjedna trokuta o i o’. Ako im je
zajednic¢ki brid [x, 1], onda njihove orijentacije moraju biti oblika

0 = [o,01,00] 1 07 = [ov,03,01] (kako bi u rubu dw, [&, 1] nestao).
Neka su f i f/ pripadna afina preslikavanja. Definiramo h: |o|U|o’| — E?

s h(x) = {(p(ff(f&)) ig }gl/l , gdje je @(x,y) = (y, —x). Lako sevididaje h

homeomorfizam, i orijentacije koje hi f’ definiraju na |o’| se podudaraju,
jer je @ rotacija, pa ¢uva orijentaciju ravnine E2. Tako smo orijentirali
sve zvijezde, i njihove orijentacije su kompatibilne. Jer, ako se dvije
zvijezde sijeku, onda im je presjek nutrina jednog trokuta, i orijentacija
obje zvijezde je definirana orijentacijom bas tog trokuta.
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Zavrsetak dokaza propozicije 14.2

Time smo dokazali da je K orijentabilan.

DokaZimo obrat: ako je K orijentabilan onda je Hx(K) = Z.

Neka je ploha |K| orijentirana i neka je o neki 2-simpleks.
Odaberimo afinu transformaciju f za ¢ tako da se slaze s
orijentacijom od |K|. Time je odreden redoslijed vrhova [xg,0t1,0].

Kada bi susjedni simpleks o’ imao redoslijed vrhova [xg,o1,a3],

- f , .
mogli bismo s h(x) = {lb(f(')&)) ig }gl,l gdje je OU(x,y) = (x,—y),

definirati preslikavanje h: |o| U |o’| — E2. Ali, kako 1\ mijenja

orijentaciju ravnine E2?, to se afina transformacija f’ za ¢’ ne slaze
s h, dakle niti s orijentacijom na |K|. Mora, dakle, redoslijed vrhova
za o/ biti [og,3,0¢1], pa se u rubu dw koeficijenti uz [og.o;] krate,
te je w = ) oj 2-ciklus. Kako je Im03 =0, to je Ho(K) =Z. [

Ostaje odrediti H1(K).
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H.(K)

Propozicija 14.3

Neka je K triangulirani 2-kompleks i r = r(Hl(K ))

Ako je K orijentabilan onda je Hi(K) = Z" =7 & --- ® 7, a ako je
K neorijentabilan onda je Hy(K) = Z" @ Zy. r sumanada

Dokaz: Odredimo najprije torzionu podgrupu od H;(K). Neka je ¢ 1-ciklus t.d. je
m{~ 0 zaneki m>0, t.j. 32-lanac Q_:an(fj t.d. je m{=00Q). Ako 0} i 0y imaju
zajednicki brid a, onda je koeficijent uz a u 9Q) jednak n; + ng, ili nj — ny, ili
—nj+n, ili —nj—ny, pailim| (nj4+ny) ili m| (nj—n,). Kako je K povezan,
to vrijedi za svaka dva indeksa j, k, bez obzira imaju li 0; i o zajednicki brid ili ne.
Ako je K orijentabilan onda je fundamentalni 2-lanac w=}_o;, ciklus, t.j. 9w =0,
pa je m{ =090 — mOw = Y (n; — ny)d0j. Svaki 1-simpleks a u rubu je
dvaju 2-simpleksa, o}, 0, pa je zbog orijentabilnosti, koeficijent u 90; + 0o
uz a jednak 0, te je koeficijent uz a u m¢— ) (nj — n1)d0; = 0 jednak
m{(a)— (nj— )+ (ng—n1) = m¢(a) + nxk—n; =0, ili m¢(a) +n; —n, =0.

U oba slu€aja m | (n; — ny) za sve j, paje (=) “="00; =0( ) “0y),
t.j. {~0, pa Hi(K) nema torzije.
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Nastavak dokaza propozicije 14.3

Neka je kompleks K neorijentabilan. Znamo da je Ho(K) =0, a

kako je i Imd3 =0, to u K nema netrivijalnih 2-ciklusa.

Koeficijenti u rubu 0w = Y 00 su jednaki 0 ili £2, t.j. 9w = 21 za neki
1-lanac 1. Tada je 2n ~ 0, alin # 0 jer bi inace bilon = 6( > sjcrj)

za neke s; € Z, pa bi imali 0 =2n—0w =) (2s; —1)doj u
suprotnosti s ¢injenicom da nema netrivijalnih 2-ciklusa.

Vratimo se 1-ciklusu . m{ =) n;00; i nj = nx (mod m) ili

nj = —n, (mod m) za sve j, k, pa je m( 2o > €j00;+m) tj0o;
za €j = £1 i neke t; € Z. Barem neki od koeficijenata u ) €;00;

je £2, jer biinale ) €;0; bio netrivijalni 2-ciklus. Stoga je 2n;
djeljivo s m, pa je 2C ~ 0 (pomnozimo (%) s 2), t.j. 20 = ) u;00;

za neke uj € Z. Svi uj su iste parnosti (raniji zaklju¢ak za m = 2),

pa ako su svi parni onda je { ~ 0, a ako su svi neparni ondaje { ~ ) v;00;
za neke v; € Z. Stoga je [C] = [} v;00;] jedini element kona¢nog reda,
pa je torziona podgrupa jednaka Z;. Tvrdnja sada slijedi iz strukturnog
teorema za konacno generirane abelovske grupe, teorem12.2. O
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Homoloske grupe trianguliranih 2-kompleksa

Rezimirajmo:

Teorem 14.4

Neka je K triangulirani 2-kompleks. Tada je

@ Ho(K)=Z iH,K)=0zan2>3.

e K je orijentabilan ako i samo ako je Hy(K) = 7Z, i tada je
Hi1(K) = Z" za neki r € Ng.

e K je neorijentabilan ako i samo ako je H»(K) =0, i tada je
Hi(K) = Z" & Zy za neki r € Ny.

Kao sto znamo, teorem 13.7, Euler-Poincaréova karakteristika je
alternirana suma Bettijevih brojeva, t.j. x(K) = >_7_; (1) r (H;(K)).
Dakle, za orijentabilne triangulirane 2-komplekse (orijentabilne plohe)
jex(K) = 2—r, azaneorijentabilne je x(K) = 1—r, gdje je r = r(H1(K)).
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Triangulabilnost ploha

Prisjetimo se definicije triangulabilnosti ploha:

Definicija 6.1
Triangulacija kompaktne plohe M je par (K, T), gdje je K
konacan 2-dimenzionalan simplicijalni kompleks, a funkcija
T: K — 9% (M)* svakom simpleksu o € K pridruzuje zatvoren
podskup t(o) C M, tako da vrijedi:

(t1) t(o1) Nt(02) = T(01 N 02) za sve 01,07 € K;

(12) za svaki 0 € K postoji homeomorfizam @ : || — T(0) takav da
za sve stranice 0’ < 0 vrijedi @(0’) = 1(0’);

(13) Ugek T(0) = M, tj. skupovi (o) pokrivaju M;

Za plohu M kazemo da je triangulabilna ako postoji triangulacija
T: K — % (M), a za par (M, 1) kazemo da je triangulirana ploha.

*9 (M) je partitivni skup odM.
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Triangulirana ploha

Ekvivalentna, ali ,konstruktivna’ definicija triangulirane plohe, je sljedeca:
Definicija 15.1

Neka je T konacna familija sukladnih disjunktnih jednakostranicnih
trokutova u ravnini, i neka je T topoloski prostor dobiven
identifikacijom svake stranice nekog trokuta s to¢no jednom
stranicom nekog drugog trokuta. Ako je dobiveni kvocijentni
prostor T povezana ploha, onda kazemo da je T triangulirana ploha.

Sljedeéi teorem o triangulabilnosti dokazao je Tibor Radé 1925.

Svaka ploha (kompaktna, povezana i bez ruba) homeomorfna je
trianguliranoj plohi, t.j. svaka je ploha triangulabilna.

Napomena: | svaka nekompaktna ploha i ploha s rubom je triangulabilna,
kao i sve 3-mnogostrukosti. Ali u dimenzijama > 4 postoje
mnogostrukosti koje nisu triangulabilne.
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Ploha kao kvocijentni prostor pravilnog poligona u ravnini

Pokazimo kako je svaka ploha M homeomorfna plohi dobivenoj od
pravilnog poligona K u ravnini, lijepljenjem odgovarajucih stranica.
Neka je M homeomorfna trianguliranoj plohi T, dobivenoj od
familije T ={A1, ..., A,} disjunktnih sukladnih jednakostrani¢nih
trokutova, Cije stranice oznalimo a1, a2, ..., @), (svaka se stranica
pojavljuje dvaput, jednom u dva razli¢ita trokuta). Uo¢imo jednu
stranicu, a, trokuta A;. Neka je Aj, jedinstven trokut koji takoder
ima stranicu a. ldentifikacijom dobiveni Cetverokut (romb)
transformiramo u kvadrat. Uocimo jednu stranicu, b, kvadrata,
uzmemo novi trokut A;; koji ima takoder stranicu b, izvrSimo
identifikaciju, i dobiveni peterokut transformiramo u pravilan
peterokut, itd. dok ne potrosSimo sve trokutove, uvijek birajudi
stranicu koja se u rubu veé dobivenog poligona pojavljuje samo jednom.
Dobit ¢emo pravilan (n + 2)-terokut koji ¢e na rubu imati parove
stranica Cijom identifikacijom dobivamo plohu homeomorfnu s M.
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Rezimirajmo

Pravilni poligon K koji reprezentira plohu M je Celijski kompleks,
koji primjenom teorema 2.3 dovedemo u normalnu formu.
Sljedeéi korak je pokazati kako razlicite normalne forme
predstavljaju razliCite, tj. nehomeomorfne plohe.

= Prvo, transformacije (P2) i (P2) ! koriétene pri redukciji ¢elijskog
kompleksa na normalnu formu, Cuvaju tip orijentabilnosti i
Euler-Poincaréovu karakteristiku.

= Drugo, ako su dvije plohe homeomorfne, onda su istog tipa orijentabilnosti,
jer je za orijentabilne plohe H>(M) = Z, a za neorijentabilne je
H>(M) = 0 (propozicije 14.1 i 14.2). Dakle, orijentabilna ploha ne
moze biti homeomorfna nekoj neorijentabilnoj plohi.

= Trele, svakoj smo plohi pridijelili Euler-Poincaréovu karakteristiku.
Kako ona ne ovisi o triangulaciji, teorem 13.7, za orijentabilne plohe je
X(M) = 2—r, a za neorijentabilne je x(M) = 1—r, gdje je r = rang H,(M).
Dakle, u istoj klasi orijentabilnosti, nehomeomorfne plohe imaju
razli¢ite Euler-Poincaréove karakteristike.
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Klasifikacijski teorem za kompaktne plohe bez ruba

Sada konac¢no imamo sve elemente za klasifikacijski teorem:

Teorem 16.1 (Klasifikacijski teorem za kompaktne plohe bez ruba)

Dvije povezane kompaktne plohe bez ruba su homeomorfne ako i
samo ako su istog tipa orijentabilnosti i imaju jednake
Euler-Poincaréove karakteristike.

Dokaz: Ako su plohe My i M, homeomorfne, onda je H;(M;) = H;(M>), j > 0,
pa su njihove Euler-Poincaréove karakteristike jednake (teorem 13.7),
a zbog Hy (M) = Hp(My) su i istog tipa orijentabilnosti (teorem 14.4).
Obratno, neka su Kj i Ky triangulacije ploha My i M,. Simplicijalni
kompleksi K1 i K>, shvaceni kao Celijski kompleksi, ekvivalentni su
kanonskim celijskim kompleksima Ki i Ks (u normalnoj formi).
Ako su !/%1 i Rg istog tipa orijentabilnosti i imaju jednake
Euler-Poincaréove karakteristike, onda su oni jednaki, }A(l = }A(g
(kanonski Celijski kompleks ima samo jednu 2-Celiju i jedan vrh!).
Stoga je My = |K1| = |Ky| = [K2| = |Ka| = M. O
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